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 الرسالةملخص 

 :تقع هذه الأطروحة في فصول ثلاثة مقسمة على النحو التالي

 مقدمة في المنظومات الديناميكية الفصل الأول:

متى تكون وبيَّنا  المتعلقة بالمنظومات الديناميكية، التعريفاتبعض  اذكرنفي هذا الفصل، 

، وكذلك صامدةأو المنظومة الديناميكية مُستقرة بالنسبة للمجموعة ال مُستقرة صامدةالمجموعة ال

جاذبة أو المنظومة  صامدةعرَّفنا جاذب المنظومة الديناميكية، وذكرنا متى تكون المجموعة ال

 .صامدةالديناميكية جاذبة بالنسبة للمجموعة ال

 السالبة والبيانات الموجهةالمصفوفات غير  الفصل الثاني:

 التي مبرهناتال وقمنا بمراجعة إثبات بعضعرفنا بعض المصطلحات المتعلقة بنظرية البيان، 

تربط بين المصفوفات غير السالبة ونظرية البيان، استطعنا من خلالها معرفة بعض خواص 

رفنا جداء كرونكر لمصفوفتين، كذلك عَّ المصفوفات غير السالبة بالاعتماد على نظرية البيان، و 

)وذكرنا متى تكون المصفوفة مُستقرة من النوع  , )H m وذلك بالاعتماد على البيان المُوجه ،

 المقترن بتلك المصفوفة.

 المنظومات الديناميكية الخطية المتزاوجة الفصل الثالث:

الديناميكية المتزاوجة، وقمنا بتحليل  اتالمنظومالمتعلقة ب ريفاتعال بعض ذكرنافي هذا الفصل، 

بنية التزاوج إلى أربع حالات: )بنية التزاوج الدورية، والبيان التفاعلي أحادي الاتجاه مع 

الطبولوجيا الثابتة، والبيان التفاعلي ثنائي الاتجاه مع الطبولوجيا الديناميكية، والبيان التفاعلي 



9 
 

 لازمةالديناميكية (، وتمَّ في كل حالة الحصول على الشروط ال الأحادي الاتجاه مع الطبولوجيا

 تضمن الاستقرار والجذب فيما يتعلق بمنطقة التوازن.والكافية التي 
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المنظومات الديناميكيةفي  عامة مقدمةالفصل الأول:   

 تعاريف ومفاهيم أساسية: 1-1 

أو  ،أو فرقية ،مجموعة من المعادلات الرياضية )تفاضلية هيالمنظومة الديناميكية:  1-1-1 

تعطي قيمة المتغير الذي يحدد حالة المنظومة التي مزيج منها معاً(،  أو ،أو جبرية ،تكاملية

الديناميكية مع تغير الزمن بدلالة الحالة أو الحالات السابقة لهذه المنظومة. وتتكون المنظومة 

، Nن أي مجموعة جزئية منالذي يمكن أن يكوّ  أو الحالة الديناميكية من فضاء الموضع 

الذي يمكن أن  tمتحول الزمن لحظة زمنية، و  ة للمنظومة في أيتصف إحداثياته الحالة الحركي

علاقة ديناميكية )دالة رياضية( تحدد قانون (، و Zt( أو متقطعاً )tيكون مستمراً )

لزمني لمتغير الحالة مع الزمن. ويحدد قانون التغير الزمنيالتغير ا )(: Z or     ،

فتراض أن هذه لة القيم الحالية لها فقط، على االحالة المستقبلية لمتغيرات فضاء الموضع بدلا

  :الشروط التاليةالدالة تحقق 

1   .xx ),0( 

2   .)x,( ))x,( ,( 2121 tttt  

),(.   الدالة 3 xt   مستمرة بالنسبة للمتغيرات),( xt. 

إذا لم تحتوي العلاقة  "(autonomous) منظومة تلقائية"تسمى المنظومة الديناميكية 

 ظاهر.بشكلٍ صريح و  tالديناميكية التي تمثلها على متحول الزمن 

تكون المنظومة الديناميكية مُحكَمةً إذا (: Deterministicالمنظومة المُحكَمة ) 1-1-2

العددية التي  الوسطاءقيم جميع بتدائية للمنظومة الديناميكية و كانت المعرفة الدقيقة بالشروط الا
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بينما تسمى  مستقبلياً وحيداً لهذه المنظومة، تحدد سلوكاً حيث المبدأ،  مننظام اليعتمد عليها هذا 

لية متعددة )أكثر من واحدة( يتم عشوائية إذا كانت هناك سلوكيات مستقب تمالية أوالمنظومة اح

ني بالضرورة إمكانية التنبؤ بالسلوك هذا لا يع اختيارها من خلال توزيع احتمالي معين لكل حالة،

ة الفوضى في نظريوفي الحقيقة هذا هو ما تعتني به  للمنظومة الديناميكية المُحكَمة، المستقبلي

فمعرفتنا بأن الشمس  التنبؤ في المنظومات المُحكَمة"، على قدرةالمنظومات اللاخطية "عدم ال

ه ستشرق غداً هو دليل على قابلية التنبؤ في المنظومة، أما عدم قدرتنا على معرفة ما سيؤول إلي

على و  ،التنبؤعلى  درةما هو إلا دليل على عدم القالآن  الحالة الجوية بعد شهرٍ منالمناخ و 

الحالة منظومة الطقس و رة على التنبؤ في الرغم من أنه يمكن أن يقول البعض بأن عدم القد

ا، إلا الوسطاء فيهوجود عدد كبير من المتغيرات و و  ،الجوية يؤول إلى شدة تعقيد هذه المنظومة

كتشاف وجود منظومات في غاية البساطة تحتوي على متحول واحد فقط تتبع سلوكاً لا أن ا

 .وك منظومة الطقس والحالة الجويةيمكن التنبؤ به، مشابه لسل

 ومة الديناميكية ذات الزمن المتقطعالمنظ  1-1-3

 (Discrete-Time Dynamical System :) النيوع مين المنظوميات الحركيية يُعيد فيي هيذا

متقطعيياً علييى مجييالات زمنييية محييددة يييتم فييي نهاييية كييل مجييال ميين هييذه المجييالات الييزمن متغيييراً و 

مجييال ميين المجييالات الزمنييية. لا يييتم تقييمييه داخييل أي ر الحاليية للمنظوميية الديناميكييية و تقيييم متغييي

، عندئيذٍ ييتم تمثييل المنظومية بمجموعية معيادلات فرقيية مين kتغيراً صيحيحاً فإذا ما اعتبرنا الزمن مُ 

 :الشكل

1 ( ,  )k kx f x                                  (1.1)   



12 
 

Nهو وسيط المنظومة و  M نحيث إ
kx  من المرتبة  هو التكرارk  للحالة

، أي 0xبتدائية مرة على الحالة الا kالمعطاة  fو ينتج عن تكرار تطبيق الدالة  0xبتدائية الا

 :نإ

)),,)),(((( 0    xfffx

times k

k    

} , , ,  {المسار  210 xxx  للتصور السابق هو متتالية التكرارات التي تبدأ من الموضع الإبتدائي

 المعطى.

 المنظومة الديناميكية ذات الزمن المستمر 1-1-4

 (Continuous-Time Dynamical Systemتدفق( )ال (Flow :)) يعتبر الزمن في هذا

ويعطى التدفق على شكل  حقيقياً يتغير بشكلٍ مستمرٍ، يراً النوع من المنظومات الديناميكية متغ

 :معادلة تفاضلية شعاعية )أي جملة معادلات تفاضلية( من الشكل

                  ( , )
dx

f x
dt

                                (1.2 )  

 

Nx نَّ حيث إ   هو متغير الحالة أو الموضع للمنظومة وM ومة، هو وسيط المنظ

يتم وسيط. كما و  Mتحتوي على عد، و بُ  Nن المنظومة الديناميكية ذات ونقول في هذه الحالة إ

)(),(الحصول على حل )أو مسار(، من الشكل  0xt tx  لهذه المنظومة عن طريق مكاملة ،

 المعطاة التفاضلية بآنٍ واحد وتعويض الشروط الابتدائيةنظومة معادلات الم

00),0()0( xx x . 
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ج هذه ر  الديناميكية لاخطية إذا كان خَ  المنظومة نقول إنَّ (: Nonlinearity) اللاخطية 1-1-5

نستدل على اللاخطية في المنظومة من خلال فشل المنظومة، و  المنظومة لا يتناسب مع دخل

ن لهذه المنظومة هو أيضاً حل لها، تطبيق مبدأ التراكب الذي ينص على أن حاصل مجموع حلي

بحيث تصعب جداً دراستها، مما  ،اللاخطية في المنظومة تجعل هذه المنظومة غير بسيطةو 

للكمبيوتر عندئذٍ عرض محاكاة أو  حيث يمكن ،ستخدام الكمبيوترات مسألة قيمة للغايةايجعل 

 .ث يمكن رؤيتها بسهولةبحي ،تمثيل حركي مباشر لهذه المنظومة وللنتائج المعقدة

الجياذب (: Attractor of a Dynamical System)جااذ  المنظوماة الديناميكياة  1-1-6

مسييييار )أو مجموعيييية ميييين المسيييارات( المتوضييييعة فييييي منطقيييية محيييدودة ميييين فضيييياء موضييييع الهيييو 

لهيذه المنظومية يبيدأ  ن أي مسارإبحيث  ،المنظومة الديناميكية والتي تمتلك جواراً  في هذا الفضاء

عنيدما يسيعى اليزمن إليى يبقيى فيي هيذا الجيوار و يقتيرب مين الجياذب  ،من نقطة داخل هيذا الجيوار

مجييال هييو ، ألا و رتبط بجيياذب المنظوميية الديناميكيييةجييداً مُيي مهييمهنيياك مفهييوم أساسييي و  .اللانهايية

لسييوء لهييذا الجيياذب يحقييق الخاصيية السييابقة، و هييو الييذي يعييرف علييى أنييه أعظييم جييوار ،  و الجييذب

الحي,، فإنيه فيي حييال وجيود أكثير ميين جياذب واحيد لمنظوميية ديناميكيية، فيإن الحييد الفاصيل ميا بييين 

ميين الجييواذب الشييهيرة للمنظوميييات و . ذبين يمكيين أن يكيييون معقييداً للغايييةمجييالي جييذب هييذين الجييا

،  الميدارات الدوريية، و النقياط الثابتيةو جيواذب بسييطة، " :سمى في بعض الأحيانالتي تُ و  الديناميكية،

 ."المدارات الحديةو 

يتوجييب القييول إنييه مييا ميين تعريييف شييائع  (:Strange Attractors)الجاااذ  اليرياا  1-1-8 

لكيين يمكيين تعريييف الجيياذب اذب الغريييب لمنظوميية ديناميكييية، و مُوَحَييد يييتم ميين خلالييه تعريييف الجييو 
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يمكين عييادةً و . )تشيابه ذاتييي( الغرييب بأنيه ذلييك الجياذب لمنظوميية ديناميكيية الييذي ليه بنيية فراكتلييية

  عده الفراكتلي عندما يكون هذا البعد عدداً غير صحيح.التعرف عليه من خلال بُ 

 :ستقرار الخطيخلفية في نظرية الا 1-2

Nx، تسيييمى النقطييية (1.2) بالعلاقييية المعطييياة المنظوميييةكن ليييدينا تلييي   التيييي تحقيييق العلاقييية

0),(   xf بيييدون المسييييا  ة تيييوازن أو نقطيييية ثابتييية  للمنظوميييية، يمكننيييا أن نفييييرض و ، نقطييي

خطيييية عييين  (1.2)يمكييين جعيييل المنظومييية  بالتيييالي. و 0xبعموميييية المسيييألة أن النقطييية هيييي 

 :كتابتها على الشكل، و طريق النشر حول هذه النقطة

),()(  xgx A
dt

dx
  

)(ن حييييث إ  A   هيييي المصيييفوفة الجاكوبيييية للداليييية),(  xf   التيييي نحصيييل عليهيييا مييين قيييييم و

 نعند نقطة التوازن، وإ xبالنسبة إلى  fمشتقات الدالة 

) ,(0) () ,() ,(  xxAxfxg  

رب نقطية التييوازن، نقيوم بدراسيية قيي (1.2)سييتقرار المحليي للمنظومية وعليى أي حيال، لكييي نيدر  الا

 :ستقرار الخطي للمنظومة الخطية التاليةالا

x A
dt

dx
 )( 

)(و يتم ذلك عادةً عن طريق دراسة القيم الذاتية للمصفوفة   A   والتي هيي قييم  التيي نحصيل

)(0عليهييا عيين طريييق حييل المعادليية المميييزة    AI ن ، حيييث إI  هييي مصييفوفة الوحييدة 

  ."زائدية"، فإن نقطة التوازن تدعى كان الجزء الحقيقي لجميع القيم الذاتية لا يساوي الصفرإذا و 
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منحيى مسيتقر )أو غيير مسييتقر( إذا نيه إ i  مقابيل للقيمية الذاتيية  ieنقيول عين متجيه قيمية ذاتيية 

بالتييالي لا بيييد عييدداً مركبيياً )عقييدي(، و  i  (. أمييا إذا كييان i  0)أو  0i  فقييط إذا كييان و 

هييي مركيز مسييتقر  xنقطية التيوازن  نقييول إنمين وجيود مرافييق عقيدي لهيذه القيميية الذاتيية، عندئيذٍ 

}Re{0)أو غيييير مسيييتقر( إذا وفقيييط إذا كيييان  i    0)أو}Re{ i  ن (، حييييث إ}Re{   i 

. ويسيييمى الفضيياء الجزئيييي مييين فضييياء موضيييع المنظومييية i  هييو الجيييزء الحقيقيييي للعيييدد المركيييب 

مسيتقرة )أو لتي تمثيل المنياحي الوالمتولد بجميع المتجهات ا xالديناميكية في جوار نقطة التوازن 

)(مسيييتقرة( للمصيييفوفة الغييير   A  بالمتنوعييية (manifold) ( غيييير مسيييتقرةأو ) المحليييية المسيييتقرة

، بشيييكلٍ عيييام، هيييي xمسيييتقرة( للنقطييية الغيييير كيييذا فيييإن المتنوعييية المسيييتقرة )أو ه. و xللنقطييية 

عنييدما يسيييعى  xمجموعيية نقيياط فضيياء موضيييع المنظوميية الديناميكييية التييي تسيييعى إلييى النقطيية 

 (.)أو  إلى  tالزمن 

تكييون النقطيية يف السيابقة تختلييف قلييلًا عمييا سييبق، فميثلًا ، فييإن التعييار (1.1) منظوميةأميا بالنسييبة ل
x إذا وفقيط إذا كيان  منظوميةنقطة توازن )نقطية ثابتية( لل  x xf ),(  تكيون النقطية . كميا و

ع القيييييم الذاتيييية لمصييييفوفة مييين أجييييل جميييي 1i  ، فييييإن iفقيييط إذا تحقييييق أنيييه ، إذا و زائديييية

 xفييي جييوار النقطيية ه المنظوميية نسييمي الفضيياء الجزئييي ميين فضيياء موضييع هييذ، كمييا و لمنظومييةا

)(مسييتقرة( للمصييفوفة الغييير تجهييات القيييم الذاتييية المسييتقرة )الييذي تولييده جميييع مو   A  أي التييي ،

 .xمستقرة( للنقطة الغير (، المتنوعة المحلية المستقرة )1i  ) 1i  يتحقق من أجلها 

لكين تجييدر فيي هيذه الفقيرة هييو مفهيوم الاسيتقرار الخطيي، و  دراسيتهُ  ميا تييمَّ  الإشيارة هنيا إليى أنَّ  درتجي

سييتقرار يمكيين تطبيقهييا علييى المنظومييات ميين الاتعيياريف أخييرو لأنييواع مختلفيية الإشييارة إلييى وجييود 

(، asymptoticسيييييتقرار التقييييياربي )(، والاLyapunovسيييييتقرار لييييييابونوف ): االديناميكيييييية، مثيييييل
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سيييييمى البنييييييوي أو ميييييا يُ  ،(orbitalسيييييتقرار الميييييداري )(، والاexponentialسييييتقرار الأسيييييي )والا

(structural).   

 :(Set Stability and Attractivity) المجموعةوجذ  ستقرار ا 1-3 

ً من أجل أي  : (invariant Set) المجموعة الصامدة1-3-1  منظومة مرتبطة ظاهريا

 من الشكل   t بالزمن

 ( , )x f t x  

:أن  حيث n nf R R R   يبالنسبة للمتحول دالة مستمرة بشكل متقطع هي   tالزمن

nRعلى  xبالنسبة لمتحول الحالة مستمرة و R . 

 لمنظومة إذا كان من أجل كللصامدة أمامياً  nR المجموعةنقول أن 
0t R كل  و

0x  0 يتحقق أن

0( , , )x t t x  0, و ذلك أياً كانتt t . 

 الصامدة خلفياً و الصامدة بشكلٍ عام.  المجموعةو بنفس الأسلوب نعرف 

بالنسبة )أو المنظومة  صامدة المجموعة الن نقول إ: مفهوم المجموعات المستقرة  1-3-2

 ( صامدة للمجموعة ال

 0إذا كان من أجل كل  :مُستقرةt  0وكل ،  يوجد 0, 0t    ن  إ بحيث 

 0

0 0,       ( )  :  x t x t t t  


     

  0إذا كان من أجل كل بانتظام: مُستقرة ،  يوجد  0     ن إبحيث 

 0

0      ( )  :  x x t t t  


     

حيث يمثل النظيم 

   0عد النقطة المعرف على فضاء الحالة للمنظومة بx  عن المجموعة . 
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  صامدة المجموعة الن نقول إ: مفهوم المجموعات الجاذبة 1-3-3

 جاذبة في المنطقةD  :الشرط  إذا تحققمن فضاء الحالة 
0       lim ( ) 0

t
x D x t


    

  في المنطقةبانتظام جاذبةD : 0إذا كان من أجل كلc  يتحقق 
0 0( ) ( ) lim ( ) 0

t
x c x D x t


     

0وذلك بشكل منتظم من أجل كل 

0,x t  

 امل الفضاءإذا كانت جاذبة على ك ،في كل مكان  جاذبة nR. 

 الفضاء لامإذا كانت جذابة بانتظام على ك ،مكان في كل جاذبة بانتظامnR.  
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 غير السالبة الفصل الثاني: البيانات الموجهة والمصفوفات

 مقدمة: 2-1

توفير قاعدة رياضية مرتَكِزة على نظريّة البيان  هو من هذا الفصل إن الهدف الرئيس

بغية الاعتماد عليهما في دراسة استقرار وجذب المنظومات الديناميكية  والمصفوفات غير السالبة

 .المتزاوجة

سنركز في هذا الفصل على تقديم المفاهيم، وسنتجاهل مناقشة موضوع قابلية تطبيق هذه 

 المفاهيم على أرض الواقع.

ة إثبات وسنقوم بمراجعنظرية البيان،  فيفي هذا الفصل، سنبدأ عرض بعض المفاهيم الأساسية 

بعض المبرهنات التي نستطيع من خلالها معرفة خواص المصفوفات غير السالبة بالاعتماد على 

القيم الذاتية الصفرية،  استقرار المصفوفات المولدة، ندر  بشكل مُفصلسأخيراً، نظرية البيان. 

 والعديد من النتائج الجديدة سوف تكون مهمة في عرض الفصل الثالث.

 : (Digraphs, Neighbors, Degrees) الدرجاتالبيانات الموجّهة، الجوارات،  2-1-1

من العناصر تدعى   Vمن مجموعة غير خالية 𝒢البيان الموجّه )أو الرسم الموجه( يتكون 

)، نكتبأوتاراً  ج المرتبة من العقد تدعىمن الأزوا Eنتهية ومجموعة مالعقد،  , )V E𝒢  للدلالة

 .Eمجموعة الأوتارو V على البيان الموجه الموصوف بمجموعة العقد
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)في الوترفمثلًا  , )u v  العقدة الأولىu   لعقدة الثانية االذيل و تكونv   بمعنى أن  الرأ تكون(

 . ( vإلى  uإتجاه الوتر يكون من 

  .الوتر الذي يصل الرأ  بنفسه هي :الحلقة

عقدة البيان للوتر الأول ونفس عقدة إذا كان هناك وتر أخر له نفس  مركباً يكون الوتر  ملاحظة:

 النهاية للوتر الأول.

بمعنى الوتر المركب ينتج عن وجود أكثر من وتر لهما عقدة البداية نفسها وعقدة النهاية  أو

 نفسها.

يانات الب على سبيل المثال. م يملك أوتاراً مركبة أو حلقاتالبيان الموجه بسيطاً إذا ل يكون 

يملك   (b)بسيطاً، والبيان الموجّه (a)هنا يكون البيان الموجّه  (1) الموجهة الموضّحة في الشكل

3وهو اً،مركب اً وتر  1( , )v v والبيان الموجه ،(c)  2يملك حلقة وهي 2( , )v v . 

)فيما يأتي، ما لم يذكر خلاف ذلك، سنفرض أن البيان الموجه  , )V E𝒢 اً يكون دائماً بسيط . 

فمن أجل البيان الموجه  توصف بدرجات ومجاورات عقدها،محليّة للبيان الموجّه الالبنية 

( , )V E𝒢 والعقدةv فيV   :نستخدم الصيغة الآتية 

{ { }: ( , ) }
v

u V v v u EN

    

    

      

  

    

  

       

 : البيانات الموجهة.(1) الشكل
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{ { }: ( , ) }
v

u V v u v EN

    

المجموعات 
vN
 و

vN
  للعقدةالداخل  والمجاورالخارج  المجاورتسمّىv  .على التتالي 

)بمعنى  vوتراً موجهاً بدايتهُ  vهو مجموعة كل العقد التي تشكل مع العقدة  المجاور الخارج:

                            (vوتراً خارجاً من العقدة 

)بمعنى  vوترأ موجهاً نهايتهُ  vهو مجموعة كل العقد التي تشكل مع العقدة المجاور الداخل: 

 (vوتراً داخلًا إلى العقدة 

vdدرجة الخارج   ة عناصر  تكون عدد vللعقد
vN
،  بالمقابل درجة الداخلvd  ة    vللعقد

عناصر تكون عدد 
vN
. 

                                      
v v

d N
   ،

v v
d N

  . 

 : يكون  1vمن أجل العقدةف (1) الموضح في الشكل (a) البسيط باعتبار لدينا البيان الموجه

1 1

1 1

2 3 4{ , }, { }

2, 1

v v

v v

v v v

d d

NN


 

 

 

 

 : (Walks, Paths, Cycles) ، المسارات، الدوراتلممراتا 2-1-2

د متتالية متناوبة هو أي 𝒢الممر في البيان الموجه  ر ivمن العق ن إبحيث  ieوالأوتا

1( , )i i ie v v   1,2لكل,..., 1i k نقول عن .w  ُحيث 

1 1 2 2 1: ... k kw v e v e e v 

1kالممر وهووتار في هذا طولهُ عدد الأ، kvإلى 1vنّه ممر من إ  . 

 متتالية متناوبة: فهو  ،𝒢شبه الممر في البيان الموجه أما 
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1 1 2 2 1... k kv e v e e v 

: العقد والأوتار بحيث إنمن 
1( , )i i ie v v   أو

1( , )i i ie v v  1,2لكل,..., 1i k .  ونميز

 التالية:هنا الحالات 

 مساراً.  يسمى Wفإنَّ ، مختلفة Wإذا كانت العقد في الممر  -

 ذا كانت العقدإ  -
1 1,..., kv v 

ومختلفة  
1 kv v نسمي عندئذٍ فW دورة. 

 .حلقاتبال 1الدورات التي طولها يساوي  سمين -

 ندعو البيانات الموجهة التي لا تحتوي على دورات بالبيانات الموجهة اللادورية. -

 نلاح, أن الدورات والمسارات هي حالات خاصة من الممرات.   -

 

 

 

  

يمثل  5vإلى 1vالممر من نلاح, أن (2)من أجل البيان الموجه في الشكل على سبيل المثال 

 اً مسار 

1 1 3 3 3 4 4 4 5 5( , ) ( , ) ( , )v v v v v v v v v v 

 .3 طولها يساوي يمثل دورة 1vإلى 1vمن  الممركما أن 

1 1 3 3 3 2 2 2 1 1( , ) ( , ) ( , )v v v v v v v v v v 

 .ولا دورة اً مسار  يمثللا  3vإلى 1vبينما الممر من 

1 1 3 3 3 2 2 2 1 1 1 3 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )v v v v v v v v v v v v v 

  

  

  

  

  

  
 : الممر_ شبه الممر _ المسار_ الدورة.2))الشكل 
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 .اً ممر  يكون لا  6vإلى 1vشبه الممر من  و

1 1 3 3 3 4 4 6 4 6( , ) ( , ) ( , )v v v v v v v v v v 

)الدور نعرف البيان:دور  )d للبيان الموجه 𝒢  ُجميع أطوال ل المشترك الأكبرالقاسم  على أنه

 .  𝒢البيان الموجه دورات

1dالبيان الموجه دورياً إذا كان  ندعو 1عندما اً ، ويكون غير دوريd .  

kالأطوال  جميعتمثل المجموعة من  iSلتكن 

im لدورات العقدةiv ،  من أجل أي عقدةiv  في

 نعرّف: ،𝒢البيان الموجه 

. . { }
k
i i

k

i i
m s

d G C D m


 

دورية إذا كان  ivندعو العقدة حيثُ ، ivجميع أطوال دورات العقدة لالقاسم المشترك الأكبر 

1id   1وغير دورية عندماid  . 

غير  (a)البيان الموجه ، (3)البيانات الموجهة الثلاث الموضّحة في الشكل  ،على سبيل المثال

هولكنهُ يملك حلقة.  ،ي دور  )البيان الموج )b  ودورهُ  4 ,3يملك دورتين أطوالهما

(3,4) 1d GCD    ًلذلك يكون غير دوري أيضا. 

ودورهُ  على التوالي، 3 ,6، هناك دورتان أطوالهما (c)لكن من أجل البيان الموجه و 

(3,6) 3d GCD   3لذلك يكون دورياً ودورهُ يساوي . 

 

 

 

1v    

  
  

  

    

  

    

  

  

      

  

      

 الموجهة الدورية وغير الدورية.: البيانات (3)الشكل 
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 : اتصالات البيانات الموجهة 2-1-3 

بعض الأفكار الآن  سنقدملذلك ، مهمةمفهوم الاتصال في نظرية البيان من المفاهيم ال دعيُ 

 المتعلقة بهذا المفهوم والمرتبطة بأشكال البيان الموجه.

عقدة يمكن  vنإقلنا  vإلى عقدة أخرو  uمن عقدة أولى  𝒢في البيان الموجه  إذا وجد ممر

uونكتب uالوصول إليها من v نقول إن، وفي حال لم يتحقق ذلكv  عقدة لا يمكن الوصول

uو نكتب  uإليها من  v.  

 طوله صفر. اً تافه اً التي يمكن الوصول إليها من نفسها تكون ممر  vالعقدة .وفي حالة خاصة

التي يمكن الوصول إليها من كل  هي العقدة يمكن الوصول إليها من أي مكان: التي عقدةال

 . 𝒢عقدة في البيان الموجه 

vنقول عن العقدة  العقدة المركزية: V  أنها عقدة مركزية إذا أمكن إيجاد ممرات بدايتها العقدة

v إلى باقي عقد البيان. 

u,ينعقدت أيإذا كان من أجل  يسمى تام الاتصال 𝒢البيان الموجه  - v يوجد وتر منu إلىv 

 .)وتر ذهاب وإياب( uإلى  vووتر من

من يمكن الوصول  فإنهُ  v ،uن عقدتي أيإذا كان من أجل  قوي الاتصال 𝒢البيان الموجه  -

 .الأخرو بشكل متبادلهما إلى ا حدإ

فإنهُ يمكن على الأقل  v ،uعقدتين أي إذا كان من أجل أحادي الاتصال  𝒢البيان الموجه -

 . ا إلى الأخرو محداهالوصول من إ
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 يمكن wعقدةتوجد  v ،uعقدتين أيإذا كان من أجل  قوي الاتصالشبه  𝒢 البيان الموجه -

 أو نفسها العقدة  uهي نفسها العقدة  wوقد تكون العقدة uو vمن خلالها الوصول إلى 

v  . 

شبه ممر يحتوي هاتين  v ،uعقدتين أيمن أجل  وجدإذا  ضعيف الاتصال 𝒢 البيان الموجه -

  العقدتين.

  .ضعيف الاتصالإذا لم يكن حتى  الاتصالعديم  𝒢البيان الموجه  نقول إنكما 

 ذلك إذا وفقط إذا كانت كل عقدةو  ،قوي الاتصال يكون  البيان الموجهملاحظة أن  يمكن بسهولة

 . عقدة مركزية فيه هيأو بشكل مكافئ كل عقدة  يمكن الوصول إليها من كل مكانمن عقدهُ 

الذي يتكون من عقدة واحدة فقط يكون قوي الاتصال،  𝒢من الواضح أن البيان الموجه : ملاحظة

 قدة يمكن الوصولِ إليها من نفسهاوذلك لأنَّ الع

 

 

 

 

 

بيان موجه  (c) قوي الاتصالبيان موجه  (b) تام الاتصالبيان موجه  (a): يبيّن (4)الشكل .

بيان  (f) الاتصاليف ضعه بيان موج (e) قوي الاتصالبيان موجه شبه  (d) حادي الاتصالأ

 .الاتصال عديمموجه 

 : البيانات الموجهة باتصالاتها المختلفة(4 )الشكل
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بيان موجه وكل  ،الاتصالقوي  اً موجّه اً يكون بيان تام الاتصالمن الواضح أنَّ كل بيان موجه 

 اً بيانيكون  أحادي الاتصالوكل بيان موجه  أحادي الاتصال اً موجه اً بيان يكون  قوي الاتصال

ضعيف  اً موجّه اً يكون بيان قوي الاتصالوكل بيان موجّه شبه  ،قوي الاتصالشبه  اً موجه

 .الحالة العامةفي تكون غير صحيحة  تصالات، لكن العلاقة العكسية من هذه الاالاتصال

 العمليات على البيانات الموجهة :  2-1-4

ويكون  .تتضمن عكس اتجاهات كل أوتار البيان الموجه المعطىو  :لبيان الموجهاعكس عملية 

 .𝒢*عاكس بالرمزرمز للبيان الموجه المُ يو  ذاتها، المعاكس مجموعة العقد الموجه للبيان وللبيان

 

 

 

) نكاإذا  , )V E𝒢  و( , )V E ՛ 𝒢 الاجتماع نعرففإننا  ،بيانين موجهين 𝒢∪𝒢 ՛ البيان  بأنه

Eالأوتار ومجموعة Vالعقد مجموعةالموجه الذي يملك  E : 

( , )V E E ՛ 𝒢∪𝒢 

1مجموعة العقد ب 𝒢∪𝒢 ՛بيانين موجهين عملية اجتماع  بيني (6)الشكل  2 3{ , ,, }v v v. 

 

 

)ليكن  :البيان الموجه الجزئي , )V E𝒢  بياناً ما، ولتكنU V    مجموعة جزئية منV 

)عندئذٍ نسمي البيان , )p pU E𝒢  ُحيثpE E    مجموعة الأوتار في البيان𝒢  التي كانت

 . U، بياناً جزئياً محدثاً باستخدام المجموعةUتصل بين عقد 

1v  

1v  

1v  

          

    

  

  

  
 : البيان الموجه ومعاكسهُ 5))الشكل 

    

  

      

      

𝒢 ՛ 𝒢  ՛ 𝒢𝒢 

 : عملية اتحاد بيانيين موجهيين(6) الشكل
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): ليكنالقوية المركبة , )V E𝒢 بياناً موجهاً، وليكن( , )p pV E𝒢  بياناً موجهاً جزئياً من𝒢 

)وأعظمياً )يحوي أكبر عدد من العقد(، عندئذٍ إذا كان , )p pV E𝒢  ُقوي الاتصال عندئذٍ ندعوه

 بالمركبة القوية .

1من الواضح أن  ملاحظة:

k

i iV V    وكذلك;i jV V i j  . 

 هي بيان موجه جزئي محدث أعظمي قوي الاتصال. المركبة القوية:

U تكون المجموعة المجموعة المغلقة: V   في البيان الموجه  مغلقة𝒢   إذا لم يكن

 من المجموعة vأي عقدة ممكناً الوصول من V E إلى أي عقدةu من المجموعةU. 

1)المركبة القوية نلاح, أن   1,V E)1𝒢  من البيان الموجّه𝒢  1تكون مغلقة إذا كانتV  مغلقة

 . 𝒢في 

البيان  (7)الشكل  لدينا في 𝒢 من البيان الموجه ةبيانات موجهة جزئية محدثثلاث  كمثال على

فهو   𝒢 2البيان الموجه أمّا ،2vإلى 3vة حيثُ لا يمكن الوصول منقوي ةمركب ليس 𝒢 1الموجه

 . ةمغلق ة ليستقوي ةمركب 3𝒢 البيان الموجهو  ،مغلقة ةقوي ةمركب

 

 

 

 

 

  

  

 

          

    

  

𝒢 

𝒢 𝒢 𝒢 

 𝒢: ثلاث بيانات موجهة جزئية مُحدثة من البيان الموجه (7)الشكل 
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  :(Dynamic Digraphs)  البيانات الموجهة الديناميكية2-1-5 

 باعتبار لدينا بمرور الزمن،ه تاتصالا الذي تتغيرالبيان الموجه  هو :البيان الموجه الديناميكي

ة رو عقدة  nتحتوي  Vالمجموع }محموعة الأوتا , }pE p S ث  ،مجموعة من الأدلة Sحي

البيان الموجه الديناميكي  عندئذٍ 
( ) ( )( , )t tV E 𝒢  ثابتة على مجالات موجه مع دالة هو بيان

:متقطعة S   ل.حويتالتدعى إشارة 

يرمز بي
1 2([ , ])t t𝒢 جميعالذي أوتاره يمكن الحصول عليها من اتحاد و  موجه الموحدللبيان ال 

)الأوتار في  )t𝒢  1الفترة الزمنية خلال 2[ , ]t t ويعرف بالشكل: 

1 2

( )

[ , ]

( , )t

t t t

V E



=
1 2([ , ])t t𝒢   

)البيان الموجه الديناميكي )t𝒢  اً منتظم قوي الاتصاليكون شبه (UQSC)  0إذا وجدT  بحيث

])البيان الموجه الموحد tنه من أجل كلإ , ])t t T𝒢  (.قوي الاتصال) قوي الاتصاليكون شبه 

)باعتبار لدينا البيان الموجه الديناميكي :(1-2)مثال  )t𝒢  حويلحيث إشارة الت ( )tإشارة  هي

: ثابتة على مجالات متقطعةدورية  {1,2}p   2و (8)موضّحة في الشكل𝒢،1𝒢  بيانان

   البيان الموجه الموحد يكون  3T نه عندماإ ثباتإيمكن . (9)في الشكل موجهان موضّحان

2𝒢1𝒢([ , ])t t T 𝒢  وذلك من أجل كل ،قوي الاتصالشبهt  ،البيان الموجه  بالتالي

) الديناميكي )t𝒢   منتظم.  قوي الاتصالشبه 
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 : إشارة التحويل(8)الشكل 

 

 

 

 

 :(Undirected Graphs) غير الموجهة البيانات 2-1-6

)البيان غير الموجهيتكون  , )V E𝒢 ة تدعى من العناصر  Vمن مجموعة محدودة غير خالي

  من الأزواج غير المرتبة من العقد تدعى جسور. Eالعقد ومجموعة محدودة

ثنائي الاتجاه بتبديل كل جسر كالبيان الموجه   𝒢يمكن ببساطة التعامل مع البيان غير الموجه 

( , )u v من 𝒢  بزوج الأوتار( , )u v،( , )v u. 

  نتعامل مع البيانات الموجهة ثنائية الاتجاه بدلًا من البيانات غير الموجهة.س هذه الرسالة، ضمن

 

 

 

            

𝒢 𝒢 

 موجهيينالبيانيين ال: (9)الشكل 

            

 : بيان غير موجه وبيان موجه ثنائي الاتجاه(10)الشكل 

1 

1 

2 

3 4 6 
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 :في البيانات الموجهة ساسيةئج ومبرهنات أنتا 2-1-7

  :(1-2)مبرهنة 

)البيان الموجه  في , )V E𝒢  متكافئة: العبارات التالية 

-(a  البيان الموجه𝒢  شبه قوي الاتصال . 

(b-  البيان الموجه 𝒢 يملك عقدة مركزية. 

-(c البيان الموجه المعاكس*𝒢 عقدة يمكن الوصول إليها من أي مكان. يملك 

d)-البيان الموجه المعاكس*𝒢 [1].على الأقل ةواحد ةقوي ةمغلق ةمركب يملك 

  :(1-2)التمهيدية 

𝒢موجه بيان أي  ( , )V E  إذا كانت  بالإضافة لذلكعلى الأقل،  ةواحد ةمغلق ةقوي ةمركبيملك

Uالخالية المجموعة غير V  مغلقة في𝒢،  ٍعندئذ𝒢 اً مغلق اً قوي مركبة يملك( , )c c cV E𝒢 

cVيحقق أن U . 

 : الإثبات

 ابعة.تنبرهن الجزء الأول من خلال خوارزمية مت

مجموعة من العقد التي من  تمثل 1Vلتكنو ، Vمجموعة العقد من 1vولتكن  ،اختياريةعقدة  نأخذ

1Vو ،1vالعقدة  خلالها نصل إلى   1يمكن الوصول إليها من  مجموعة العقد التيتمثلv. لاح, ن

1Vو  1Vأن كل عقدة يمكن الوصول إليها من نفسها، لذلك كل من   1العنصر تحتوي علىv.  

1 بفرض أن 1V V  ٍ1البيان الموجه الجزئي المُحدث عندئذ𝒢 1المجموعة اطةبوسV  مركب هو 

1نلاح, أن كل من العقدتين  .𝒢قوي مغلق من  1,u v V V    ًيمكن الوصول إليهما تبادليا
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1uبحيث v v   1وv v u   1الجزئي المُحدثلذلك البيان الموجه𝒢  المجموعة ساطةبو 

1V  قوي الاتصال. 

ن من جهة أخرو من أجل العقدتي
1v V  و

1;v u u V V    لأنهُ فيما عدا ذلك

1v v u  1وu V   1بالتاليV   مغلقة والبيان الموجه الجزئي المُحدث  مجموعة تكون

المجموعة وساطةب
1 { }V u  ن، بحيث إلا يكون قوي الاتصالu  لا يمكن الوصول إليها من أي

1Vعقدة أخرو في  ،1البيان الموجه يكون  لذلك𝒢  اتصال  ذا اً أعظمي اً محدث اً جزئي اً موجه اً بيان

 . اً مغلق اً قوي مركبةيكون   1𝒢 البيان الموجه بالتالي، قوي

في   2vولتكن  ،نختار أي عقدةف)نقض الفرض(،  اً صحيح لم يكن الشرط أعلاه أما إذ
1V V  

2V، ولتكن  2vتمثل المجموعة من العقد التي من خلالها نصل إلى  2Vولتكن    تمثل

 .2vمجموعة العقد التي يمكن الوصول إليها من 

2Vبالتالي     يجب أن تكون مجموعة جزئية من
1V V  1العقدة  تلكلأنهُ فيما عداv   يمكن

2وبفرض أن .2vالوصول إليها من  2V V . 

2V المجموعة ساطةبو إن البيان الموجه الجزئي المُحدث ف إذا تحقق ذلك،   اً قوي مركبةيكون 

جراء مرة نكرر هذا الإ ،إذا لم يتحقق الشرط .بنفس البرهان السابق 𝒢 البيان الموجه من اً مغلق

kVمن العقد، و  اً محدود اً عدديملك  𝒢البيان الموجه أخرو حتى يتحقق الشرط،    تصبح أصغر

 :في كل خطوة بملاحظة أن

1 1...k kV V V V 
     
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mVواقعفي الو     فقط  اً واحد اً ملك عنصر تmv  في الخطوةm قبل  يكن الشرط محققاً لم  إذ

}  بالتالي mالخطوة }m m mV v V  أن ملاحظة، بmv  تكون عنصراً أيضاً منmV   نكون قد 

 . 𝒢في البيان الموجه ةمغلق ةقوي ةمركبحصلنا على 

U خالية الغير إذا كانت مجموعة العقد  Vمغلقة في .𝒢 وبفرض أن ( , )u uU e𝒢  يمثل

بالفرض الأول نحن نعلم أن البيان الموجه  .Uالمجموعة ساطةبو البيان الموجه الجزئي المُحدث 

u𝒢 نعلى الأقل ل اً واحد اً قوي اً مغلق مركبة يملك )يك , )c c cV E𝒢، من الواضح أن

cV Uسنثبت أن البيان الموجه.c𝒢  البيان الموجه من  اً مغلق اً قوي مركبةكون أيضاً ي𝒢.  من

مجموعة العقد أيضاً و  𝒢من  اً مُحدث اً جزئي اً موجه اً كون أيضاً بياني  c𝒢 البيان الموجه أنالواضح 

cV   تكون مغلقة في𝒢 ،البيان الموجه وكذلك c𝒢 ذا اً أعظمي اً مُحدث اً جزئي اً موجه اً بيان ون يك 

 مركبةيكون  c𝒢البيان الموجهبالتالي  𝒢 مغلقة في cVمجموعة العقد  نلاح, أنو  ،قوياتصال 

  .𝒢 البيان الموجه من اً مغلق اً قوي

 لنأخذ البيان الموضح بالشكل المجاور : (1-2)للمبرهنة مثال توضيحي

 

 

i,من الواضح أنهُ من أجل أي عقدتين  jv v غير متجاورتين فإنهُ توجد عقدة مركزيةkv  يمكن

i,من خلالها الوصول إلى العقدتين jv v.بالتالي فإن البيان المعطى هو بيان شبه قوي الأتصال ، 

2البيان المعطى شبه قوي الاتصال، البيان يملك  3 4, ,v v v  عقد مركزية، البيان يملك مركبة قوية

1مغلقة  2 3 4{ , , }V v v v  1هي 1 1( , )V E𝒢  البيان الموجه المعاكس يكون موضحاً بالشكل ،

 الأتي:
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2من الواضح أن العقد  3 4, ,v v v  يمكن الوصول إليها من كل مكان، بمعنى آخر كل عقدة

مركزية في البيان الموجه تصبح عقدة يمكن الوصول إليها من كل مكان في البيان الموجه 

 المعاكس.

  نظرية البيان:و   المصفوفات غير السالبة 2-2

أكبر أو تساوي  )عناصرها( مدخلاتها جميعنها غير سالبة إذا كانت إ مصفوفة مانقول عن 

   .الصفر

)نستخدم الصيغة  ملاحظة: )( )K k

ijE e ة ا Eلجداء المصفوف نستخدم وكما  .مرة kبنفسه

)الصيغة )E لمصفوفةلنصف القطر الطيفي ل E  للقيم الذاتية ليلمصفوفة أعظم طويلةوهو 

E.  إنأي( ) max{ }iE  ; i قيم ذاتية للمصفوفةE. 

 :، البيان الموجهالجوار ة، مصفوفالمصفوفة غير السالبة  2-2-1

)البيان الموجه تعريف: )E𝒢  السالبة بالمصفوفة غير المقترنE المرتبة منn من كون يتn عقدة

1,..., nv v  من  مؤديةتوجد أوتار حيثiv  إلىjv 0  إذا وفقط إذا كانije . 

 وتملك Eالمصفوفة تملك مرتبة  Eلدينا أي مصفوفة غير سالبة  تمن الواضح أنه إذا كان

ةمواضنفس ومدخلات صفرية في  موجبةمدخلات  ة، عندئذٍ Eع المصفوف  Eيكون للمصفوف

 .ذاتهالبيان الموجه المقترن  Eلمصفوفةلو 

)نرمز لها بالرمز :مصفوفة الجوار ) nxn

ijE e   مدخلاتها معرفة  كون تالمصفوفة التي  هيو

1ije بالشكل   من  أوتار مؤدية توجد إذاiv   إلىjv   في𝒢  0 يكون  بخلاف ذلكوije . 
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ةنحصل عليها من  Eالسالبةالمقابلة للمصفوفة غير  Eمصفوفة الجوار بالتاليو   Eالمصفوف

 واحد.  بالعدد الموجبة تبديل كل المدخلاتب

مجموع المدخلات  لا تكون متناظرة بالضرورة، كما أن مصفوفة الجوار للبيان الموجه ونلاح, أن

 jمجموع المدخلات في العمودو  ،ivساوي درجة الخارج للعقدة ي Eللمصفوفة   iفي الصف

 . ivساوي درجة الداخل للعقدة  ي Eليلمصفوفة 

 :التالية لدينا المصفوفةلتكن : (2-2)مثال  -

     
0 5 0 0

2 0 0 6

0 3 0 0

1.5 0 0.5 0

E

 
 
 
 
 
 

                     (2.1) 

 .(11)تكون موضّحة في الشكل  البيان الموجه المقترن ومصفوفة الجوار لهُ  عندئذٍ 

 

 

 

الذاتية معرفة توزيع القيم لالتي تكون مفيدة و  ،جيرشغورينأقراص  مبرهنةنقدم  فيما يلي

 .. ضمن المستوي العقديللمصفوفات غير السالبة

نستطيع حصر القيم الذاتية للمصفوفات غير السالبة من خلال أقراص دائرية تدعى أقراص 

 جيرشغورين 

  

  

    

  

: البيان الموجه المقترن ومصفوفة الجوار.(11)الشكل 



34 
 

: لتكن أقراص جيرشغورين 
ijeE   مصفوفة مربعة من المرتبةn  وغير سالبة، عندئذٍ نسمي

الأقراص التي مركزها النقاط الموافقة لقيم عناصر القطر الرئيسي وأنصاف أقطارها
1

n

i ij

j
j i

R e



 

 بأقراص جيرشغورين.

)يكون قرص جيرشغورين الموافق مركزه النقطة iieفمثلًا من أجل العنصر ,0)iie  ُونصف قطره

1

n

i ij

j
j i

R e



 أي مجموع العناصر مأخوذة بالقيمة المطلقة الواقعة في السطرi ما عداiie .  

  :(2-2)مبرهنة 

  [2].جيرشغورين تكون محصورة ضمن أقراص Eالقيم الذاتية ليلمصفوفة جميع

تكون مرسومة بالشكل  جيرشغورين أقراص، (2.1)في  Eمن أجل المصفوفة على سبيل المثال

اتحاد هذه الأقراص  ضمن القيم الذاتية تكون موجودة، (12)

16

1 2 3 40.1 , 4.64 2.32 2.49 1.01902059337065 10i           

 

 : أقراص جيرشغورين(12)الشكل 

 :(Irreducible Matrices) لاختزقابلة للاالغير المصفوفات   2-2-2

نذكر متى تكون  ومن ثم ،فوفة المشابهة لمصفوفةف مصفوفة التبديل والمصذه الفقرة نعر هفي 

 .قابلة للاختزالغير  المصفوفة
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وباقي  1بقيمة  اً واحد اً هي مصفوفة نظامية وتحتوي في كل صف على عنصر  مصفوفة التبديل:

 .العناصر في ذلك الصف أو العمود هي أصفار

 ،بخواص متعددة المعطاة هي مصفوفة تشترك مع المصفوفة :لمصفوفة المصفوفة المشابهة

 نقول إنَّ  حيث ،المتجه الذاتي يكون مختلفاً  أنَّ  إلاَّ  ،والقيم الذاتية ،والأثر ،والمحدد ،كالرتبة

ة Eللمصفوفة  مصفوفة مشابهة هي Eالمصفوف
: يكون بحيث  P تبديل مصفوفة تإذا وُجد ~

TPEP E.  

في حال  قابلة للاختزالأنها  n المرتبة من Eالمصفوفة عن نقول :قابلة للاختزالالمصفوفات ال

 ليلمصفوفة: مشابهة Eبشرط أن تكون المصفوفة  1n أو في حال كان 1n كان

      0B
E

C D

 
  
 

                  (2.2 ) 

ث B,حي D  ة خلاف ذلك تكون بو  ،صفريةمصفوفات مربعة غير غير قابلة  Eالمصفوف

 .للاختزال

نحصل على مصفوفة جديدة Eعند التبديل بين أسطر المصفوفة غير السالبة
1E  يكون لها

)1البيان الموجه المقترن  )E𝒢 والذي نحصل عليه من البيان الموجه( )E𝒢 .ُبإعادة ترقيم عقده 

 كالتالي:  P التبديل ومصفوفة Eتُعطى المصفوفة غير السالبة  ل المثالبيعلى س

0 2 1 0 1 0

2 0 0 . 0 0 1

0 3 0 1 0 0

E P

   
   

    
   
   

  

 : عندئذٍ 



36 
 

0 0 2

3 0 0

2 1 0

TE PEP

 
 

   
 
 

 

)البيانات الموجهة المقترنة )E𝒢 ،( )E𝒢  ملاحظةنستطيع حيثُ  (13)تكون مُعطاة في الشكل 

 إعادة ترقيم العقد. نه يمكن أن نحصل عليها تبادلياً من خلال أ

 

 

 

 

 :  (3-2)مبرهنة 

ة البيان  إذا وفقط إذا كان غير قابلة للاختزالتكون  n المرتبةمن  Eالمصفوفة غير السالب

) الموجه )E𝒢 [3] قوي الاتصال. 

 : (3-2)مثال 

 : ناالمصفوفت بفرض لدينا

2

0 2 0 0

1 0 3 0

0 0 0 4

0 0 5 0

E

 
 
 
 
 
 

                   
1

0 2 0 0

0 0 3 0

0 0 0 4

5 0 0 0

E

 
 
 
 
 
 

 

)1 البيانات الموجهة المقترنةن إ )E𝒢،2( )E𝒢  البيان  إن ونلاح, (14)تكون مُعطاة بالشكل

)1الموجه  )E𝒢 1 المصفوفة لذلك قوي الاتصالE  البيان الموجهأما  ،قابلة للاختزالغير تكون

2( )E𝒢 2لذلك المصفوفة قوي الاتصال  يكون لاE  قابلة للاختزالتكون . 

 : كما إنهُ وباختيار مصفوفة التبديل 

 : البيانات الموجهة المقترنة بالمصفوفات غير السالبة13))الشكل 



37 
 

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

p

 
 
 
 
 
 

 

 هي: 2Eفإن المصففوفة المشابهة للمصفوفة 

 2E  =
2

0 4 0 0

5 0 0 0

0 0 0 2

3 0 1 0

T

PE P

 
 
 
 
 
 

  

 

 

 

 

 

 

ة 2Eإن المصفوفة  لي التو  2Eتشابه المصفوف 2كون من الشك

0

0

B
E

C

 
  
 

إذاً بحسب  

 .قابلة للإختزال 2Eالتعريف تكون المصفوفة

 : (4-2)مبرهنة 

 إن مصفوفة غير سالبة، Eتكنل  0k

ije البيان الموجه إذا وفقط إذا كان( )E𝒢  يملك ممر من

 .k [4] من مضاعفات العدد طولهُ  jvإلى العقدة ivالعقدة

  

  

  

  
 𝒢 

  
  

    
 𝒢 

 البيانات الموجهة المقترنة )المصفوفات القابة اللأختزال، غير قابلة للأختزال( :14))الشكل 
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 : (Primitive Matrices) الأولية اتالمصفوف  2-2-3

تكون  بحيث k إذا وُجد عدد صحيح موجبية أول مصفوفة Eةالمصفوفة غير السالبتدعى 

0kE المصفوفة  . 

  .لكن العكس غير صحيح في الحالة العامة ،لة للاختزالالمصفوفة الأولية غير قابنلاح, أن 

 : (2-2)تمهيدية 

1كن يل 2, 1m m  إذا كان عددان صحيحان ،  1, 21 mmGCD،  ٍيوجد عدد صحيح  عندئذ

0k بحيث إنه من أجل أي عدد صحيح kk  ن غير سالبين يوجد عددا,   بحيث

 : يكون 

21 mmk   

 : الإثبات

بما أن   1, 21 mmGCD 12يكتب على شكل تركيب خطي لي 1  فإن ,mm: 

(2.3 )                               
1 1 1 21 m m   

1حيث  1,  بنغير سالب دينعد. 

2 نإفرض ب

21mk   ٍ0 يكون  عندئذk،  من أجل كلو kk  :يكون لدينا 

(2.4 )                        2

1 2 2.k m i m j                   

,20 نإبحيث  j , i نالصحيحي ينمن أجل العدد 0i j m  . (2.4) في (2.3) تعويضب 

 نحصل على: 

 

    

2

1 2 2 1 1 1 2

1 1 1 2 2

.

. .

k m i m j m m

j m m j i m

  

 

   

   
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1 وبفرض أن j  و 1 2m j i    ، من الواضح أن غير  صحيحة أعداد ,

2mjبملاحظة أن و  ،سالبة  المطلوب يتم . 

 :(3-2)تمهيدية 

و 𝒢البيان الموجه  مثل دوري dكن يل
id العقدة مثل دوريiv البيان الموجه في 𝒢  نإبحيث

1,...,i n إذا كان البيان الموجه ،𝒢  يكون عندئذٍ ف قوي الاتصال 
ndddd  ......21

. 

 : الإثبات

 لتكن pmmS ,.....,1 مجموعة جميع أطوال الدورات في  تمثل𝒢  من الواضح أنها مجموعة .

  .Sلمجموعةعناصر الالقاسم المشترك الأكبر  يمثل dو منتهية

القاسم المشترك الأكبر  idليكن و   ivإلى ivأطوال الممرات من  جميع مجموعة تمثلiS لتكن 

بعدد من الدورات.  اً ما دورة أو مولديكون إ  ivإلى  ivأي ممر من ، إنiSلمجموعة عناصر الي

 (.15كما هو موضح في الشكل )

 

 والذي يكون إما دورة أو مولد بعدد من الدورات ivإلى     ivالممر من  :(15 )لشكلا

pjحيث  jm اً ليخطي اً تركيب )iS منعنصر ر )كل مم كل طول يكون  بالتاليو  ,....,1 

مفهو ي بالتاليو  ،بمعاملات صحيحة غير سالبة ي dقس حيث  jmالقاسم المشترك الأكبر ل

pj ,....,1  هذا يقتضي أنid  تقسمd . 
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أي دورة في البيان الموجه طولها  من جهة أخرو، باعتبار
jm، كانت تمر من هذه الدورة إذاف 

لتكن ،عقدة أخرو عبر  إنها تمرف ،إذا لم يكن كذلكأما  jmتقسم  1d  عندئذٍ  1vخلال العقدة 

2v،  1من خلال تمر دورةلا بد من وجود ف ،قوي الاتصالبما أن البيان الموجهv 2وv  ولنفرض

الدورة هو  طول هذهأن 
km  1فإنومن ثمd  يقسم

km . 

jkطوله  اً نلاح, أن هاتين الدورتين تولدان ممر  mm  ن ى 1vم قسم ي 1d فإن ومنه 1vإل

jk mm   ً1 وأيضاd  يقسم
km،  1بالتاليوd عنصر أي يقسم

jm منS  1هذا يعني أنd  يقسم

d ،1 وكذلكd d هُ إذا كان البيان الموجه ثبات أنستطيع إن ذاتها طريقةالب𝒢  فإنقوي الاتصال 

idd   لكلni ,...,2,1.  

 : (4-2)تمهيدية 

)البيان الموجه إذا كان n المرتبةمصفوفة غير سالبة من  Eلتكن )E𝒢  قوي الاتصال ودوري

 يكون  عندئذٍ  d دورهُ  
0

k

iie  وذلك أياً كانk لعددليس من مضاعفات اd  وni ,....2,1 .

)حيثُ إن k

iie هي عناصر القطر الرئيسي في المصفوفةkE ) 

 : الإثبات

)البيان الموجه تمثل دورات العقد في idكن لت )E𝒢 بحيث إن قوي الاتصال ni ,....2,1  ،

ndddيكون  (3-2)ومنه بحسب التمهيدية   ...1 . 

)البيان الموجه بما أن )E𝒢 من أجل أي عقدة  نهفإ ،قوي الاتصالiv البيان الموجه في( )E𝒢 

طوله  ivإلى ivولا يوجد ممر من ،dمن مضاعفات العدديكون  ivإلى ivطول أي ممر من

k  لعددات امضاعفليس منd، أن: نجد  (4-2)المبرهنة  بحسب بالتالي 
0

k

iie   من أجل

ni ,....2,1، وk من مضاعفات العدد ليس .d 
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 : (5-2)مبرهنة 

 البيان الموجه المقترن  تكون أولية إذا وفقط إذا كان nمن المرتبة  Eالمصفوفة غير السالبة

E بالمصفوفة   . قوي الاتصال وغير دوري  

 : الإثبات

) البيان الموجه إذا كانلزوم الشرط:  )E𝒢 التمهيدية  بحسب عندئذٍ ف ،وغير دوري  قوي الاتصال

 .1ساوي في البيان الموجه ي  ivكل عقدةدور و   𝒢 دور البيان الموجه (2-3)

نو  ،عقدة ما ivلتكن  1لتك 2,i im m  ن أطوال ممرينتمثل 1ن بحيث إ ،ivإلى ivم 2

i im m 

نه من أجل أيإبحيث  iKكافٍ  بقدرٍ  كبيرصحيح موجب يوجد عدد  (2-2) التمهيدية بحسب

ik k  كون يk 1لي  اً خطياً تركيب

im 2و

im  ، ممر طوله وجودهذا يعني وk منiv إلىiv . 

من أجل أي بالتالي، ijLطوله jvإلى ivنه يوجد مسار منبحيث إ ،تمثل عقدة أخرو  jvلتكن

:ij i ijk q k L    ممر طوله  يوجدk من iv إلىjv، أن (4-2)يتحقق من المبرهنة  بالتالي 

( ) 0k

ije  لكلijk q. 

}maxكنلت  : , 1,..., }ijq q i j n  ٍعندئذ( ) 0k

ije  لكل, 1,...,i j n وk q تعريف  وبحسب

 أولية.   Eنجد أن المصفوفة المصفوفة الأولية

ه فرض أنبأي  ،سنبرهن بطريقة نقض الفرضكفاية الشرط:  )البيان الموج )E𝒢  قوي ليس

 .دوري و  قوي الاتصالأو أنه  الاتصال

)بفرض إن البيان الموجه ،من أجل الحالة الأولى )E𝒢  يوجد زوج من عندئذٍ  ،قوي الاتصالليس

د ن jvنبحيث إ iv،jvالعق  يكون و (4-2)  تمهيديةال بحسب ،ivلا يمكن الوصول إليها م
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( ) 0k

ije  0لكلk  ، لا يوجد عدد طبيعي بالتاليوk  تكون المصفوفة بحيثkE  موجبة وE 

 أولية، وهذا يناقض الفرض. مصفوفة ليست

) بفرض إن البيان الموجه ،من أجل الحالة الثانيةأما  )E𝒢 فرض أنوب .اً و دوري قوي الاتصال 

1dحيث dدورهُ  ،  ٍنإنجد  (4-2)التمهيدية  حسبب عندئذ( ) 0k

iie

  أي عدد أجل وذلك من

kصحيح موجب   من مضاعفات العددليسd،  لا يوجد عدد طبيعي بالتاليوk  ُتكون بحيث 

 تكون  عندئذٍ موجبة  kE*نإبحيث  k*طبيعيالعدد ال وجدفإنه إذا وإلا  ،موجبة kE المصفوفة

kE موجبة لكل*k k ن مما يناقض )أ ) 0k

iie

 بجل لأ kأي عدد صحيح موج   من ليس

 ، وهذا تناقض.أولية مصفوفة غيرتكون  E المصفوفة وبالتالي ،d مضاعفات العدد

 :(4-2)مثال 

 كن:لت   

1 2 3

0 2 0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 1 0 0 1

0 3 0 1 0 0 1 1 0

E E E

     
     

       
     
     

 

)𝒢البيانات الموجهة المقترنة إن 
1E ), 𝒢( 2E ), 𝒢( 3E  كالتالي: (16)تكون معطاة بالشكل  (

 

 البيانات الموجهة المقترنة بالمصفوفات غير السالبة :(16)الشكل 

)البيان الموجه 1E ) 𝒢 1 المصفوفة  تكون  لذلك ،ليس قوي الاتصالE وبالتالي ،قابلة للأختزال 

)2البيان الموجه أما  أولية،مصفوفة فهي ليست  )E𝒢 ودورهُ يساوي ولكنه دوري  ،قوي الاتصال 
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من أجل أي عدد  حيث نلاح, أنه ،وغير أولية غير قابلة للاختزال 2Eالمصفوفة تكون  ، لذلك3

 : kصحيح موجب

3 2 3 1 3

2 2 2

0 1 0 0 0 1 1 0 0

0 0 1 1 0 0 0 1 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1

k K KE E E 

     
     

       
     
     

 

أما  .موجبة kبالأ  2Eقوو المصفوفة  تكون حيث ب kلا يوجد عدد صحيح موجببالتالي 

)3المقترن  البيان الموجه )E𝒢 وغير دوري  قوي الاتصال( . . {2,3} 1)d g c d   تكون لذلك

 .أولية مصفوفة 3Eالمصفوفة 

5k تكون  عندماونلاح, أنهُ    فإن : 

3

1 1 1

1 2 1

1 2 2

kE

 
 

  
 
 

 

 تكون موجبة. 

  [3]:(6-2)مبرهنة 

  :نمحققا ينالآتي شرطينالإن  ة غير سالبة وغير قابلة للاختزال،مصفوف Eلتكن

-(a ( )E وأي قيمة ذاتية ليلمصفوفة  ،قيمة ذاتية بسيطةE  تكون بسيطة أيضاً.  الطويلةبنفس 

-(b  المصفوفةE اً ذاتي اً متجه تملكx  يقابل القيمة الذاتية( )E تإذا كان، وE مصفوفة 

)أقل من  ةليطو  تملك Eمن القيم الذاتية الأخرو  عندئذٍ جميعفأولية،  )E] 

 : (Stochastic Matrices) المصفوفات الاحتمالية  2-2-4

تكون المصفوفة احتمالية إذا كانت جميع مدخلاتها غير سالبة ومجموع مدخلات كل صف من 

 صفوفها يساوي الواحد.



44 
 

 المصفوفات الاحتمالية:  بعض خواصنقدم 

) عندئذٍ فاحتمالية،  Eإذا كانت المصفوفة  - ) 1E  . 

ة - ةمتجه ذاتي الواحد احتمالية إذا وفقط إذا كان  Eالمصفوفة غير السالب  Eللمصفوف

1يقابل القيمة الذاتية   . 

ن إذا كانت المصفوفتا -
1 2,E E ءف ،احتماليتين 1عندئذٍ الجدا 2E E  يكون أيضاً مصفوفة

 احتمالية. 

  :(7-2)مبرهنة 

)البيان الموجه إذا كان nالمرتبةمصفوفة غير سالبة من  Eلتكن )E𝒢 يملكk قوية  ةمركب

 لمصفوفةمشابهة ل Eالمصفوفة تكون  عندئذٍ ف، مغلقة

(2.5 )                            
1

1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

k

k

E

E
E

B B E

 
 
 
 
 
 

              

ث ةمن  مربعة مصفوفات iEحي المرتب
ir 0,1و,...,i k و

ir  تكون أعداد صحيحة مناسبة

ق 00تحق r n  0و ( 1,..., )ir n i k   ، تو  عندئذٍ ف احتمالية،مصفوفة  Eإذا كان

( ) 1iE   1اتبسيطة ليلمصفوف ةذاتي قيم تكون,..., ; ii k E 0و( ) 1E 0عندما 0r  . 

 : الإثبات

)البيان الموجه بفرض إن )E𝒢  يملكk نرمز لها بيالرمز:، مغلقة قوية ةمركب 

                                    ( , )k k kV E𝒢1 1 1( , ),...,V E𝒢 

  Eللحصول على المصفوفة  Eللمصفوفةنعيد ترقيم العقد وإعادة تبديل الصفوف والأعمدة  

2 ( 1) 1 2 1{1,..., }, { 1,..., },..., { ... 1,..., ... }k k k k k k kV r V r r r V r r r r         
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.  iVمنخارجة  أنه لا توجد أوتار مما يعني ،بالفرض ةكون مغلقت i𝒢ةقوي ةمركبنلاح, أن أي 

لذلك من أجل أي 
il V  وأي

ij V الدليلين اتذ تالمدخلا ( , )l j المصفوفة منE  تكون

 .(5-2)مشابهة للمصفوفة تكون  Eالمصفوفة هذا يعني أن ،أصفار

 في حال كان
1 ... kV V V فإن 

0 0r  فإن وإلا  
0 1 ... 0kr n r r    .  

ة إذا كانت بالإضافة إلى ذلك ةعندئذٍ من أجل أي ، احتمالية Eالمصفوف حيث  iEمصفوف

1,...,i k تكون احتمالية أيضاً و( ) 1iE  . 

 iEالمصفوفاتتكون  (3-2)المبرهنة  بحسب عندئذٍ ف ،قوي الاتصال i𝒢البيان الموجه بما أن

)نجد إن  (6-2) بحسب المبرهنةو غير قابلة للاختزال،  ) 1iE  اتلمصفوفذاتية بسيطة لي قيم

iE  1من أجل,...,i k . 

0أخيراً عندما  0r   

0أن  ملاحظةب 1 ... kV V V V    0أن  فرضتكون غير خالية، نV مغلقة في  ليست( )E𝒢 

)يكون  (1-2)التمهيدية حسب وإلا ب )E𝒢 ر اً قوي اً مغلق مركبة يملك )آخ , )c c cV E𝒢 يحقق

0cV V الذي يناقض أن( )E𝒢 لديهk من   وجد أوتار مؤديةت بالتالي ،ةقوي ةمغلق مركبات

01بعض العقد 0v V 1لبعض العقدi iv V  لك نبيّن أنه . بعد ذ 1 طوله اً الذي يكون بالواقع ممر و

ijبعض العقد إلى 01vمن mيوجد ممر طوله mمن أجل أي عدد صحيح iv V. كانت  إذا

.عقدة واحدة فقطتملك iV المجموعة 1iv  ن ملاحظةبو احتمالية يتحقق أن مصفوفة iEأ

( ) 1iE  1وجود حلقة من الذي يقتضيiv 1إلىiv  ه يوجدبالتالي إلى01v من mممر طول

1iv. 
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إلى بعض العقد الأخرو  1ivعندئذٍ هناك ممر منف، أكثر من عقدة واحدةتملك  iVوإلا إذا كانت

ij iv V يكون البيان الموجه بحيثi𝒢 1من أجل أي عدد صحيح  بالتالي ،قوي الاتصالm  

إلى بعض العقد  01vمن mطولهُ يوجد ممر 
ij iv V  لتكن: مرة أخرو

01 0 01{ }V V v   كانت إذا

01V  تكون أيضاً غير مغلقة في  عندئذٍ غير خالية( E )𝒢  0تكون  ذاتهمن أجل السببV ليست 

02. لذلك هناك أوتار مؤدية من بعض العقد مغلقة 01v V  لبعض العقد في
011 ... { }kV V v ،

نه من ذاتهُ إويتحقق بالبرهان السابق  01vلا يمكن الوصول إليها من  iVنذكر أن بعض العقد في

2mأجل أي عدد صحيح   ه يوجد لبعض العقد  02vمن  mممر طول
ij iv V ن  0Vنلاح, أ

nلديها  k نه من أجل أي عدد إيؤدي تكرار هذا البرهان بشكل دائم إلى  ،عقدة على الأقل

)صحيح  )m n k  يوجد ممر طولهm  0عقدة في  أيمنV  1في لبعض العقد ... kV V. 

 : سوف تكون من الشكل mEنلاح, أن 

( )

0

0m

m

m m

E
E

B E

 
  
 

 

}1حيث  ,..., }kE diag E E  من أجل أي  (4-2)من خلال المبرهنة  بالتاليو( )m n k  

) لمصفوفةمن صفوف اصف  هناك إدخال واحد على الأقل في كل )mB  بالتالي  .اً يكون موجب

 احتمالية.  mEتكون المصفوفة خواص المصفوفات الاحتمالية  خلال من

0صف من أي مجموع  هذا يعني أن

mE  0وأيضاً  ،1أقل من يكون( ) 1E   وذلك بحسب

 .جيرشغورينمبرهنة أقراص  (2-2)المبرهنة 
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 : (5-2)مثال 

 :لدينا المصفوفة التالية لتكن

0 0 1 0

0 0 0.3 0.7

1 0 0 0

0 0 0 1

E

 
 
 
 
 
 

 

)البيان الموجه المقترن  عندئذٍ  )E𝒢 بالشكل اً يكون موضّح (a) (17) . 

 

 البيان الموجه المقترن يملك مركبيين قويين مغلقين والذي تدور حولهما الخطوط المنقطة :17))الشكل 

نلاح, . (2-17) (b) من خلال إعادة ترقيم العقد على النحو المناسب كما هو مبيّن في الشكل

سوف تملك و  ،بعملية التبديل Eالمصفوفة نحصل عليها من شابهةغير السالبة الم المصفوفةن أ

 الشكل:

2

1

2 1 0

0 1 0 0
0 0

1 0 0 0
0 0

0 0 1 0

0 0.3 0.7 0

T

E

E PEP E

B B E

 
   
        
 

  
 

حيثُ  

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

P

 
 
 
 
 
 

  

 ضح أن: من الوا

                                    0 2 1( ) 0 1 ( ) 1, ( ) 1E E E      
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 [5] (Stochastic, indecomposable, aperiodic Matrices)ات سيامصفوف2-2-5 

سيا إذا حققت إنها مصفوفة احتمالية وغير قابلة مصفوفة  E نسمي المصفوفة غير السالبة

  للتحليل وغير دورية.

limغير السالبة أن النهاية Eالمصفوفة حققتإذا  K

k
Q E


  المصفوفة  عندئذٍ تكون  ،موجودة

E  ،المصفوفة في صفوفالجميع تكون  ومصفوفة سياQ  .متماثلة 

 . سيا الوصف البياني لمصفوفات تاليةالمبرهنة التبين 

 : (8-2)مبرهنة 

)البيان الموجه إذا وفقط إذا كان سياتكون مصفوفة  Eالمصفوفة الاحتمالية  )E𝒢 يملك عقدة 

  .ا من أي مكانيمكن الوصول إليه غير دورية

  : الإثبات

)البيان الموجهإذا كان لزوم الشرط:  )E𝒢 عندئذٍ  ،يملك عقدة يمكن الوصول إليها من أي مكان

𝒢كن تول ،فقط ةواحد ةمغلق ةقوي مركبةفهو يملك  ،(1-2)المبرهنة  بحسب
1 1 1( , )V E . 

بحيثنعيد ترقيم العقد  
1 1 2{ , ,..., }rV v v v ، وجد مصفوفة أوليةبعبارة أخرو تP  يكون بحيث : 

1

1 0

0
T

E
E PEP

B E

 
   

 
 

0حيث   1,E E  المرتبةتكون مصفوفات من r r و( ) ( )n r n r   وفي حالة ، رتيبعلى الت

rعندما خاصة n 1يكون لديناE E. 

)1ن فإ ،احتمالية مصفوفة 1Eبما أن ) 1E .  العقدة التي يمكن الوصول إليها من أي بما أن و

بما كذلك و  ،غير دوري  1𝒢 البيان الموجه أن (3-2)مكان تكون غير دورية يتحقق من التمهيدية 
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)البيان الموجهيمكن الوصول إليها من أي مكان في التي  عقدةال أن )E𝒢  ًعقدة فيتكون أيضا 

المصفوفة (5-2) مبرهنةال عندئذٍ بحسب، قوي الاتصال 1𝒢البيان الموجهو  1𝒢 البيان الموجه
1E 

  .ةأوليمصفوفة هي  1𝒢البيان الموجهتقترن بالتي 

نجد إن ، ((6-2) مبرهنة)ال perron-frobenius مبرهنة وبحسب
1( ) 1E   قيمة ذاتية بسيطة

 لمصفوفةل
1E  أقل من ةليطو تملك القيم الذاتية الأخرو  جميعو 

1( ) 1E ، صيغة بالتالي 

 للمصفوفةجوردان 
1E :يكون كالتالي 

1

1 0

0
JFE

D

 
  
 

 

)حيث  ) 1D . ,1أن  نلاح

1 1JFE UE U  والعمود الأول منU  يكونr1  متجه  1بحيث

 لمصفوفةذاتي لي
1E  الرمزبي يرمز لهُ  1يقابل القيمة الذاتية  : 

( )rU U  1 

1Uوليكن الصف الأول لي    يمثلTx . 

)بما أن  ) 1D  إنف : 

(2.6 )              1 1

1 1

( 1) ( 1)

1 0
lim (lim ) .

0 0

k k T

JF r
k k

r r

E U E U U U x 

 
  

 
   

 
1 

rعندما  n 1 المصفوفة نإ سيا، يتحقق من تعريف مصفوفةE E وكذلك  سيا مصفوفة هي

 . Eالمصفوفةتكون 

rمن جهة أخرو ، عندما  n 0أن:  (7-2)ة مبرهنيتحقق من ال( ) 1E  يكون  ذلكول: 

(2.7 )                       0lim 0k

k
E


     
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  و

1

( )

1 0

0k

k

k k

E
E

B E

 
  
 

 

) ما مصفوفةمن أجل  )

1

kB اتتتعلق بالمصفوف التي 
1 0,E E و

1B  نلاح, أنkE  تكون

  ذلك:، لk من أجل كل مصفوفة احتمالية

 ( ) ( )

1 0 1 0 ( ) ( )

( )

. .
rk k K k

r n r n r

n r

B E B E  



 
   

 

1
1 1 1

1
 

 لدينا: من ثم و 

(2.8 )   ( )

1 ( ) 0 ( ) ( ) 0 ( ) ( )lim( . ) lim( . ) (lim ).k k k

r n r n r n r n r n r
k k k

B E E    
  

    1 1 1 1 1 1          

2 و  2kE نعبر عن 1kE بدلالةkE: 

2

2 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) 2

1 0 1 0 1 1 0 1 0

0 0 0
. (2.9)

k k k

k k k

k k k k k k k k k

E E E
E E E

B E B E B E E B E

    
      

    
 

(2.10 )     
2 1

2 1 2 1

2 ( ) ( ) 2 1

1 1 0 1 1 0 1 0

0
.

( )

k

k k

k k k k k k

E
E E E

B E E B E E B E







 
   

  
 

)وأن كل إدخال من  (2.7) العلاقة  نأخذ بعين الاعتبار )

1

kB  محدود من الأدنى بالصفر ومحدود

 ، لدينا:  من الأعلى بالواحد

(2.11)                           ( )

0 1lim 0k k

k
E B


                

 ومن جهة أخرو لدينا: 

   ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) 1

1 1 1 1 1 1 1

1 0
(2.12)

0

k k k k k k k k

JF r rk
B E B UE U B U U B B U D U

D

   
    
 

1 1

)نلاح, أن مدخلات  )

1

kB U   تكون أيضاً محدودة وlim 0k

k
D


 ، يكون  لذلكو : 
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(2.13)                                 ( )

1lim 0k k

k
B U D


    

 نحصل على:  (2.13)و  (2.8)بجمع 

   ( ) 1 1

1 1 1 1 ( ) ( )lim lim lim 0k k k K K T

r n r n r
k K k

B E B B U D U U x 

 
  

  1 1 1 

 : أنيتحقق  (2.11)بالاعتماد على 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 0 1 1 1 0 1 ( ) ( )lim( ) lim lim 0 (2.14)k k k k k k k k T T

n r n r
k k k

B E E B B E E B x x 
  

     1 1

 

 لدينا:  (2.14)و  (2.7)و  (2.6)وأيضاً من 

 
2

1
2

( ) ( ) 2
( )1 1 01 1 0

lim 0 0
lim 0

0lim( ) lim

k
T

rk Tk

nTk k k k kk
n r

k k

E x
E x

xB E E B E






 

   
         

1
1

1
 

2

1
2 1

2 ( ) ( ) 2 1

1 1 0 1 1 0 1 0

lim 0
lim

lim( ( )) lim

k

k k

k k k k k kk

k k

E
E

B E E B E E B E

 



 

 
 
  
 

 

2 ( ) ( )

1 1 0 1 1 0 1

0

(lim ) (lim( )) 0

T

r

k k k k k

k x

x

B E E B E E B
 

 
  
  
 

1 

1 0 ( )

0

1 1 0

T

r

T T

r n r

x

B x E x

 
    

1 

 
( )

0
0

0

T

r T

nT

n r

x
x

x

 
   
 

1
1

1
 

 بالتالي: 

 lim 0k T

n
k

E x


 1 

 ذلك: ول
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 lim 0k T T

n
k

E T x T


 1  

أن المصفوفة الاحتمالية  سيايتحقق من تعريف مصفوفة  عندئذٍ  ،متماثلة اً صفوفموجودة وتملك 

E  سيا مصفوفة تكون . 

) البيان الموجه أن جدلاً  فرض)كفاية الشرط(: لن )E𝒢  لا يملك عقدة يمكن الوصول إليها من

 .dولكنها دورية دورها  ،يملك عقدة يمكن الوصول إليها من أي مكان أو إنهُ  ،أي مكان

) عندما يكون البيان الموجهفي الحالة الأولى  )E𝒢  لا يملك عقدة يمكن الوصول إليها من أي

 تكون  بالتالي ،مغلقين قويين على الأقل نمركبي فهو يملك ،(1-2)المبرهنة بحسب عندئذٍ  ،مكان

 للمصفوفة: مصفوفة مشابهة  Eالمصفوفة

2

1

2 1 0

0 0

0 0

E

E E

B B E

 
 

  
 
 

 

، هذا يعني أن تكون أيضاً مصفوفة سيا Eالمصفوفة بالتالي ،سيامصفوفة  Eالمصفوفة بما إن

lim K

K
E


 تكون بالشكل:  kE المصفوفة لكننا نلاح, أن موجودة وتملك صفوف متماثلة، 

2

1

( ) ( )

2 1 0

0 0

0 0

k

k k

k k k

E

E E

B B E

 
 

  
 
 

 

ن limبحيث إ k

k
E


و  limتملك صفوف متماثلة،  k

k
E


 كون الذي يناقض تسعى إلى الصفر  

 احتمالية. مصفوفة  kEالمصفوفة

)البيان الموجه بفرض أن الثانيةفي الحالة  )E𝒢  يملك عقدة يمكن الوصول إليها من أي مكان

1d حيث d دورها العقدة دورية لكن هذه   ٍمركبةملك ي فهو ،(1-2)المبرهنة بحسب عندئذ 
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𝒢فقط وليكن اً واحد اً مغلق اً قوي مصفوفة تكون  Eالمصفوفة بالتالي ،dدوره اً الذي يكون دوريو  ،1

 : للمصفوفة مشابهة

1

1 0

0E
E

B E

 
  
 

 

)1𝒢1 حيث )E 𝒢، 1أن البيان الموجه بما( )E𝒢  دورهُ  دوريd  (4-2)التمهيدية فمن خلال  

1 لمصفوفةنعلم أن المدخلات القطرية لي

kE  من أجل كل أصفارتكونk ات مضاعف ليس من

lim بالتالي ،d العدد k

k
E


 سيامصفوفة  E المصفوفة أن ملاحظة، بتسعى لتساوي الصفر 

ن هذا يناقض  kE مصفوفةلياشكل وبملاحظة  يكون احتمالية وبالحالتين مصفوفة  kEكو

  الفرض الجدلي خاطئ.

 جميع المصفوفات الاحتمالية الأوولية هي مصفوفات سيا. ملاحظة:

 : (6-2) مثال

 لتكن المصفوفات الاحتمالية مُعطاة كالتالي: 

1 2

0 1 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0.4 0 0.6 0

0 0.3 0 0.7 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0

E E

   
   
    
   
   
   

 

3 4

0 0.5 0.5 0 0 0.9 0.1 0

0.2 0 0.8 0 0.5 0 0.5 0

0 1 0 0 0 0.4 0 0.6

0 0 1 0 0 0 1 0

E E

   
   
    
   
   
   

 

)1البيان الموجه نلاح, أن ، (18)البيانات الموجهة المقترنة تكون مُعطاة في الشكل  )E𝒢  لا

 . سيالا تكون مصفوفة 1Eالمصفوفةيملك عقدة يمكن الوصول إليها من أي مكان لذلك 
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 البيانات الموجهة المقترنة بمصفوفات سيا. :18))الشكل

البيان الموجهبينما 
2( )E𝒢 1 يملك عقدة يمكن الوصول إليها من أي مكان )العقدv , 2 3,v v 

لذلك  ،2 يساوي دورهاعقد يمكن الوصول إليها من أي مكان( لكن هذه العقد دورية  جميعها

)3البيان الموجه، سيالا تكون مصفوفة  2Eالمصفوفة )E𝒢  يملك عقدة يمكن الوصول إليها من

التي تكون غير دورية و  1vةالعقد أي مكان 
1( . . {2.3} 1)d g c d  3المصفوفة تكون  لذلكE 

 . سيامصفوفة 

البيان الموجه
4( )E𝒢 عقدة يمكن الوصول إليها من أي مكان  يملكو  ،وغير دوري  قوي الاتصال

 . سيامصفوفة  4E المصفوفة تكون  التي تكون غير دورية لذلكو 

  :Wolfwitzمبرهنة 2-2-6  

)من أجل المصفوفة غير السالبة  ) n n

ijP p    نعرفδ( )P :بالشكل 

1 2
1 2,

δ( ) : m xmax i j i j
j i i

P a p p  

δ(P) يكون لديناعندئذٍ ف ،متماثلة Pإذا  كانت الصفوف في المصفوفة  = 0. 

)من جهة أخرو نعرف   )P  :بالشكل 
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(2.15 )                      
1 2

1 2 1 2, ,
( ) : 1 min min( , )i j i j

i i i i
j

P p p


   

) إذا كان ) 1P   ٍلمصفوفةدعو ان، عندئذ P غباشة مصفوفة . 

)الشرط  ) 1P   يقتضي أنه من أجل كل زوج صفوف
1i 2وi يوجد عمودj  يكون بحيث

1
0i jp  و 

2
0i jp . 

ذاتهُ، أي  البيان الموجه المقترن  انتملك 2Pو  1P سالبتينالالمصفوفتين غير  بفرض أنالآن، 

 نإ
1 2P P،  ٍ1 المصفوفة إذا كانت عندئذP  ة نفإغباشة مصفوفة تكون أيضاً  2Pالمصفوف

 . مصفوفة غباشة

0من الواضح أنّ: ف، ليةاحتما Pإذا كانت المصفوفة  ( ) 1P   وعلاوةً على ذلك(P) = 0 

δ(P)كان إذا وفقط إذا  =  وفي هذه الحالة تكون أسطر المصفوفة الاحتمالية متماثلة. .0

 :نلتك: (7-2)مثال 

           
1 2

0.3 0 0 0.7 0.3 0 0 0.7

0.2 0.2 0.5 0.1 0.2 0 0.5 0.3
&

0 0.2 0.8 0 0 0.8 0 0.2

0.6 0 0.1 0.3 0.4 0.2 0.4 0

E E

   
   
    
   
   
   

 

 : نإ

1 1δ(E ) = max{0.6,0.2,0.8,0.7} = 0.8, ( ) 1 min{0.3,0,0.6,0.7,0.4,0.1} 1E    

2 2δ(E ) = max{0.4,0.8,0.5,0.7} = 0.8, ( ) 1 min{0.5,0.2,0.3,0.2,0.6,0.2} 0.8E    

)1توضيح لحساب  )E : 

1من أجل السطر الأول والثاني  21, 2i i :  
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min(0.3,0.2) min(0,0.2) min(0,0.5) min(0.7,0.1)

0.2 0 0 0.1 0.3

   

   
 

من أجل 
1 21, 3i i  : 

min(0.3,0) min(0,0.2) min(0,0.8) min(0.7,0)

0 0 0 0 0

   

   
 

من أجل 
1 21, 4i i  : 

min(0.3,0.6) min(0,0) min(0,0.1) min(0.7,0.3)

0.3 0 0 0.3 0.6

   

   
 

ةن أ نلاح, ،خلال التعريف من المصفوف
1E ة أما ،ليست مصفوفة غباشة تكون  2Eالمصفوف

 مصفوفة غباشة.

لتكن 
1 2{ , ,...}E E E من المصفوفات الاحتمالية من  نتهيةأو غير م نتهيةتمثل مجموعة م

 سيا الموجهة المقترنة المختلفة من جميع مصفوفاتمثل العدد من البيانات ي mكن ولي  nالمرتبة

 .n المرتبةمن 

   .Eمصفوفة في kهو جداءk طولهُ  Eملاحظة: الجداء في المصفوفة

 : (5-2)التمهيدية 

أو  التي طولها أكبر Eالجداءات في  عندئذٍ جميعف سيا،مصفوفة هو  Eإذا كان أي جداء في 

1mيساوي   .[5]تكون مصفوفات غباشة  

 : (6-2)التمهيدية 

 : يكون  jمن أجل أي 
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1 2

1

δ(E E ...E ) ( )
j i

j

k k k k

i

E


  [6] 

 : (9-2)مبرهنة 

0 بحيث إن dإذا وجد ثابت  1d  و ( )P d ،  أي جداءمن أجل P  فيE  طولهm+1 

 يةغير منتهٍ  متتالية أي ومن أجل
1 2
, ,...,k kE E ، يوجد متجهx  يكون بحيث : 

1 1
lim ...

j j

T

k k k
j

E E E x


 1 .[5]  

 :المصفوفات المولدة ونظرية البيان 2-3  

 :M [7]من النوع  مصفوفاتالو ميتزلرمصفوفات    2-3-1

، وعناصرها القطرية غير قطرية غير سالبةالغير ل مصفوفة حقيقية مربعة عناصرها ندعو ك

   .بمصفوفة ميتزلر موجبة

) المنظومة الديناميكية الخطيةمن أجل  ) ( )x t Ax t ،إذا كانتA  عندئذٍ ف ميتزلر،مصفوفة 

) مصفوفة الانتقال ) exp( )t At   بع الأول من وهذا يقتضي أن الر   ،غير سالبة مصفوفة تكون

 .لا متغير أيجابياً الحالة يكون فضاء 

 بالشكل:  كتابتها يمكنميتزلر مصفوفة  Aحيث  B = - Aالمصفوفات من الشكل 

B sI E  

0sحيث    0 أجلهُ أصغر عدد حقيقي موجب يتحقق منE ، إذا كانت بالإضافة لذلك 

( )s E، المصفوفة عندئذٍ ف B  ُمن النوع دعى مصفوفةت M، كانتإذا  وكذلك( )s E ،

 . نظامية Mمن النوع مصفوفة  تدعى B المصفوفة عندئذٍ ف
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تكون معطاة  نظامية M من النوع ومصفوفة M من النوع ومصفوفة ميتزلر ةأمثلة على مصفوف

 كالتالي: 

1 2 3

2 1 0 2 1 1 3 1 1

2 0 2 2 4 2 1 4 2

3 2 1 3 2 5 2 2 5

A A A

         
     

           
              

 . 

 بملاحظة أن:

 2

2 1 1

2 4 2

3 2 5

A A

 
 

    
 
  

 

 مصفوفة ميتزلر. Aالمصفوفة حيثُ 

2 2A sI E E sI A     

2

2 1 1

2 4 2

3 2 5

s

E sI A s

s

 
 

   
 
  

 

5sغير سالبة أن نضع  Eكفِ لجعل المصفوفة ي   ومنهُ يكون 

3 1 1

2 1 2

3 2 0

E

 
 


 
 
 

 

 نجد: Eبحساب القيم الذاتية للمصفوفة 

1 2 3

1 1
5, ( 5 1), ( 5 1)

2 2
        

)ومنهُ يكون:  ) max{ } 5iE    :5من الواضح أن ( )s E   وبالتالي

 .Mهي مصفوفة من النوع  2Aفالمصفوفة 
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 نجد إن:3Aبشكل مماثل للمصفوفة 

5 ( ) 4s E   

 غير شاذة )نظامية(. Mهي مصفوفة من النوع  3Aوبالتالي فإن المصفوفة 

غير  2E بحيث تكون المصفوفة دائماً  sيمكن اختيار العدد الحقيقي غير السالب ملاحظة:

}maxسالبة بالشكل: }iis a  

 : (7-2)التمهيدية 

 : المصفوفةتكون بحيث  Pقطرية موجبة  وجد مصفوفةعندئذٍ  ت ميتزلرمصفوفة  Aلتكن

TAP PA 

 [17]غير منفردة.  M من النوع مصفوفة A المصفوفة إذا وفقط إذا كانت سلبياً معرفة  

 

 ، البيانات الموجهةلابلاسيان البيانالمصفوفات المولدة،  2-3-2

(Generator Matrices, Graph Laplacians, Digraphs) : 

مجموع كل صف من و  ميتزلرمصفوفة مولدة إذا كانت مصفوفة  Aالمصفوفة المربعة وعند

 .صفوفها يساوي الصفر

 بالشكل: كتابتها يمكن Aالمصفوفة المولدة

(2.19 )                                    1A D E     

المصفوفة منمأخوذة مدخلاتها القطرية  غير سالبة مصفوفة قطريةهي  Dةالمصفوف إن حيث

A  1المصفوفةوE غير قطريةومدخلات  لبة بمدخلات قطرية جميعها أصفارمصفوفة غير سا 

 . Aالمصفوفة مأخوذة من
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)بالرمز  نرمزو  ،Aالموجه المقترن بالمصفوفة المولدة للبيان A𝒢 الرمزب رمزنملاحظة:  )E𝒢 

 .Eلبيان الموجه المقترن بالمصفوفة غير السالبةل

 كتابتها أيضاً بالشكل:  يمكن Aالمولدةخرو، المصفوفة من جهة أو 

(2.20 )                                  
2A sI E       

  غير سالبة. مصفوفة 2Eالمصفوفة لجعلكبير بقدر كافٍ عدد اختياري غير سالب  sحيث 

البيان الموجه ملاحظة: ربما يكون 
2( )E𝒢 البيان الموجه عن اً مختلفA𝒢 ملكان حتماً ي لكنهما

 ذاتها. الاتصال خواص

مغلقة قوية إذا  مركبات kأو يملك  ،قوي الاتصالشبه  أو قوي الاتصال A𝒢على سبيل المثال 

كانوفقط إذا 
2( )E𝒢 أو يملك  ،قوي الاتصالشبه  أو ،قوي الاتصالk قوية مغلقة.  مركبات 

البيان الموجه نأ هوالاختلاف الوحيد بين هذين البيانين الموجهين 
2( )E𝒢  ملك حلقاتيبما ر، 

)1البيان الموجه  بينما )E𝒢 =A𝒢  ملك.يلا 

 : (8-2)مثال 

 كن: لت

2 1 1

2 3 1

2 2 4

A

 
 

  
  

 

ة مجموع صفوف يساوي وب ميتزلروذلك لأنها مصفوفة  ،أعلاه مصفوفة مولدة Aالمصفوف

 كتابتها بالشكل:  يمكن A،(19-2) استناداً إلى العلاقةالصفر. 
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1

2 0 0 0 1 1

0 3 0 2 0 1

0 0 4 2 2 0

A D E

   
   

        
   
   

 

 يمكن كتابتها بالشكل:  Aالمصفوفة ، (20-2)استناداً إلى العلاقة 

2

2 1 1

4 2 1 1

2 2 0

A sI E I

 
 

       
 
 

 

)1 ةالمقترن ةالموجه اتالبيان )E𝒢 =A𝒢  و
2( )E𝒢  على التوالي (19)تكون معطاة بالشكل، 

بيان موجه بسيط،  A𝒢 البيان الموجه أن هو هماالوحيد بين لفارق من خلالها نستطيع رؤية أن اف

البيان الموجهلكن 
2( )E𝒢 ملك حلقات متعددة. ي 

 

 البيانات الموجهة المقترنة بالمصفوفات المولدة. :(19)الشكل 

 لابلسيان البيان:

ة ، الرئيسي درجة الخارج لكل عقدة على طول القطرتمثل التي و  Dتدعى المصفوفة القطري

 . 𝒢من  درجةالمصفوفة ب

ل اً يكون معرّف 𝒢لابلاسي البيان الموجه  Lبالشك D E  ث مصفوفة الجوار للبيان  Eحي

 الموجه.

ة أنإذا كان البيان الموجه بسيط ف ملاحظة:  وذلك لأن  مصفوفة مولدة هي Lالمصفوف

L D E    ومجموع عناصر كل سطر في المصفوفةE  يساوي درجة الخارج لكل عقدة
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ة قطرية عناصرها القطر الرئيسي هي ناقص درجة  Dعلى طول القطر الرئيسي والمصفوف

ةالخارج لكل عقدة وبالتالي  Lفالمصفوف D E     تحقق إن مجموع كل سطر يساوي

، لذلك فهي مصفوفة 1أو   0الصفر وأيضاً العناصر غير الواقعة على القطر الرئيسي هي إما 

 . هي مصفوفة مولدة Lميتزلر وبالتالي فأن 

 : (9-2)مثال 

مصفوفة و مصفوفة درجة الخارج ،  ن، إ(20)الشكل ب عطىالم 𝒢البيان الموجه لدينا ليكن 

 : بالترتيب مُعطاة للابلاسي تكون وا الجوار،

 

 : البيان الموجه.20))الشكل 

1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1

0 2 0 1 0 1 1 2 1 1 2 1

0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1

D E L L

        
       

              
               

 

 لمصفوفة مولدة مصفوفة الانتقال  2-3-3

 (The Transition Matrix of a Generator Matrix) : 

 : لدينا المنظومة فرضب

x Ax 

  حل هذه المنظومة هوإن 

( ) exp( ) (0)x t At x 
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)expالمصفوفة  )At .تدعى مصفوفة الانتقال 

iبحيث ijaإن العنصر  Aفي مصفوفة الانتقال j يدل على معدل المغادرة من الحالةi   

 . jوالوصول إلى الحالة

 : (10-2)مبرهنة 

)exp المصفوفة مصفوفة مولدة ، عندئذٍ  Aإذا كانت )At  كلمن أجل  احتماليةتكون مصفوفة  

t > 0 . 

 :الإثبات

)expالمصفوفة  ،t > 0أجل كل من نبيّن أنه ل -أولاً  )At مصفوفة غير سالبة هي.  

 يكون:  t > 0أنه من أجل كل  (20-2)من المعادلة يتحقق 

2

2
2 2 2

( )
exp( ) exp( ) exp( ) .( ...)

2!

st st E t
At stI E t e E t e I E t         

تكون أيضاً مصفوفة غير  2Eيمكن التحقق بسهولة أن أي قوو صحيحة لمصفوفة غير سالبة 

ن نلاح, ،بالنظر إلى الطرف الأيمن من المساواة أعلاه بالتاليو  سالبة، )إ )exp At  تكون

 .t > 0 من أجل كلمصفوفة غير سالبة 

 صف من كلتكون المصفوفة احتمالية، يتطلب بالإضافة إلى ذلك أن يكون مجموع  من أجل أن

يساوي الصفر،  Aالمصفوفة صفوفمجموع كل صف من  بما أنو وفها يساوي الواحد، صف

1. نإف بالتالي 0A ،  بالتالي نحصل على: و 

2( )
exp( ) ( ...) 0 0 ...

2!

At
At I At        1 1 1 1 

)أن  لاح,أعلاه ن نشرمن ال )exp At  كلمصفوفة احتمالية لتكون t > 0 . 
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 القيمة الذاتية الصفرية للمصفوفة المولدة  2-3-4

(The Zero Eigenvalue of  Generator Matrix) : 

𝒢و مولدة n المرتبةمن المربعة مصفوفة  Aالمصفوفة سنفرض أن فقرةال هذا في  A  موجه بيان

 . Aالمولدة مقترن بالمصفوفة

 : (11-2)مبرهنة 

قيمة ذاتية  الصفر مصفوفة مولدة فإن Aعندئذٍ إذا كانت nمصفوفة مربعة من المرتبة Aلتكن

 اً حقيقي اً جزء تملك بينما جميع القيم الذاتية الأخرو  ،متجه ذاتي يميني مقترن  والواحد Aللمصفوفة

 . اً سالب

0Aمن خلال تعريف المصفوفة المولدة يتحقق أن الإثبات:  1،  قيمة ذاتية كون الصفر يلذلك

ة ،يميني مقترن  متجه ذاتي الواحدو  هي مصفوفة مولدة عندئذٍ يتحقق إن  Aبما أن المصفوف

عناصر القطر الرئيسي أعداداً غير موجبة والعناصر غير القطرية هي أعداد غير سالبة، وبما 

يساوي الصفر، فإن كل عنصر من عناصر القطر الرئيسي  Aأن مجموع أسطر المصفوفة 

يحقق أنهُ يساوي مجموع بقية العناصر الواقعة معهُ في نفس السطر بالقيمة المطلقة ويعاكسها 

بالإشارة، أي:
1

, ; 0
n

ii ij

j

    


     ُمما يعني أن القرص الذي مركزه( ,0) 

، ويقع في النصف الأيسر من المستوي العقدي حتماً يمر من المبدأ )الصفر( ونصف قطرهُ 

لذلك فإن جميع الأقراص تقع في نصف المستوي الأيسر وبحسب مبرهنة أقراص جيرشغورين 

القيم الذاتية  جميعأن  فإن القيم الذاتية تقع ضمن هذه الأقراص أو على محيطها وهذا يعني

 (. (21))انظر الشكل  .اً سالب اً حقيقي اً جزءالأخرو تملك 
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 : (12-2)المبرهنة 

𝒢البيان الموجه إذا كان A  ،ةعندئذٍ  قوي الاتصال تكون  Aالقيمة الذاتية الصفرية ليلمصفوف

 متجه ذاتي يساري موجب. و  1يقترن بالقيمة الذاتية الصفرية متجه ذاتي يميني و  ،بسيطة

 الإثبات: 

 نستطيع كتابتها بالشكل:  Aالمصفوفة المولدة

A sI E   

 

 أقراص جيرشغورين لمصفوفة مولدة. :(21)الشكل 

 .غير سالبة Eتكون المصفوفةل بقدر كافٍ عدد موجب كبير  s حيث

ولذلك فإن مجموع  صفرال يساوي هامجموع كل صف من صفوف فإن ،مولدة Aالمصفوفة بما أن

إن  sيساوي Eكل صف من صفوف المصفوفة

1 1
A sI E E A sI E A I

s s
         بما أن المصفوفةA  مولدة فإن

1وكذلك مجموع كل صف من صفوفها يساوي الصفر
A

s
مجموع كل  I، وبما أن المصفوفة

1صف من صفوفها يساوي الواحد فإن 1
E A I

s s
   مجموع كل صف من صفوفها يساوي
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الواحد وهي مصفوفة غير سالبة كونها تمثل مجموع مصفوفتين غير سالبتين وبالتالي فإن 

1المصفوفة 
E

s
1 أنف احتمالية 

( ) 1E
s

   بفرض أن القيمة الذاتية ، للمصفوفةE  التي

، عندئذٍ فإن القيمة الذاتية Eطويلتها أكبر طويلة للقيم الذاتية للمصفوفة
s

  تحقق أن طويلتها

1أكبر طويلة للقيم الذاتية للمصفوفة
E

s
                     وبالتالي فإن 

1 ( )
1 ( ) ( )

E
E E s

s s s s

 
        . 

)البيان الموجهعندئذٍ ف، قوي الاتصال A𝒢 البيان الموجه من جهة أخرو إذا كان )E𝒢  يكون

ة ،قوي الاتصالأيضاً  حسب المبرهنة قابلة للاختزالغير  مصفوفة تكون  Eلذلك المصفوف

(2 3)، مبرهنة  (6-2)  المبرهنة ومن(Perron-frobenius ) نلاح, أن ( )E s   قيمة ذاتية

 اً يساري اً ذاتي اً ومتجه اً موجب اً يميني اً ذاتي اً تملك متجه Eالمصفوفة وأيضاً  ،Eبسيطة ليلمصفوفة

)قابل للقيمة الذاتية م اً موجب )E s  . 

لمتجه الذاتي اليساري إلى ابالإضافة لذلك نشير  1من الواضح أن المتجه الذاتي اليميني يكون 

Tx ، أن وبملاحظةA sI E    كون قيمة ذاتية بسيطة تقترن بمتجه ذاتي الصفر يلذلك

 .Tx موجب ومتجه ذاتي يساري  1يميني 

  التكرار الجبري والهندسي للقيمة الذاتية:تعريف 

) مرة للمعادلة المميزة rإذا كانت القيمة الذاتية جذراً مكرراً  ) 0nP   للمصفوفةA ٍعندئذ ،
 .بالتكرار الجبري للقيمة الذاتية  rنسمي 

s:يحقق  عدد المتجهات الذاتية الموافقة للقيمة الذاتية sوإذا كان  r عندئذٍ نسميs 
 .بالتكرار الهندسي للقيمة الذاتية 
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 : (13-2)مبرهنة 

الهندسي  التكرار الجبري يساوي التكرار ،Aالمولدة لمصفوفةمن أجل القيمة الذاتية الصفرية لي

 .  A𝒢القوية المغلقة في  مركباتالعدد من ال ويساوي

 :الإثبات

 بالشكل : نستطيع كتابتها  Aالمصفوفة المولدة

A sI E   

1 المصفوفةإن  ،مصفوفة غير سالبة Eو اً موجب اً اختياري اً عدد sحيث 
( )E
s

 .مصفوفة احتمالية 

1وبما أن 
( ) 1iE
s

  1قيمة ذاتية للمصفوفات الجزئية
iE

s
i,...,1حيثُ   k فأن وبالتالي

( )iE s  ة i,...,1حيثُ  iEقيمة ذاتية للمصفوفات الجزئي k  وهذا يعني أن القيمةs  

، وبما أن للمصفوفتينkمرة، أي تكرارها الجبري يساوي kمكررة Eهي قيمة ذاتية للمصفوفة

,E E القيم الذاتية نفسها كونهما متشابهتان، فإن القيمة الذاتيةs هي قيمة ذاتية للمصفوفةE 

 . kتكرارها الجبري 

 واستناداً إلى العلاقة:

(*)A sI E   

 فإن kتكرارها الجبري  Eقيمة ذاتية للمصفوفة  sوبما أن  

(**)EX sX  بحيثs مكررةk .مرة 

( )AX sI E X sIX EX

sX EX

     

  
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 :(**)بالإستفادة من 

0AX sX sX X    

0يعني أن وهذا   قيمة ذاتية للمصفوفةA القيمة الذاتية، وبما أنs  للمصفوفةE  تكرارها

0فهذا يقتضي أن يكون التكرار الجبري للقيمة الذاتية kالجبري   هوk .ًأيضا 

 

 وحدات. sتحول  :(22)الشكل 

) من النوع الاستقرار  2-3-5 , )H m( ( , )H m  Stability)  [8] : 

n كر للمصفوفتينوننرمز لجداء كر  mA   وp qB  الرمزبي A B مصفوفة من  وهو

np المرتبة mq : 

11 1

1

m

np mq

n nm

a B a B

A B

a B a B



 
 

   
 
 

 

 منها:  ،متعددة اً خواصكر جداء كرونيملك 

 ( )A B C A C B C       -(a    

-(b    ( )T T TA B A B   

-(c     إذا كان, m mA C   و, n nB D  عندئذٍ:ف 
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( )( ) ( ) ( )A B C D AC BD    

-(d  1إذا كانت,..., m  قيم ذاتية للمصفوفةm mA   و
1,..., n   قيم ذاتية ليلمصفوفة

n nB   ،لمصفوفةعندئذٍ القيم الذاتية ليف A B عداد هي الأr s  

1,..., & 1,...,r m s n  

لتكن 
1 2{ , ,..., }p    1,2}لي تمثل تجزئة,..., , }n، ذات قطرية ال الخلايا مصفوفة نقول عن

قطرية ذات أدلة خلايا
1 2, ,..., p   نها قطرية من النوع إ.  

الخلايا القطرية  مصفوفة نسمي ،مصفوفة سلمية هو إن ضرب المصفوفة الواحدية بمقدار سلمي

 إذا كانت خلاياها القطرية هي مصفوفات سلمية.   بمصفوفة خلايا سلمية من النوع من النوع

{{3},{1,2}}من أجل  من النوع أمثلة بسيطة لمصفوفة قطرية   سلمية من النوعومصفوفة 

  :تكون على التوالي 

1 2

1 3 0 2 0 0

2 2 0 & 0 2 0

0 0 5 0 0 5

D D

   
   

    
   
   

 

 : (1-2)تعريف 

1لتكن  2{ , ,..., }p    1,2}تمثل تجزئة لي,..., }n  0وm  عدد صحيح، المصفوفةA  من

)من النوع مستقرة  دعى مصفوفةت n المرتبة , )H m إذا كان من أجل أي مصفوفةS   معرفة

تكرارها الجبري  SA لمصفوفةالصفر يكون قيمة ذاتية لي ، من النوع إيجابياً متناظرة قطرية

 . اً سالب اً حقيقي اً جزءتملك القيم الذاتية الأخرو  جميع ، بينماm والهندسي

) من النوع المصفوفة المستقرةمن الواضح أن  , )H m اً اربيتكون مستقرة تق(Hurwitz)،  لكن

  على سبيل المثال لتكن: ،العكس غير صحيح في الحالة العامة
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5 4
{{1},{2}}

4 3
A 

  
  
 

 

ة إن }بقيم ذاتية  اربياُ مستقرة تق Aالمصفوف 1, 1}   لكنS.A  باختيار  ،غير مستقرة تكون

 : النوعمن مصفوفة معرفة إيجابياً متناظرة قطرية 

1 0

0 2
S

 
  
 

 

شير إلى البيان الموجه المقترن ي A𝒢كن ولي n المرتبةتمثل مصفوفة مولدة من  Aفيما يلي لتكن

)كن يلو ، Aبالمصفوفة )mA لمصفوفتينكر لمثل جداء كرونيA وmI ،أي  

{{1,..., },{ 1,...,,2 },...,{( 1) 1, }}m m m n m nm     

,...,1,2} تمثل تجزئة لي }nm . 

 : (14-2)مبرهنة 

ه إذا كان ) المصفوفةتكون   عندئذٍ  ،الاتصالقوي  A𝒢البيان الموج )mA  من النوع مستقرة

( , )H m . 

 :الإثبات

الصفر يكون قيمة ذاتية  (12-2)المبرهنة  حسبعندئذٍ ف، قوي الاتصال A𝒢البيان الموجهإذا كان 

 ومتجه ذاتي يساري:  1يميني بمتجه ذاتي  مقترنة Aلمصفوفةلي

1( , ..., )T

nx x x 

 أيضاً و 

0 0TA and x A 1 
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 أيضاً: 

ker( ) { }A span 1 

لتكن
1 2( , ,..., )nP diag x x x المصفوفة بالتاليP  ًأيضاً و  تكون معرفة إيجابياP x1  بفرضو 

 : إن

.TQ A P PA  

 : بالتالي

0T TQ A P PA A x   1 1 1 

 نستطيع كتابتها بالشكل:  Aنلاح, أن المصفوفة المولدة

A D E   

ث ة من مأخوذةمصفوفة قطرية غير سالبة مدخلاتها  Dحي ة،  Aالمصفوف  Eوالمصفوف

ذاتها مدخلات التكون  قطريةالغير  هامصفوفة غير سالبة مدخلاتها القطرية أصفار ومدخلات

 بالتالي: ، Aفيغير القطرية 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ;

( ) ( )

T T

T T

T T

T

T

Q A P PA D E P P D E

D E P P D E

D E P P D E D D

DP E P PD PE

DP PD E P PE

        

     

      

    

    

 

P,وبما أن  D  مصفوفتين قطريتين من نفس المرتبة فإنPD DP وبالتالي 

2 ( )

2 ( )

T

T T

Q PD E P PE

PD P E PE

   

   
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 إن جداء مصفوفتين قطريتين هو مصفوفة قطرية

2 ( ) ( )TQ PD PE PE    

ة  Eهي مصفوفة ميتزلر، وما أن عناصر القطر الرئيسي في المصفوفة Qوبالتالي المصفوف

موجبة بينما بقية العناصر في المصفوفة Pهي أصفار وعناصر القطر الرئيسي في الصفوفة

P  هي أصفار فهذا يعني أن ناتج جداءPE  هو مصفوفة غير سالبة وعناصرها القطر

)الرئيسي أصفار وكذلك منقولها )TPE. 

ة نذكر أن ة أن نعلمو ، قطرية موجبة Pالمصفوف تكون أيضاً مصفوفة قطرية  PDالمصفوف

ةموجبة و  TEالمصفوف P PE ن تملك مدخلات خارج  Qتكون غير سالبة. هذا يقتضي أ

 ،تكون أيضاً مصفوفة مولّدة Qالمصفوفة يتحقق أن (12-2)حسب المبرهنة القطر غير سالبة. ب

)مقترن الموجه البيان ال يملك خواص A𝒢 البيان الموجه أيضاً نذكر أن )E𝒢البيان  ، لذلك

)الموجه )E𝒢  المصفوفة بما أنو . قوي الاتصاليكونP نحصل على: وبالتالي  ،قطرية موجبة 

( )E𝒢( )PE 𝒢 

 : وكذلك

( )TE P𝒢 ( )E𝒢( )TE P 𝒢( )PE𝒢( )EP PE 𝒢 

) البيان الموجه بالتالي )TE P PE𝒢 البيان الموجه وكذلك يكون  ،قوي الاتصال Q𝒢 بتطبيق ،

 : مرة أخرو نحصل على (12-2)المبرهنة 

ker (Q  )=span{1} 



73 
 

تكون واقعة في نصف  Q لمصفوفةالقيم الذاتية لي (11-2)أيضاً بالاعتماد على المبرهنة 

 Qالمصفوفة هذا يقتضي أن ،باستثناء القيمة الذاتية الصفريةوذلك  المستوي اليساري المفتوح 

 .شبه معرفة سلبياً 

معرفة إيجابياً   سلمية من النوعنحن الآن، نعرف مصفوفة 
( )m mP P I . 

 كر يكتب بالشكل: جداء كرون، (a) ,(b) ,(c)باستخدام الخواص  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )

( )

T T

m m m m m m m m

T

m m

T

m

m

m

A P P A A I P I P I A I

A P I PA I

A P PA I

Q I

Q

      

   

  

 



 

)، نستنتج أن كل من من جداء كرونيكر (d)باستخدام الخاصة  )mA  و( )mQ  تملك قيمة ذاتية

الأخرو تكون في نصف المستوي اليساري  الذاتية والقيم m الجبري والهندسيتكرارها صفرية 

 بالتالي:  ،المفتوح

( ) ( )ker( ) ker( )m mQ A 

)و  )mQ سلبياً.  ةشبه معرف 

1Sالمصفوفةو   من النوع معرفة إيجابياً متناظرة قطرية  Sمصفوفة بفرض لدينا   ًتكون أيضا

 متناظرة معرفة إيجابياً .  من النوع قطرية  مصفوفة

)نذكر أن  )mP  سلمية من النوعمصفوفة   ،ًنحصل على:  بالتاليمعرفة إيجابيا 

1 1

( ) ( )m mP S S P  
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 أن: الآن  يتحققو  .الذي يكون معرف إيجابياً 

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T

m m m m m m m m mSA S P P S SA A P P A Q     

القيم الذاتية لي فأن  بالتالي
( )mSA  المحور نصف المستوي اليساري المفتوح أو على تكون في

خواص الطيفية لي المن أيضاً  ،التخيلي
( )mA  نستطيع استنتاج أن الصفر يكون قيمة ذاتية لي

( )mSA   تكرارها الجبري وتكرارها الهندسيm . 

المصفوفة  أن لنبين
( )mA مستقرة من النوع ( , )H m، قيمة  أي نه لا توجدأنثبت  يجب أن

ذاتية أخرو من 
( )mSA باستثناء m بنقض المحور التخيلية صفرية تكون على قيمة ذاتي ،

)الفرض أن  0)jw w    تكون واحدة من القيم الذاتية المقابلة للمتجه الذاتيy :ٍعندئذ ، 

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* 1 * 1 *

( ) ( ) ( )

*

( )

0 {( ) ( ) ( )( ) }

( ) ( )

.

m m m m m

m m m

m

y SA S P P S SA Q y

jwy S P y jwy P S y y Q y

y Q y

   

 

  

   

 

 

)يتحقق أن  )ker( )my Q  0أيضاً وw  . 

 : (15-2)المبرهنة 

𝒢البيان الموجهإن  A  كانت المصفوفة عقدة يمكن الوصول إليها من أي مكان إذا وفقط إذايملك

( )mA مستقرة من النوع ( , )H m . 

 : الإثبات

عندئذٍ فعقدة يمكن الوصول إليها من أي مكان،  يملك A𝒢كان البيان الموجه إذا لزوم الشرط:

𝒢وليكن  ،فقط اً واحد اً قوي اً مغلق مركبة فهو يملك (1-2)بحسب المبرهنة  1 1 1( , )V E. 
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𝒢 كان إذا  1 𝒢 A  ٍيكون البيان الموجهعندئذA𝒢 (14-2)بحسب المبرهنة و  ،قوي الاتصال 

 المصفوفة
( )mA من النوع  مستقرة كون ت( , )H m :وإلا لتكن ، 

1 {1,2,..., }V r 

rحيث  (ترقيم العقد نعيدلزم الأمر إذا  المسا  بعمومية المسألة)بدون  n المصفوفة نذكر أن 

A  :يمكن كتابتها بالشكل 

A sI E   

𝒢 البيان الموجه ومصفوفة غير سالبة على التوالي، Eو عدد اختياري  sحيث  Aةقوي ةيملك مركب 

)يان الموجهبوكذلك يكون ال ،فقط ةواحد ةمغلق )E𝒢المصفوفة  (7-2)حسب المبرهنة ، بE 

 تكون من الشكل: 

1

1 0

0E
E

B E

 
  
 

 

حيث 
1E  المرتبةتكون مصفوفة من r r  و

0( )E s ، المصفوفة بشكل مشابهA  تكون من

 الشكل: 

1 1

1 0 1 0

0 0A sI E
A

B A B sI E

    
    

    
 

𝒢البيان الموجه نلاح, أن
1A للبيان الموجه اً يكون مشابه𝒢1، بالتالي ،لذلك يكون قوي الاتصال 

)1من النوع  مستقرةتكون  A1 المصفوفة أن (14-2)يتحقق من المبرهنة  , )H m :حيث ، 

1 {{1,..., },....,{( 1) 1,..., }}m r m rm    
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من جهة أخرو نلاح, أن 
0 0A sI E    وأن

0( )E s   مصفوفةالتعريف لذلك يتحقق من 

المصفوفة غير منفردة أن M من النوع
0A من النوع  مصفوفة Mحسب ب بالتالي ،غير منفردة

 : تكون بحيث  Pوجد مصفوفة قطرية موجبة ت (7-2)التمهيدية 

0 0

TQ A P PA  

الخواص باستخدام لكل من طرفي المساواة أعلاه و  Imبي  كرونيكر معرفة سلبياً وبتطبيق جداء

 ومن جداء كرونيكر نحصل على:  (a) ,(b) ,( c)السابقة 

( ) ( )( ) 0 ( ) ( ) 0m m

T

m m mQ A P P A  

)من الواضح أن  )mP  ًسلمية من النوعتكون مصفوفة معرفة إيجابيا   المصفوفةو Qm  معرفة

 سلبياً.

 كن:لت

2 {{1,..., },...,{( 1) 1,..., ( ) }}m n r m n r m      

 : يكون  متناظرة معرفة إيجابياً   من النوع مصفوفة قطرية2S عندئذٍ من أجل أي 

1 1

( ) 2 2 ( )m mP S S P  

 ، نستطيع بسهولة إثبات أن: الذي يكون معرف إيجابياً 

( ) ( )

1 1

2 0 2 ( ) ( ) 2 2 0 ( )( ) ( ) ( )( )
m m

T

m m mS A S P P S S A Q   

 للمصفوفةجميع القيم الذاتية بالتالي 
( )2 0 m

S A وأيضاً  اً سالب اً حقيقي اً تملك جزء
( )0 m

A  مستقرة  تكون

)2 من النوع ,0)H  . 
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ة ،أخيراً  نستطيع معرفة إيجابياً  من النوعمتناظرة قطرية  Sنلاح, أنه من أجل أي مصفوف

 كتابتها بالشكل: 

1

2

0

0

S
S

S

 
  
 

 

 : أيضاً 

( )

( ) ( )

1 1

( )

2 1 2 0

0
m

m m

m

S A
SA

S B S A

 
 
 
 

 

)ستقرار لاتعريف اأعلاه و  الإثباتيتحقق من  بالتالي , )H m  أن( )mA من  مستقرة مصفوفة

)النوع , )H m . 

( )  المصفوفة إذا كانت ،من جهة أخرو ( )mA من النوع مستقرة  ( , )H m ،عندئذٍ ف

)المصفوفة  )mA الجبري  عدادتملك قيمة ذاتية صفرية للتm بتطبيق الخاصة ،(d من جداء  (

A المصفوفة أن نستنتجكرونيكر  ، وبالاعتماد على المبرهنة بسيطة تملك قيمة ذاتية صفرية 

𝒢 البيان الموجهن نستنتج أ (1-2)المبرهنة و  (2-13) A   عقدة يمكن الوصول إليها من أي يملك

 مكان.
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 الخطية المتزاوجة الديناميكية منظوماتال :الفصل الثالث

  مقدمة: 3-1 

الخطية المتزاوجة ذات الطوبولوجيا  منظوماتفي هذا الفصل خصائص استقرار ال ندر 

 ذات زمن مستمر ةخطيّ  منظومةمن خلال  لمنظوماتيتمّ تمثيل هذه احيثُ الديناميكية والثاّبتة، 

المتعلقة ذب تتطلب خصائص الاستقرار والج .مصفوفة مولّدة المنظومةمصفوفة  اتكون فيه

 بالتوازن تقارب جميع مركبات الحالة من قيمة مشتركة.

تنشأ هذه الفئة من المشاكل بالحالة الطبيعية في سياق مسائل صناعة القرارات الموزعة ومسائل  

 التنسيق والبحث عن التوافق في المنظومات متعددة الأعضاء، وفي مسائل المزامنة. 

تم وقد الجزئية )الأعضاء( دوراً مهماً في فهم هذه المسائل،  منظوماتتلعب دراسة التفاعل بين ال

ر مجموعة من اعتباو ذلك من خلال ، [9] المرجعتنويه عن العمل الأول بهذا الاتجاه في ال

لقد  اً خاص اً احتمالي اً توزيع لهُ ن كل فرد في المجموعة إ حيثمعاً كفريق أو لجنة،  الأفراد يعملون 

توصل  يةصف كيفي المرجعهذا تقطع في م ذات زمن ةمتزاوج ةخطيمنظومة لتم تقديم نموذج 

الشخصي المشترك للوسطاء من خلال تجميع أراء  يتوزيع الاحتمالالالمجموعة إلى اتفاق على 

 الأفراد. 

يمكن أن  ،متعددة الأعضاء/المركبات منظوماتفي العديد من التطبيقات التي تنطوي على 

سقاط الروابط على سبيل المثال قد يتم إف .تتغير طوبولوجيا التفاعل بين الأعضاء بشكل ديناميكي

 .المستشعر رؤية / أو قد تخضع لقيود مدوةوتشكيلها بسبب الاضطرابات الناتج
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مجموعة متنوعة من نتائج المحاكاة المثيرة دراستهم  خلال [10] المرجعفي  قدم المؤلفون 

، ذاته الاتجاهبالأعضاء تتحرك في النهاية  ح أن هذه القاعدة يمكن أن تجعلللاهتمام التي توض

في  تقطعدر  المؤلفون نموذج الوقت الم .دراسة نظرية لهذا السلوك المرصودو ذلك من خلال 

بين أسرة محدودة من المصفوفات  تتحول المنظومةن مصفوفة حيث أ ،التحويل منظومة إطار

ليل هذه لتحو  .يتم تصميم بنية التفاعل لكل نموذج من خلال رسم بياني غير موجه .حتماليةالا

خاصية التقارب التي تعتمد على  (،wolfowitz) زمبرهنة وولفويتعلى  عتمد المؤلفون ا النماذج، 

 لإثبات أن جميع رؤو  الأعضاء ،الاحتماليةمن المصفوفات  حددللجداءات اللانهائية لنوع م

بالتفاعلات  متصلاً  اً غير موجه اً بيان جتماعحالة ثابتة مشتركة بشرط أن يكون الإ فيتتلاقى 

 لمنظوماتل بحاثتظهر الكثير من الأ تقطع،على عكس الإعداد الزمني الم .الاتجاهئية ثنا

المراجع في . ولوجيا الثابتة و/أو الديناميكيةمع الطوب ذات الزمن المستمر الخطية المتزاوجة

نوف الشائعة لإظهار أن البيانات الموجهة ذات الارتباط ابو دالة ليتم استخدام تقنية  ،[12-13]

 فيو  .الخطية منظوماتاً في مشكلة المعدل المتوسط لتزاوج اليوالمتوازنة تلعب دوراً رئيسلقوي ا

روابط ل خضعالمعلومات بين أعضاء متعددين ت تمت دراسة مشكلة توافق ،[11,15] ينجعالمر 

 .العشوائيةلة الاتفاق عبر شبكات المعلومات مشكفي [16]  المرجعيبحث  .اتصالات ثابتة

، حيث تم تم تقديم شرط كافٍ للاتفاقوقد الحالة الحتمية المتغيرة للوقت  [17] المرجعويتناول 

مشكلة اتفاق مجموعة  [18,19] انجعالمر در  كما ي .التأخير التعسفي بعين الاعتبارأخذ 

 السرعة والاتجاه وما إلى ذلك.على الأعضاء 

يشمل ، و مستمرالزمن الذات طية المتزاوجة الخ لمنظوماتفي هذا الفصل، تم إنشاء نموذج عام ل

حيث تم تطوير تحليل كامل ومنهجي  ،[15-12] المراجع النماذج التي تمت دراستها في

 لخصائص الاستقرار في التوازن الفرعي.
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تشمل حالات أربعة  بنية التزاوج إلى نقوم بتحليلس ،مع وجود اختلافات فيما يتعلق ببنية التزاوج

 يبيان التفاعلالو  تجاه مع الطوبولوجيا الثابتة،الأحادي الا يبيان التفاعلالالدورية، و بنية التزاوج 

جاه مع الطوبولوجيا الأحادي الات يالتفاعل بيانال، و مع الطوبولوجيا الديناميكية ثنائي الاتجاه

لاستقرار لوالكافية ة على الشروط الضروري الحصول في كل حالةكما سنحاول الديناميكية. 

حالات التقارب المتطورة وخطط التحديث حيث نحاول إظهار  ،بمنطقة التوازن المتعلة  الجذبو 

  .التي سنحصل عليها لنتائج الأكثر عموميةخاصة لكحالات  [15-12] المراجع في

 زمنبال أيضاً  يتعلق ولكنه بفحس ستمرالمذات الزمن فقط تعميماً للأعمال لا يعتبر هذا العمل 

الذي  المتقطع زمنالمستمر الخاص بنا مع نموذج ال زمنيرتبط نموذج ال ،في الواقع تقطع.الم

ى النموذج التقديري النظر إلعند  .حدٍ ماإلى  [10] المرجع دراسته في تمت

( 1) ( )ATx k e x k   المستمر منظومتنا ذات الزمنل( ) ( )x t Ax t، أن النموذج التقديري  جدن

 في[10]  المرجع الذي تمّت دراسته في المتقطعالمنظومات ذات الزمن موجود في أسرة من 

 نإ .تحويل في حال وجود إشارةهناك فرق كبير بينهما  ،مع ذلك .محالة البيان الموجه بشكل عا

عدد لا نهائي من  توليد في أوقات التحويل تؤدي إلى المنظومة ذات الزمن المستمر تقدير مسألة

أن تتحول  متقطعا الزمنفي إعداد  يفترضمع أنه  ،الانتقال التي تحكم تطور المسار مصفوفات

 بين أسرة محدودة من المصفوفات. المنظومةمصفوفة 

الجو ضبابياً  أنفي أرض المعركة و منتشرين  لنفترض أن مجموعة من الجنود ،على سبيل المثال

سيترتب على ذلك عدم إمكانية رؤية الجندي . متراً  20لأقل من  الرؤية محدودة تكون بحيث 

 في هذه الظروفيمكن   .رؤيتهم في حال الحركة يتمكن منمن ثلاث زملاء له، و قد لا لأكثر 

 في مكان واحد بشكلٍ صامت ؟  الجنود تجمعأن نطرح التساؤل حول إمكانية 
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 .ياسي لمنظومات ديناميكية متزاوجةالمسائل من خلال دراسة نموذج ق هيمكن حل مثل هذ

فيما  مركبة مؤلفة من منظومات جزئية )أعضاء( متزاوجةالمنظومة الأن سنعتبر خلال دراستنا 

وسنخصص  .ي التطور الزمني للأعضاء الآخرينبحيث أن موضع أحد الأعضاء يؤثر ف بينها

 وصف مجموعة نقاط توازنهايتم للمنظومات الديناميكية المتزاوجة التي  فصلدراستنا خلال هذا ال

 موافقة لأعضائها. التوازن الحالات  من خلال

 توازن معينة ضعيةو في اررستقا حالة في المنظومات ءبقاإ مكانيةوإ اررلاستقا مشاكل رتعتب

 أي ،نهابي فيما لتفاعلا شكل هو لمشاكلا أهم هذه لعلو .لةولمتناا ئيسيةرلا لقضاياا زربأ نم

 اررلاستقا حالة على لتفاعلا شكلتأثير  يةكيف حديدت هو لأساسيا الهدف إن .بمن يرتبط من

 .استقرار حالة في المنظومات هذه ءبقاإ مكانيةوإ

 :صياغة المسألة 3-2

متعددة  منظوماتالنظم البيولوجية والفيزيائية والاجتماعية لل تحويلفي كثير من الأحيان، يمكن 

تمّت دراسة هذا النوع المهمّ من  . وقدمسائل تتعلق بالمصفوفات المولدة الأعضاء إلى

 ،من مستمرماركوف لإعدادات ذات ز  سلاسل لا سيما عشوائية،العمليات الالمصفوفات في 

في التنسيق والتحكم  عمليات خاصةً فيو  ،الخطية منظوماتذات أهمية جلية في مجال اللكونها 

 الأعضاء. متعددة منظوماتلا

 لتكن لدينا المنظومة الديناميكية الموصوفة بجملة المعادلات الخطية الشعاعية التالية:

( )                         

 

3.1
1

( )( ), 1,2,...,
n

i ij j i

j

x a p x x i n


  
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)1ولنضع .تمثل حالة المنظومة الجزئية أو العضو رقم  يثُ ح ,..., ) mn

nx x x R  

  التي تمثل حالة المنظومة الكلية.

}1 المواضع مجموعة إن ; ..... }nm

nx R x x    حيثُ  ،))لمنظومةلمجموعة توازن هي

 نماذج المزاوجة المختلفةتمثل اسرة من  Pإن مجموعة الوسطاء

) سنفرض دائماً إن ) 0i ja p  كل وذلك من أجل, ,i j p، كون  كما إن ( ) 0i ja p   من أجل

,القيم  بعض ,i j p يعني ديناميكياً أنix  تتأثر بحالةjx.  

 التالي: منظومة الديناميكية بالشكل المصفوفي ليمكن أن نكتب ا

(3.2 )                             ( )p mx A I x p P            

p، ومن أجل كلmالمرتبةمن  واحديةمصفوفة  mIحيث  P المصفوفة مدخلاتpA كون ت

)العناصر يغير القطرية همدخلات ال :كالتاليمعرفة  )i ja p هي ، بينما المدخلات القطرية 

 العناصر
1

( )
n

ij

j
j i

a p



  

pحيث  pAأنَّ جميع المصفوفات نلاح, P مصفوفات مولدة.  هي 

نحتاج  (3.2) بنموذح الأسرة ةالمولدو  ةالاتصال الداخلي المتحول اتذ ةالخطي لمنظومةا لتعريف

:ثابتة على مجالات متقطعةإلى فكرة إشارة التحويل، وهي دالة  R P   ن هذه الدالةإبحيث 

ة وتأخذ قيم ،كل فترة زمنية محددة التحويل عندحالات التوقف في أوقات من  اً محدد اً تملك عدد

)هو لتحديد الدليل الدور ويلين متعاقبين.تحلكل فترة بين زمنين  عندثابتة  )t P   لنموذج

  .tفعال في كل لحظة زمنية

m

ix Ri

3.1
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)قد تكون إشارة التحويل  (3.2)المنظومة في )t  ولكن في بعض التطبيقات  ،مسبقاً محددة

وبالتالي يتم  ،ويتم تحديدها فقط عندما نأتي إلى المثال المحدد ،حددةالأخرو قد تكون غير م

 :بالمعادلة ةالاتصال الداخلي المتحول ة ذاتالخطي المنظومةوصف 

(3.3 )                               
( )( ) ( ) ( )t mx t A I x t        

  :(1-3) تعريف

) البيان الموجه التفاعلي , )p pV E𝒢     :يتكون من 

 .     iتمثل العضو)الوكيل(  iمن العقد، العقدة  Vمجموعة محدودة  - 

 jإلى العقدة  iتمثل الروابط بين الأعضاء، يشير الوتر من العقدة  pEمجموعة الأوتار - 

)، أي أنiهو مجاور العضو jإلى أن العضو ) 0i ja p . نرمز لمجموعة مجاورات العضو

i  بالرمز( )iN p        . 

 :(2-3)تعريف 

)الديناميكي  البيان الموجه التفاعلي )t𝒢 بيان الذي يتكون من مجموعة العقدهو الV  ومجموعة

)الأوتار )tE  ُحيث( )t إشارة التحويل . 

البيان الموجه المعاكس للبيان الموجه  هو p𝒢البيان الموجه التفاعلينلاح, أن 
pA𝒢   المقترن

 .pAة مصفوفة المولدالب

 من المفاهيم المقدمة حتى الآن.  المثال التالي يجمع بين العديد
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  :(1-3)مثال 

ل ينمن ثلاثة أعضاء مرقم ةكونداخلي ماتصال  منظومة ذاتباعتبار لدينا   ،1,2,3بالشك

,1}ن ، أي إللتزاوج ممكنة حالات وبفرض أن هناك ثلاث 2,3}P  . 

1 2 1 1 3 1 1 3 1

2 3 2 1 2 2 2

3 1 3 3 2 3 3 2 3

                  1: 2 :   3:

3( ) 3( )

2( ) ( ) 0 0

4( ) 4( )

P P P

x x x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x x x

  

          
     

          
               

 

2حيث 

1 2 3, ,x x x R ،لحالة الأولىالمقابل ل الشكل المصفوفي إن: 1P   

1 2 2 1 1

2 2 2 2 2 2 2

3 2 2 3 3

3 3 0 3 3 0

3 2 1 3 2

4 0 4 4 0 4

x I I x x

x I I I x I x

x I I x x

           
         

             
                   

 

2Pمن أجل الحالة الثانية   :  

1 2 2 1 1

2 2 2 2

3 2 2 3 3

3 0 3 3 0 3

0 0 0 0 0 0

0 4 4 0 4 4

x I I x x

x x I x

x I I x x

           
         

           
                   

 

3Pمن أجل الحالة الثالثة : 

1 2 2 1 1

2 2 2 2

3 2 2 3 3

0 1 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 1 1

x I I x x

x x I x

x I I x x

           
         

           
                   

  

 (23)موضحة في الشكل 3𝒢,2𝒢,1𝒢التفاعلية الموجهةالبيانات  
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) بفرض أننا أُعطينا إشارة التحويل و  )t هذا يؤدي إلى ظهور ،(24)الموضحة بالشكل 

يناميكي د يتفاعل موجه وبيان (3.3)من الشكل  ةاتصال داخلي متحول ة ذاتخطي منظومة

)مقترن  )t𝒢. 

 

 

 

 

 

 : إشارة التحويل(24)الشكل 

الديناميكي  البيان الموجه التفاعليو  ةالاتصال الداخلي المتحول المنظومة ذاتبعد تقديم نموذج 

 سنقوم الآن بتوضيح المسألةالخطية المتزاوجة،  منظوماتلل

 بالشكل: ف الفضاء الجزئي عر لن

1 2{ ; ... }mn

nx R x x x      

pأنه من أجل كل بما P المصفوفةpA  مصفوفة مولدة هذا يقتضي أنه من أجل أي إشارة

)تحويل  )t يتحقق: 

( )( ) 0t mA I x

  

 
 

 

𝒢 𝒢 𝒢 

 : البيانات الموجهة التفاعلية(23)الشكل 

1 

 

2 

3 
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xمن أجل كل   . 

أيضاً مجموعة توازن يمثل ولكنه  اً ثابت اً جزئي اً فضاء فقط ليس الفضاء الجزئي  بالتالي

 . (3.3) منظومةلل

سوف نسعى إلى تقريب المسار إلى المجموعة  ةالاتصال الداخلي المتحول اتذ منظومةال في

، يجاد شروط علىالمشكلة الرئيسة هي إ فإنَّ  بالتالي( )t  تتضمن الاستقرار والجذب فيما

 .يتعلق بالفضاء الجزئي 

 يتم تحديدهُ المنظومة جاذب  نَّ إأي  ،خاصية فريدة ذات اندرسه تيال المنظومة سنرو لاحقاً أن

 الآلية التي يؤدي فيها ةحل مسألإلى  نسعىيجب أن  بالتاليو  ،بنية التزاوجمن خلال وحيد  بشكلٍ 

البيان الموجه التفاعلي الديناميكي
( )t

𝒢  ًمنظومةلل لتقاربيافي الاستقرار دورا. 

 ويمكن صياغة المسألة بالشكل التالي:

  :(1-3) سألةالم

كون بموجبه تالديناميكي والذي  الموجه التفاعليالبيان في  توفرها تي يجبالالشروط هي ما 

بشكل منتظم ة أو جاذب بشكل منتظم و/ ةمستقر (3.3)  ةالاتصال الداخلي المتحول منظومة ذاتال

 ؟بالنسبة للفضاء الجزئي 

لعندما تكون إ )شارة التحوي )t ن، أي إثابتة( )t p   لمن أجل pك P كون ت حينها

 انهوفي الحالة المعاكسة نقول إمع طوبولوجيا ثابتة،  انهنقول إو  ،الزمن ةثابت ةالمتحول منظومةال

 .مع طوبولوجيا ديناميكية

  ، المنظومة سوف تكتب بالشكل:Aفي هذه الحالة ليست هناك حاجة لوضع دليل للمصفوفة  
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(3.4 )                      ( )mx A I x  

 سوف ينقلنا إلى المسألة التالية: في هذه الحالة 𝒢الديناميكي  البيان الموجه التفاعلينلاح, أن 

 : (2-3) سألةالم

 ذات منظومةالكون بموجبه والذي ت 𝒢 البيان الموجه التفاعليما الشروط التي يجب توفرها في 

 ؟بالنسبة ليلفضاء الجزئي  ةو/ أو جاذب ةمستقر  (3.4)الاتصال الداخلي

 هذا الفصل.سوف نقوم بمناقشة هاتين المسألتين لاحقاً في 

 الخطية المتزاوجة ذات الطوبولوجيا الثابتة: المنظومات  3-3

 أيديم نتائج معممة من أجل تق سيتموبعد ذلك  ،حالة بنية التزاوج الدورية سيتم أولًا التركيز على

 تصال.الأ نوع من

  :(Cyclic Coupling Structure) بنية التزاوج الدورية  3-3-1

 الشكل: منت ملك بنية تزاوج دورية إذا كانت إنها عضو nمن  ةمؤلف منظومةنقول عن 

(3.5 )                                

1 2 1

2 3 2

1 1

1

n n n

n n

x x x

x x x

x x x

x x x

 

 

 

 

 

        

mحيث 

ix R.  

1mأن الحالة  لاح,   1للحالةتعميم بسيط هيm ، ،لذلك بدون المسا  بعمومية المسألة 

1m سوف نفرض أن  . 

 بالشكل المصفوفي التالي: السابقةيمكن كتابة المنظومة  بالتالي
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x Ax 

Aالشكل  Aتملك المصفوفة  حيث P I ، وفةكما أن المصف p تبديل المصفوفة  هي

بحيث يصبح  ،دوري لصفوف هذه المصفوفةبتبديل  نحصل عليها من المصفوفة الواحديةو 

 الصف الأول هو الصف الأخير.

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

P

 
 
 
 
 
 

 

 :(1-3)مبرهنة 

،  في كل مكان بالنسبة للفضاء الجزئي  ةجاذب (3.5) الاتصال الداخلي اتذ منظومةالإن 

 : يكون و 

0 0 0

1 2 ...
lim ( ) ( )1n

t

x x x
x t

n

  
 

1nsهو  pن كثير الحدود المميز للمصفوفة إ: الإثبات  ،المصفوفة  بالتاليp  تملكn قيمة   

المحايد بانزياح يساوي الواحد،  تكون جذور العنصر Aالقيم الذاتية للمصفوفةفإن بالتالي و  ،ذاتية

1nو هي الصفرتملك قيمة ذاتية  Aالمصفوفة هذا يعني أن   في نصف المستوي  ذاتيةقيمة

)ker يمكن بسهولة ملاحظة أن:و الأيسر،  )A  في كل  ةكون جاذبت(3.5) منظومةبالتالي ال

  وكذلك يكون:،  مكان بالنسبة إلى

1( ... ) / ( ) / 0T

nx x n Ax n   1 

 

I
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lim:  فإن لذلك ( )
t

x t


 

0 0 0

1 2 ...
lim ( ) ( )n

t

x x x
x t

n

  
 1 

 :التفاعلي أحادي الاتجاه( الموجه البيانحالة ) التعميم3-3-2

 الهيمثت يمكن تيال منظوماتالأي  ،التزاوج ىمع أي نوع من أنواع بن ةجزئي منظومة nمن أجل 

 معادلات من الشكل:ب

(3.7 )                             
1 1

1

1

( )

( )

n

ij j

j

n

n nj j n

j

x a x x

x a x x





 

 





              

mحيث 

ix R و ( ) 0i ja p  . 

1mأن مرة أخرو فرض سن فعلنا في الحالة السابقة، بحيث يصبح الشكل المصفوفي  ، كما

 : منظومةلل

(3.8 )                                  x Ax  

 مصفوفة مولدة. هي  Aنإ حيث

 :(2-3)مبرهنة 

xتوازن  من أجل أي حالة ةمستقر  (3.8) منظومةال . 

  :ثباتالإ 
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ةيمكن  3)إثبات هذه المبرهنة بشكل مشابه تماماً لإثبات المبرهن 5)  التي سنأتي إلى ذكرها

 لاحقاً.

 :(3-3)مبرهنة 

البيان الموجه إذا وفقط إذا كان  في كل مكان بالنسبة للفضاء الجزئي  ةجاذب (3.8)منظومةال

 : ، و يكون شبه قوي الاتصال 𝒢 التفاعلي

0

lim ( ) ( )
T

T
t

c x
x t

c

 1
1

 

 لقيمة الذاتية الصفرية.اقابل ي Aمتجه ذاتي يساري للمصفوفة Tcحيث 

 ت:ثباالإ 

2) مبرهنةاليتحقق من  عندئذٍ ف ،شبه قوي الاتصال 𝒢لزوم الشرط: إذا كان البيان الموجه  1) 

2)مبرهنة الو  13) ةن أ ن جميع القيم الذاتية أو  ،تملك قيمة ذاتية صفرية واحدة Aالمصفوف

أن و  1 هوالمتجه الذاتي المقترن  . ويمكن التحقق من أناً سالب اً حقيقي اً الأخرو تملك جزء

ker( )A .  في كل مكان بالنسبة للفضاء  ةجاذبهي منظومة  (3.8) المنظومةهذا يعني أن

 .الجزئي 

 اً جديد اً نُعرف متغير و ل .يقابل القيمة الذاتية الصفرية Aللمصفوفة اً يساري اً ذاتي اً متجه Tcليكن

Ty c x 0، فيكونT Ty c x c Ax    ويكون ( ) (0)y t y  0كل من أجلt  وبالتالي . 

0lim ( ) (0) T

t
y t y c x


  

 :، لدينامن جهة أخرو 

lim ( ) lim ( ) ( ) ( )T T T

t t
y t c x t c a a c

 
  1 1 
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limحيثُ إن  ( ) .
t

x t a


  :لدينا، aولنوجد قيمة  1

0( )T Ta c c x1 

 فيكون:

0T

T

c x
a

c


1
 

 وبالتالي:

0

lim ( ) ( )
T

Tt

c x
x t

c
 1

1
 

 يتحقق من عندئذٍ شبه قوي الاتصال،  يسل 𝒢 بيان الموجه التفاعليكفاية الشرط: بفرض أن ال

2) المبرهنة 1)البيان الموجهن أA𝒢 2عدد  يملكk  مغلقةالقوية المركبات من ال.  

2)حسب المبرهنة  13)،  المصفوفة نأنجد A جبري  عدادتذات تملك قيمة ذاتية صفرية  

2k وهندسي .  0 ابتدائيةحالة  نستطيع إيجادو بالتاليx  فيker( )A،  موجودة في غير

)kerو ذلك ممكن دائماً طالما أن بعد  .الفضاء الجزئي  )A  من الواحدتماماً أكبر.  

)ن أأي  ،tأجل كل من  0xالحل في ، سيبقى0x بتدائيةبالنسبة للحالة الإو  ) (0)x t x .

يفي كل مكان بالنسبة  ةجاذب يستل (3.8) المنظومة فإن بالتاليو  هذا و  .للفضاء الجزئ

 .يناقض الفرض

1m بفرض تعميم:  كالتالي المصفوفيشكل الكتب بت  (3.7) المنظومة: 

(3.9 )                           ( ) ( ) ( )mx t A I x t   
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   (1-3 ): نتيجة

 البيان الموجه التفاعليإذا وفقط إذا كان  في كل مكان بالنسبة إلى  ةجاذب (3.9) المنظومة

𝒢  ،تحقق أيضاً ويشبه قوي الاتصال: 

0( )
lim ( ) ( )

T

Tt

c x
x t

c


 

1
1

1
 

 يقابل القيمة الذاتية الصفرية. Aمتجه ذاتي يساري للمصفوفة Tcحيث

 : ثباتالإ 

 معطاة بالشكل:  mnmn المرتبةمن  قطريةباعتبار لدينا المصفوفة ال

m

mn

m

I

I

I

 
 

  
 
 

 

 بالترتيب التالي: mnIباختيار الصفوف من  pمصفوفة التبديل بناءيتم 

1,1 ,1 2 ,...

2, 2 ,2 2 ,...

, 2 ,3 ,...

m m

m m

m m m

 

  

2mعلى سبيل المثال من أجل  3وn : 

1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

P

 
 
 
 

  
 
 
  
 

  

 التالي: تبديلتقوم بال Pبملاحظة أن المصفوفة 
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0

( )

0

T

m m

A

P A I P I A

A

 
 

     
 
 

 

yالآن بتطبيق التحويل الإحداثي  px  ةالجديد المنظومة سنحصل على: 

( ) ( ) ( )my t I A y t  

mIشكل مع ملاحظة  A  لحصول على:وا  (3-3)ةمبرهناليمكننا تطبيق 

lim ( )
t

y t a


 1  

maلبعض R  يكون: 

lim ( ) lim ( ) ( )T T

t t
x t P y t P a a

 
    1 1 

البيان إذا وفقط إذا كان  في كل مكان بالنسبة للفضاء الجزئي  ةجاذب (3.9) المنظومةبالتالي 

 :يكون  شبه قوي الاتصال وأيضاً  𝒢 الموجه التفاعلي

0

2( )T

T

c I x
a

c




1
 

 . (3-3) ةمبرهنالن أن نحصل عليها بسهولة من التي يمك

 الطوبولوجيا الديناميكية: ذاتالخطية المتزاوجة  منظوماتال 3-4

الطوبولوجيا  ذاتالخطية المتزاوجة  منظوماتتركيزنا الآن إلى المشكلة الأكثر صعوبة، النحول 

 .الديناميكية
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 :(التفاعلي ثنائي الاتجاه البيانحالة )  بنية التزاوج المتناظرة  3-4-1

بعد  اتحالة كل عضو ذ إن فرض، بدون المسا  بعمومية المسألة، لنعضو nلدينا  بفرض

 فقرةبشكل مشابه كما في الالحالة ذات الأبعاد الأعلى يمكن أيضاً معالجتها  نوذلك لأواحد، 

 :بالشكل المصفوفي مثلةالديناميكية الم باعتبار لدينا مجموعة من المنظومات .ةالسابق

,px A x p P  

nxحيث  R الحالة الكلية من أجل  تمثلn عضو و
pA  متناظرةمصفوفات مولدة. 

: متقطعة الثابتة على مجالاتإشارة التحويل  تُعطي R P  ةالتحويل التالي منظومة : 

(3.10 )                                 ( )( ) ( )tx t A x t    

نفرض أن جميع إشارات التحويل منتظمة بشكل وف سلذلك  ،نحن لا نتعامل مع التحويل كسرعة

 كافٍ.

)لتكن  )dwell DS   0 زمن التقطيعالمرتبطة بتشير إلى مجموعة من إشارات التحويلD ،  أي

يجب أن نوضح أنه في حالة وجود  ،ن، الآD فترات التقطيع أن زمن التحويل يختلف باختلاف

في كل مكان بشكل منتظم بالنسبة  ة أعلاه جاذبةالمتحول المنظومةكون بيانية محققة تشروط 

  .للفضاء الجزئي

 : (3-4)مبرهنة 

)بفرض أن  ) ( )dwell Dt S   ٍبشكل منتظم في كل  ةجاذبتكون  (3.10)التحويل  منظومةعندئذ

)الديناميكي الموجه  يبيان التفاعلالإذا وفقط إذا كان  مكان بالنسبة ليلفضاء الجزئي  )t𝒢 

 :أيضاً  يتحققو شبه قوي الاتصال منتظم، 
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0 1

1 ...
lim ( ) ( )n

t

x x
x t

n

 
 1 

 .هذه المبرهنة نحتاح التمهيدية التالية لإثبات

 : (3-1)التمهيدية 

nبفرض أن  nA R   تملك قيم ذاتيةمصفوفة حقيقية متناظرة i  :تحقق 

1 1 1... ... 0n n k k            

ترمز للمتمم المعامد ليلفضاء الصفري  1Xولتكن  ،ترمز للفضاء الذاتي الصفري  0Xولتكن 

0X  ، ٍ1من أجل كل  عندئذx X :يكون 

T T

kx Ax x x 

1لتكن :الإثبات 2, ,..., nc c c متجهات ذاتية للمصفوفةA 1 تقابل القيم الذاتية,..., n  الترتيب  على

 عندئذٍ:

 

1xلذلك من أجل   X  يكون: 

1 1 2 2

...

( ... )

( ... )

T T T T T

k k k n n n

T T T

k k k n n

T T T T

k n n

T

k

x Ax x c c x x c c x

x c c c c x

x c c c c c c x

x x

 







  

  

   



 

 

1 1 1 2 2 2 ...

...

T T T

n n n

T T

k k k n n n

A c c c c c c

c c c c

  

 

   

  
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 : (4-3)إثبات المبرهنة 

0كنلزوم الشرط: لي { }X span معامد ليلفضاء الصفري المتمم المثل ي 1Xكن يول ،1
0X، بما 

pأنه من أجل كل  P المصفوفة 
pA تحقق أن ي بالتالي ،مصفوفة مولدة ومتناظرة هي

. 0pA 1  و. 0T

pA 1 من أجل كلp P. 

  :يكتب بالشكل (3.10)لمنظومةا المسار 

( ) ( ) ( )X t a t w t 1  

)حيث  )a t R 1و( )w t X  بي  السابقةبعد ضرب المعادلةT
 نحصل على  1

( ) ( )T X t na t1  

 ومن جهة أخرو لدينا:

( )( ) ( ) 0T T

tx t A x t 1 1  

)لذلك  )a t تكنل .اً ثابت اً حقيقي اً تكون عدد ( )a t a 0 في اللحظة الابتدائيةt t، :نحصل على 

0 0

1( ... ) /na x x n   

)الآن، لنبين أن  ) 0w t    0بشكل منتظم علىt. 

)بما أن   ) ( ) .w t X t a  )و  1 ). 0tA 1  

(3.11)                         ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )t tw t x t A x t A w t    
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نحن نعلم أنه من أجل أي 
0 1( )w t X الحل، يكون 

1( )w t X 0 من أجل كلt t. أنأي 

ةلل أمامياً  صامدةمجموعة  هي 1X المجموعة يجابياً إ. باختيار الدالة المعرفة (3.11)منظوم

1
( ) .

2

TV w w w 

)وبأخذ المشتق من  ( ))V w t  نحصل على: (3.11)ل الحل من كامعلى 

( )( ( )) ( ) . ( )T

tV w t w t A w t 

)نحن نعلم أن  ،(2.11)من خلال المبرهنة  )tA  ًبالتاليو  ،شبه معرفة سلبيا ( ( ))V w t  تكون

 نهايةلذلك يكون لها  ،أيضاً تكون محدودة من الأدنى بالصفرو   tدالة غير متزايدة بالنسبة إلى 

t عندما  ولنضع .: 

lim ( ( ))
t

V w t 


 

0يبقى أن نوضح أن  .  ً0أن  لنفرض جدلا  يكون: هذا يقتضي أن  

(3.12 )                        2
( ) 2w t                   

0tمن أجل كل  t.  إذا كان البيان الموجه التفاعلي( )t𝒢 عندئذٍ ف ،شبه قوي الاتصال منتظم 

0Tيوجد   0نه من أجل كل بحيث إt   اتحاد البيان الموجه([ , ])t t T𝒢  يكون شبه قوي

 الاتصال.

)بفرض أن  )t  0 أوقات متقطعةتقوم بالتحويل في 1, ,...t t ،  نقوم بإنشاء متسلسلة جديدة{ }kT 

 :بالطريقة التالية

0المجموعة  0T t  
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  إذا كان
0 1[ , ]i it T t t  ٍ1المجموعة  عندئذ iT t  

1 إذا كان 1[ , ]i it T t t   ٍالمجموعة عندئذ
2 iT t  

 وهكذا .......

0kبهذا التركيب لكل    لدينا
1k kT T T    هذا يعني أن اتحاد البيان الموجه

1([ , ])k kT T 
𝒢 

 يكون شبه قوي الاتصال. 

]1الفترة الزمنية في  ةالتفاعلي ةالموجه اتكن البيانتل , ]k kT T  بالشكل اةمُعط
vk𝒢,...,k𝒢  ولتكن

k,...,1معطاة بالشكل االمقابلة له اتالمصفوف kvA A، ةالموجه اتاتحاد البيان فإن بالتالي: 

1([ , ])k kT T 
𝒢 =

vk𝒢1 ...k𝒢 

]1رض أنه من أجل أي فترة زمنية نفل , ]k kT T  و( ) 0w t  ٍفضاء صفري من د لا يوج ، عندئذ

( )tA.  

)أن  جدلاً نفرض  لتبيان ذلك، ) 0w t  دائماً هناك فضاء صفري من وأن( )tA  خلال الفترة

]1الزمنية , ]k kT T ، ن أي إ( ) ( ) 0tA w t  بالتالي ( ) ( )kw t w T  1من أجل كل[ , ]k kt T T . 

  بالتالي:

1 ( ) 0,..., ( ) 0k k kv kA w T A w T  

 :يعني أنهذا 

(3.13 )                             1( ... ) ( ) 0k kv kA A w T   
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أن كل بيان موجه مقترن  هنا نذكر
k j

A
𝒢 للبيان الموجه اً معاكس اً موجه اً يكون بيان

kj
𝒢، فأن لذلك 

البيان الموجه المقترن 
( 1 ... )k kv 

𝒢  يدوحو مغلق قوي  يجزئ موجه   بيان   هو. 

 نجد إن (2.13) عندئذٍ بحسب المبرهنة ،شبه قوي الاتصال ما أن البيان الموجه المعاكسب 

ن الفضاء الصفري م
1 ...k kvA A  و }ه }span أن نجد  ،(3.13) بتطبيق المبرهنة .1

0( )kw T Xكون  ناقض، وهذا ي 
1( )kw T X  . على الرغم من ذلك يوجد

1[ , ]i k kt T T  

)نأبحيث  )iw t ة ليست في الفضاء الصفري ليلمصفوف
( )tA، نإ نعلم

( ) ( )t itA A
   لكل

1[ , ]i it T T   بحيث أنit  .وقت التحويل 

}من خلال إنشاء المتسلسلة   }iT  1نعلم أنit   1تكون أيضاً في[ , ]k kT T ،  الفرضية  كون تو

( ) ( )dwell Dt S  :تحقق أن 

1 1[ , ] [ , ] [ , ]i i D i i k kt t t t T T     

)ن هنا نقول إ )i jt K   من أجل بعضjK P، ينتج أنه  (3.1)بتطبيق التمهيدية  بالتالي

] الفترة خلال , ]
ii Dt t   :يكون 

2

( )( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )) ( )T T

t kj kjV w t w t A w t w t A w t w t    

0kjحيث    أكبر قيمة ذاتية غير صفرية منkjA  إلى أن: هنا نشير (2.12)تحقق 

( ( )) 2 kjV w t  

 بالتالي فأن:

1

1( ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) 2
k i D

k i

T T

k k D kj
T T

V w T V w T V w t dt V w t dt


 
 

      
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pوpA أكبر قيمة ذاتية غير صفرية من  لتكن  P،  ٍعندئذ : 

0( ( )) ( ( )) 2k DV w T V w T k   

lim ( ( ))k
k

V w T


  

) كون يناقض وهذا  ( ))kV w T بالتالي:  .غير سالب 

lim ( ) 0 lim ( )
t t

w t x t a
 

  1  

 بالتاليو  ،ولكنه يعتمد على  ،0tعدل التقارب لا يعتمد على الزمن الأولي نلاح, أن مُ و 

 . بشكل منتظم في كل مكان بالنسبة للفضاء الجزئي  ةكون جاذبت (3.10) ةالمتحول المنظومة

 .(3.5) ثبات المبرهنةمشابه لإ ثباتكفاية الشرط: الإ

 :)البيان التفاعلي أحادي الاتجاه( تعميم 3-4-2

الآن سنقوم  .متناظرة المنظومةمصفوفات  جميعقشنا الحالة التي تكون فيها نافي الفقرة السابقة 

 . فرضم هذه الحالة بدون هذا اليعمبت

 : المصفوفيبالشكل الديناميكية الممثلة  منظوماتأسرة من ال لدينابفرض 

;px A x p P  

nxحيث  R الحالة الكلية من أجل مثلتn  و ،عضوp   والمصفوفات  ،ةعة منتهيمجموpA 

 مصفوفات مولدة. إلا أنها ،ليست متناظرة بالضرورة

:من أجل إشارة التحويل  R P  بالشكل: ة تكون معطاةالمتحول المنظومة 

(3.14 )               ( )( ) ( )tx t A x t   
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 البيان الموجه نتيجة الاستقرار التالية أنه لا توجد شروط على نلاح, في 

 5-3):) مبرهنة

x توازن  موضعبشكل منتظم بالنسبة لكل  ةمستقر  (3.14)التحويل  منظومة . 

  الإثبات:

)بفرض أن إشارة التحويل  )t  0تقوم بالتحويل التالي 1, ,...t t  ، نلاح, أنه من أجل كل

1[ , ]i it t t  ،  يكون
( ) ( )it tA A   

 بالشكل:  مُعطاة نتقالمصفوفة الا نبفرض أ

( )( , ) exp( ( ))
ii t it t A t t   

]1من أجل كل , ]i it t t . 

 بالشكل:عن الحل  يمكن التعبيربالتالي  

(3.15 )                         0

1 1 0( ) ( , ) ( , )... ( , )i i ix t t t t t t t x    

pمن أجل كل  P  المصفوفةpA جميع  نفإ (2.10)مبرهنة ال وبحسبمصفوفة مولدة،  هي

مبرهنة ال بحسب بالتالي .الجداء هووكذلك  ،احتماليةمصفوفات  هي نتقالمصفوفات الا

0tأنه من أجل كل  يتحقق ،(2.15) t  1ومن أجل كل,...,i n إن ،( )ix t  اً تركيب يكون 

0لي  اً محدب 0

1 ,..., nx x محدب هيكل . وكذلك يكون في  (convex hull) 0 0

1{ ,..., }nco x x. 

xتوازن  موضع ذلك نلاح, أن أيل إضافةً     بالشكل معطى يكون .x a لتكن  . 1

0   وباختيار   0أي أجلمنt  يكون: 



102 
 

0 0( ) ix x i x a 
 

      

 :يتحقق 0xمن الواضح أنه من أجل كل 

0x x 


  

0 0 0

1{ ,..., } { , }n

n ico x x x R i x a 


     

0tنحن نعلم أنه من أجل كل  ،من جهة أخرو  t  يكون : 

0 0

1 1{ ( ),..., ( )} { ,..., }n nco x t x t co x x 

 :بالتالي فإن

( )x t x 


  

xتوازن  موضع بالنسبة لكلبشكل منتظم  ةمستقر  (3.14)التحويل منظومة أي إن .  الشروط

مع ذلك  للحالات المماثلة منتظمة في كل مكان هي نفسها بالنسبةالجاذبية التضمن البيانية التي 

ا الأعضاء في النهاية بشكل التي سيتقارب فيهو  عضو nلا يمكننا التنبؤ بالحالة المشتركة لي 

 .كنه يعتمد على إشارة التحويلول ،بتدائيةوهذا لا يعتمد على الحالة الإ متناظر،

 :(6-3) مبرهنة

 جاذبة في كل مكان بشكل منتظم ، منظومة التحويل بفرض أن 

شبه قوي  𝒢إذا وفقط إذا كان البيان الموجه التفاعلي الديناميكي  بالنسبة ليلفضاء الجزئي 

  [20]الاتصال منتظم.

( ) ( )dwell Dt S (3.14)

( )t
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 أمثلة ومناقشات: 3-5

pبحيث pA المنظومةات فرض أن مصفوفن ،(3.3) ةالمتحول ةالخطي لمنظومةا من أجل P 

الكلي على إشارة التحويل، وقد تنتج إشارات  المنظومةاعتماد  سوف يكون  عندئذٍ  ،معطاة وثابتة

ثابتة فإن إشارة التحويل هي دالة  ،بشكل عام .منظومةالتحويل المختلفة سلوكيات مختلفة تماماً لل

 هذا القسم في .وربما بعض الإشارات الخارجية ،الإخراج للزمن والحالة /على مجالات متقطعة 

نقدم تصنيفاً لأنواع من ثم سو  ،يرات الممكنة لإشارات التحويلسنلقي أولًا نظرة فاحصة على التغي

ة في دراسة خواص الرئيس للنتائجنناقش تطبيقاً محتملًا  ،أخيراً  .مختلفة من إشارات التحويل

 حولة.تالم موجبةال للمنظوماتالاستقرار 

 :(Time Dependent Switching) بالزمن  التحويل المرتبط 3-5-1

 ،من ست مركبات ترغب بالاتفاق على كميات معينة من الاهتماممكونة لدينا مجموعة  بفرض

خر بمعنى آ ،وبفرض أنه لا يسمح إلا بالتواصل من نقطة إلى نقطة ،ixوبفرض أن السرعة

لذلك يكون  ،استلام البيانات من الأخرو ب أوإما بإرسال البيانات  في أي وقت يسمح لكل مركبة

من أجل  .من المستحيل وجود روابط اتصال ثابتة بحيث يتم توصيل البيانات الموجهة المقابلة

التبديل يتم بشكل دوري بين وصلتي  ،التوصل إلى توافق في الآراء نقترح استراتيجية اتصال بديلة

 يكنلو  ،البيان الموجه هو اتجاه نقل البيانات اتجاهحيث يكون  24 اتصال مبينتين في الشكل

 : معطى بالشكلبروتوكول الاتفاق 

( )

( )
i

i j i

j N t

x x x


  

)حيث  )iN t  ةالمركب اتمجموعة جوار i  التي تستقبل البيانات في الوقتt ،ضمن هذا 

P{1,2} الإعداد   1المقابلة المنظومةمصفوفات 2,A A ولكنها ليست  ،تكون مصفوفات مولدة 
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  ن النموذج يكون ، لذلك فإمتناظرة

 

 

 اثنين من روابط الاتصال. نمثلانيين موجهيين تفاعليين يبيا :24)) الشكل

:حيث  R P  في الفقرة  ادرسناه تيال (3.14) المنظومةهذا مثال على و  .إشارة تحويل هي

 ن البيان الموجه التفاعلي يكون فإ نلاح, أنه بالنسبة لاستراتيجية الاتصال البسيطة هذهو  ،3.4.2

 ن الاتحاد يحدث مؤخراً. ، لذلك فإشبه قوي الاتصال منتظم

                                                                          زمنالتحويل المرتبط بالحالة وال  3-5-2

(Time and State Dependent  Switching): 

 لكل منها نموذج حركي بسيط و  ،نقطة تمثل روبوتات تتحرك في المستوي nبفرض لدينا 

(3.16 )                                       i ix u                                                                       

2حيث 

ix R 2 ،تمثل حالة التوقف

iu R هذا النموذج يوصف  ،يمثل مدخل تحكم السرعة

العثور على بنية الروبوتات المتحركة  يمكنو  .بما يسمى الروبوتات المتحركة بكافة الاتجاهات

 ،بكافة الاتجاهاتكل روبوت حر في التحرك بشكل متساوٍ  .[17] المرجع بكافة الاتجاهات في

 أيضاً يمكن أن يدور بشكل مستقل عن حركته الانتقالية.  و 

( )tx A x
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ويمكن التحكم بالكاميرا لتدور  ،ذات مجال رؤية مخروطي ابفرض أن كل روبوت يحمل كامير 

 بشكل مستقل.  

 . 1,4يبين أربعة روبوتات وحقول تشبه المخروط لرؤية الروبوتات (25) الشكل  

 

 مجالات رؤية تشبه المخروط. :(25)الشكل 

)لتكن  tفي الوقت  , )iN t x  ل الالخاصة بهذه الأعضاء داخل  جواراتالتشير إلى مجموعة حق

 .25 على سبيل المثال في الشكل .iلرؤية الروبوت يالمخروط

1( , ) {2,3}N t x                 ،4( , ) [1]N t x  

 استراتيجية التحكم على مستوو المركبة التالية:  تُعد

 .tفي الوقت لِجوارهِ يرسم اتجاه النقطة الوسطى  iالروبوت

( , )

0 ( , )

( ) ( ( ) ( )) ( , )
i

i

i
j i i

j N t x

N t x

x t x t x t N t x






 
 

   
  
 

 .tروبوت في الوقت nليالبيان الموجه  تحدد العلاقة المجاورة
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ن  ن ،البيانات الموجهة الممكنة جميع تمثل مجموعة Pلتك ثابتة على إشارة تحويل  ولتك

ومجال رؤية كل الكاميرات في  xوتحددها بناءً على الحالة، Pتأخذ القيم من ت متقطعةمجالا

 للروبوتات: ةالكلي المنظومةيتم الحصول على  بالتالي .tالوقت

(3.18 )                      
( , ) 2( )t xx A I x  

2nx حيث R والمصفوفة .الحالة الكلية هي
( , )t xA مرتبةذات الn n  يتم الحصول عليها من

 .tفي الوقت (3.17)

)إشارة التحويل الثابتة من أجل  , )t x،  0بتدائيةالحالة الامن أجل وx نتج ت (3.18) المنظومة

)0المسار , )x t x  . يمكن كتابة إشارة التحويل بالشكل: بالتاليو 

0( , ( , ))t x t x 

)نلاح, أن البيان الموجه التفاعلي الديناميكي  , )t x𝒢 يتم تحديدهُ حسب مجال عرض كل كاميرا، 

 فيتحكم لليمكن تصميم استراتيجية  ،بشكل مستقل لأنه يمكن التحكم بكل كاميرا لتدور وذلكً 

)إشارة التحويل الثابتة مستوو الكاميرا بحيث تنشأ , )t x،  يكون  إشارة التحويل هذهمن أجل و 

)0البيان الموجه التفاعلي الديناميكي المقترن  , ( , ))t x t x
𝒢  شبه قوي الاتصال منتظم لكل

0 2nx R والتي تؤدي بعد ذلك إلى تجميعn (3.6)بحسب المبرهنة  ذاتهُ  روبوتات في الموقع   . 

تقوم كل كاميرا بتدوير زاوية الرؤية في اتجاه عقارب الساعة بعد الاحتفاظ  ،على سبيل المثال 

 باستخدام ،زمنمن الواضح أن إشارة التحويل تعتمد على الحالة وال ،بثبات اتجاه عقارب الساعة

في هذه الحالة المحددة  .tساطةيتم تحديد إشارة التحويل بشكل وحيد بو ،  0xبتدائيالشرط الا

يكون لمعرفة ما إذا كانت استراتيجية التحكم على مستوو المركبة  (3.6)هنة مبر الالشرط في 
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فيما  .ات تتجمع في مكان مشتركواستراتيجية التحكم على مستوو الكاميرا تجعل مجموعة الروبوت

 يح هذه النقطة. يلي مثال بسيط لتوض

 : (3.2)مثال 

كل كاميرا تملك مجال رؤية يشبه  في المستوي، 1,2,3روبوتات تمثل النقاط  ةباعتبار لدينا ثلاث

 درجة. 30المخروط مع نصف قطر غير محدد وإطار العرض يمثل 

))في الشكل  مُعطاة هي كما استراتيجية التحكم على مستوي المركبة لنفرض إن . عندئذٍ 26

 استراتيجية التحكم على مستوي الكاميرا كما يلي:  تكون 

 ،ثم تدور ثلاثين درجة باتجاه دوران عقارب الساعة ،مدة خمس دقائقكل كاميرا تبقى ثابتة 

  .جراء مع مرور الوقت، نعيد هذا الإلنفرض أن الدوران يمكن القيام به على الفور

ان الموجه يمكننا رؤية أن البي 26 روبوتات موضحة في الشكل ةثلاثل الابتدائيمن أجل الشرط 

  (3.17)قانون التحكم  باستخدام نعلم أنهكما  3.5.مبرهنة ال وذلك بحسب ،متصل التفاعلي غير

 

26) : الشرط الأولي لثلاث روبوتات. )الشكل   
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0t وذلك من أجل كل 26 روبوتات في المثلث الموضح في الشكل ةستبقى ثلاث   ومن أجل

 .أي بيانات موجهة تفاعلية

من جهة أخرو مع استراتيجية التحكم على مستوي الكاميرا تقوم كل كاميرا بمسح الحقل بالكامل 

من الواضح أنه يمكن لكل كاميرا أن تستشعر الاثنين الآخرين في كل فاصل  ،دقيقة 60كل 

]) البيان الموجه الموحد التفاعليهذا يعني أن  ،دقيقة 60زمني قدره  , 60])t t 𝒢  ًمتصل تماما

)0البيان الموجه التفاعلي الديناميكي  فإن لذلك ،به قوي الاتصالوهو بالطبع ش , ( , ))t x t x
𝒢  يكون

على الرغم من أن البيان الموجه التفاعلي قد يحدث الالتقاء  بالتاليو  اً،ل منتظمشبه قوي الاتصا

 . لبعض الوقتيكون متصلًا لبعض الوقت ومنفصلاً 

هذا الإعداد تكون معروضة  ضمن روبوتات تتجمع في مكان مشترك ةمحاكاة لخمس

 . 27بالشكل

 : (State Dependent Switching)التحويل المعتمد على الحالة  3-5-3

يظهر  28الشكل  .rذات المدو المتماثل كافة الاتجاهاتب أن الروبوتات تحمل كاميرات لنفرض

تم تثبيت الكاميرا  الموجه التفاعلي في ذلك الوقت،والبيان  2مجال رؤية القرص الممثل للروبوت 

لا يمكن السيطرة على مجال الرؤية بشكل مستقل بدلًا من ذلك يتم  بالتالي ،2 على الروبوت

 . xتحديدها فقط من قبل حالة التوقف

كون في هذه الحالة ت (3.17)المعروضة في الشكل لدينا استراتيجية التحكم ذاتها  باعتبار

 :والتي لها الشكل روبوت  nمن اجلالكلية  المنظومة

( ) 2( )xx A I x  
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الابتدائيإشارة التحويل تعتمد على الحالة بإعطاء الشرط  نإلا أ ،(3.18تقريباً ) ذاتهُ  الشكلتملك 

0x 0ينتج المسار( , )x t x، يمكن كتابة إشارة التحويل بالشكل: بالتالي 

0( ( , ))x t x 

البيان الموجه التفاعلي الديناميكي يكون شبه قوي  بتدائيةهذه الحالة بالنسبة للشروط الا ضمن

لا يكون شبه قوي الاتصال فالأخرو  بتدائيةبالنسبة لبعض الشروط الاأما و  اً،الاتصال منتظم

عشرين ل . من خلال إجراء المحاكاةقابل للفحصغير  ((3.6مبرهنة الالشرط في  ويكون  .اً منتظم

كما هو  ،بشكل عشوائي اً ن روبوتيتم إنشاء المواقع الأولية لعشري ات السابقة،عضواً بالإعداد

لفهم إشارة التحويل المعتمدة على الحالة على أداء التجمع المقارب إلى  29مبين في الشكل 

كما هو  ذاتها بتدائيةالام بإجراء المحاكاة ثلاث مرات بالمواضع نقو  ،التأثير العام لموقع واحد

ختلف على وجه التحديد فيما يتعلق بمدو نطاق الاستشعار ي إلا أن .29 مبين في الشكل

 المستشعر.

م 30,25,50rفي حال اعتمدنا القي  لا يمكن تحديد مسار الروبوتات العشرين في الشكل 

 على التوالي. 30,31,32

25rتشير نتائج المحاكاة على أن نطاق الاستشعار    يحقق أن البيان الموجه التفاعلي

لا تتقارب  بالتاليو  ،لابتدائيه قوي الاتصال منتظم من أجل الشرط اشبلا يكون الديناميكي 

 ولكن في موقعين للاستشعار . ،الروبوتات في مكان واحد
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الشكل  (27): مسارات خمسة أعضاء والبيانات الموجهة التفاعلية  
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30,50rمن أجل نطاق الاستشعار    البيان الموجه التفاعلي الديناميكي يكون شبه قوي

 والتقارب مع نتائج موقع واحد.  لابتدائيللشرط ابالنسبة  اً الاتصال منتظم

 

 

 

 

، تهيئة بعض الروبوتات بعيداً عن البقية تمن الواضح أنه إذا تممن خلال إعداد الكاميرا هذا 

فلن يحدث الالتقاء أبداً في الفكر الثاني يمكن بالتالي  ،نها لا تأتي أبداً إلى مجالات رؤيتهافإ

ن ، فإلسوء الح, .للمرء أن يسأل عما إذا كان البيان الموجه التفاعلي متصلًا في البداية

طي هذه ليست جيدة بما فيه الكفاية لحل مشكلة الالتقاء على الرغم من أن استراتيجية التحكم الخ

لأنه قد يؤدي إلى قطع اتصال البيان الموجه المتصل  ،البيان الموجه التفاعلي الأولي متصل

 بالفعل. 

 :(Switched Positive Systems) ةالموجب المتحولة منظوماتال3-5-4   

ي جميع المصفوفات تكون حيث  المنظومة باعتبار لدينا مجموعة من مصفوفات  ه

تعطي إشارة التحويل  .مصفوفات ميتزلر مع مجموع صفوف أقل من الصفر أو تساويه

 : حويلة التممنظو  

( )                            

 المنظومة بالمنظومة الموجبة. تسمى هذه

{ , }pA p P

: R p 

3.19( )( ) ( )tx t A x t

1 

2 
3 

4 
  

 : مجال رؤية يشبه القرص(28) لشكلا
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 بتداييةالمواقع الا:  (29)الشكل 

 

 30 الاستشعارنطاق : (30)الشكل 
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 25 نطاق الاستشعار: 31))الشكل

 

 50 : نطاق الاستشعار(32)الشكل 
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تطبيقات واسعة في العلوم الاجتماعية وبعض المجالات الأخرو، نضيف عضواً افتراضياً  اوله

 .  ربمعنى آخ، ونحاف, عليها ثابتة، لبدءفي ا مع حالة 

 عضو كالتالي : n+1يمكننا كتابة منظومة جديدة مكونة من  ونلاح, أنه بالنسبة لكل 

( )                         

ث تشير إلى مصفوفة  ولتكن  ،ن م المدخل ذو الدليلين  تشير إلى حي

  .المنظومة

مولدة  مصفوفة هي  فإن بالتاليو  .غير سالبةنلاح, أن  ،من المنظومة أعلاه

هو الحل   (3.19)ن م ل علاوةً على ذلك، نلاح, أن مسار الح .ل من أجل ك

 للمنظومة المتحولة التالية:  الجزئي التالي

( )                         

تكون غير متناظرة  (3.19)المنظومة المتحولة  و  ابتدائي من أجل أي شرط 

 ةالتحويل الجديد ومةنظم تكانوفقط إذا إذا  فيما يتعلق بتقطة البدء،مستقرة في كل مكان و 

 .في كل مكان بالنسبة إلى  ةجاذب (3.21)

0x
0

0 00 0x x 

p P

3.20
0 0

1

1

0 0

( )

( )

n

ij

j

pn

nj

j

a px x

Ax x

a p





 
 
    
    
    
  
 





( )ija p( , )i jpA
pA

1

( )
n

ij

j

a p


pA

p P( )x t

( )x t

3.21
0 0

( )

( ) ( )

( ) ( )
t

x t x t
A

x t x t


   
   

   

0x0 0x 


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، عضو بناءً على  n+1من أجل  𝒢الموجه التفاعلي الديناميكي  عرفنا البيان لقد

التي تم تحويلها مستقرة في كل مكان بدون  (3.19)بالتالي يمكننا معرفة ما إذا كانت المنظومة و 

 شبه قوي الاتصال منتظماً.  𝒢إذا كان  فيما عن طريق التحقق وذلكفيما يتعلق بنقطة البدء، 

 : (3.3)مثال 

 :ينالمصفوفتوباعتبار   لنأخذ

 

منظومة تصبح  بالتاليو  ، 34في الشكل كما هي مبينةتعطى إشارة التحويل الدورية المتقطعة 

  .مستقرة أم لامنظومة التحويل ولنبين الآن فيماإذا كانت .  3.19التحويل من الشكل

عضو  نضيف . الحالاتوالتي تتوافق مع  1,2المسميين عضوين المنظومة تتكون من ال

أجل كل و ذلك من  (3.20)على منظومة أصلية من الشكل  فنحصل، اً صفر  نسميهظاهري 

البنية التفاعلية لثلاثة أعضاء من  𝒢،𝒢البيانات الموجهة التفاعلية تصف بالتالي، و  .

لاح, ن ، حيث33 في الشكل كما هي مبينة الحصول عليها  بسهولة يمكنوالتي  ،أجل

 شبه قويي الاتصال.ليسا   𝒢,𝒢البيانين أن 

 

تفاعليان ان: بيانان موجه( الشكل  (29  

 

( )t( )tA

( )t

{1,2}P 

1 2

3 2 0 0

0 0 1 2
A A

   
    

   

1 2,x x

p P21

1,2p 

21
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أجل إشارة التحويل  منوذلك  شبه قوي الاتصال ومنتظم 𝒢لكن البيان الموجه التفاعلي 

الأعضاء الثلاثة تتلاقى في كل مكان في  فإن بالتاليو  .((34 المعطاة في الأسفل في الشكل

هذا يعني أن و ، عند نقطة البدء بالإضافة لذلك، نلاح, أن العضو الظاهري ثابتو  .النقطة ذاتها

 .بدءنقطة اليتعلق بمنظومة التحويل الأصلية تكون مستقرة وغير متناظرة فيما 

  .واليعلى الت 35))و (34) ينفي الشكلمبينة الطور  أشكالبيان الاستجابات الزمنية و  

 

 

 : الاستجابات الزمنية وإشارة التحويل( (34الشكل

 

 

 

( )t
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 : مسار مقارب مستقر(30)الشكل 
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 المصطلحات العلمية

 

Adjacency matrix                                                                                                    مصفوفة الجوار 

Associated digraph                                                                                         البيان الموجه المقترن     

Closed                                                  

                                                 

 مغلق                                           

Cycle                                           دورة 

Diagonal matrix            مصفوفة قطرية 

Digraph                                                                                                                     البيانات الموجهة 

discontinuities               حالات التوقف 

Discs                                          أقراص 

Entry                        إدخال 

Equilibrium set            مجموعة توازن 

Generator                                             مولدة 

Globally reachable   يمكن الوصول إليها من

 كل مكان                 

Induced supdigraph                        بيان موجه جزئي محدث 

Interaction                                                                 تفاعلي 

Irreducible                                غير قابلة للاختزال 

Linear system              منظومة خطية 
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Location                                                                                موقع 

Nodes                                                         العقد 

Opposite digraph                                   البيان الموجه المعاكس 

Path                                                        مسار 

Periodic                                                       دوري 

Positive definite 

 

 معرفة أيجابياً             

Primitive                                                         أولي 

Semiwalk                                                    شبه ممر 

Shifting                                                       تحويل 

Simple eigenvalue           قيمة ذاتية بسيطة 

Stability                     استقرار 

State 

 

 حالة                        

Strong component                                                 مركبة قوية 

Supsystem             منظومة جزئية 

Switched interconnected linear 

system 

المنظومة الخطية         

الاتصال الداخلي   

 المتحولة           

Switching signal                                              إشارة التحويل 

Union                                                         اتحاد 

Walk                                                          ممر 
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Summary of the Dissertation 

Thesis is divided into three chapters as follows:  

First Chapter: Introduction to Dynamical Systems 

In this chapter, we mention some definitions related to graph theory, and 

indicate when the set is stable or the dynamical system is stable in 

relation to the invariant set. Moreover, we illustrate attractiveness of a 

dynamical system and mention when the invariant set is attractive or the 

dynamical system is attractive with respect to the invariant set.  

Second Chapter: Non-negative Matrices and Directed Graphs 

Here, we define some terms related to dynamical statement theory and 

review the proof of some theorems linking non-negative matrices and                

dynamical statement theory, through which we are able to know some 

properties of non-negative matrices based on dynamical statement theory. 

Also, we define Kronecker product of two matrices and mention cases 

when the matrix is stable of type ( , )H m , based on directed graphs 

associated with that matrix.                                                                                            

Third Chapter: Coupled Linear Dynamical Systems 

In this chapter, we mentioned some definitions related to coupled 

dynamic systems and divide the coupling structure into four cases, i.e. 

(cyclic coupling structure, unidirectional interactive graph with fixed 

topology, bidirectional interactive graph with dynamic topology and 

unidirectional interactive graph with dynamic topology).  

In each of the above mentioned cases, necessary and sufficient conditions 

related to stability and attraction were obtained with respect to 

equilibrium state and stability region. 
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