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 شروط النشر في مجلة جامعة البعث 
 :الأوراق المطلوبة

   CD / wordبدون اسم الباحث / الكلية / الجامعة( +  ة من البحث  ورقي  ةنسخ  2 •
 . لبحث منسق حسب شروط المجلةمن ا
 طابع بحث علمي + طابع نقابة معلمين. •

 اذا كان الباحث طالب دراسات عليا: •
يجب إرفاق  قرار تسجيل الدكتوراه / ماجستير + كتاب من الدكتور المشرف بموافقته على  

 ر في المجلة.النش
 اذا كان الباحث عضو هيئة تدريسية:   •

يجب إرفاق  قرار المجلس المختص بإنجاز البحث أو قرار قسم بالموافقة على اعتماده 
 حسب الحال. 

 اذا كان الباحث عضو هيئة تدريسية من خارج جامعة البعث :  •
رأس عمله   يجب إحضار كتاب من عمادة كليته تثبت أنه عضو بالهيئة التدريسية و على

 حتى تاريخه. 
 اذا كان الباحث عضواً في الهيئة الفنية :  •

يجب إرفاق كتاب يحدد فيه مكان و زمان إجراء البحث , وما يثبت صفته وأنه على رأس 
 عمله.

يتم ترتيب البحث على النحو الآتي بالنسبة لكليات )العلوم الطبية والهندسية  والأساسية  -
 والتطبيقية(:
 ـ ملخص عربي و إنكليزي ) كلمات مفتاحية في نهاية الملخصين(.    عنوان البحث ـ 

 مقدمة   -1
 هدف البحث   -2
 مواد وطرق البحث    -3
 النتائج ومناقشتها ـ   -4
 الاستنتاجات والتوصيات .   -5
 المراجع.   -6
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  –التربيــة     -الاقتصــاد  –الآداب  )    يــتم ترتيــب البحــث علــى النحــو الآتــي  بالنســبة لكليــات -
 بية الموسيقية وجميع العلوم الإنسانية(:التر   –السياحة   –الحقوق 

 عنوان البحث ـ ـ ملخص عربي و إنكليزي ) كلمات مفتاحية في نهاية الملخصين(.     -
 مقدمة.  .1
 مشكلة البحث وأهميته والجديد فيه. .2
 أهداف البحث و أسئلته.  .3
 فرضيات البحث و حدوده.  .4
 مصطلحات البحث و تعريفاته الإجرائية.  .5
 ات السابقة. الإطار النظري و الدراس .6
 منهج البحث و إجراءاته. .7
 عرض البحث و المناقشة والتحليل .8
 نتائج البحث. .9

 مقترحات البحث إن وجدت. .10
 قائمة المصادر والمراجع.  .11

 يجب اعتماد الإعدادات الآتية أثناء طباعة البحث على الكمبيوتر:   -7
 .B5  25×17.5قياس الورق  -أ
 سم  2.5يسار   -2.5يمين    – 2.54أسفل  -2.54هوامش الصفحة: أعلى  -ب
 1.8/ تذييل الصفحة  1.6رأس الصفحة  -ت
  20قياس   Monotype Koufiنوع الخط وقياسه: العنوان ـ   -ث

  Simplified Arabicعـادي ـ العنـاوين الفرعيـة    13قيـاس    Simplified Arabicـ كتابة النص  
 عريض.   13قياس  

 سم.12ج ـ يجب مراعاة أن يكون قياس الصور والجداول المدرجة في البحث لا يتعدى  
في حال عدم إجراء البحث وفقاً  لما ورد أعـهه مـن إشـارات فـإن البحـث سـيهمل ولا يـرد   -8

 البحث إلى صاحبه.
تقــديم أي بحــث للنشــر فــي المجلــة يــدل ضــمناً  علــى عــدم نشــره فــي أي مكــان   ــر, وفــي   -9

 ث للنشر في مجلة جامعة البعث يجب عدم نشره في أي مجلة أ رى.حال قبول البح
 الناشر غير مسؤول عن محتوى ما ينشر من مادة الموضوعات التي تنشر في المجلة  -10
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[ ثـم رقـم الصـفحة ويفضـل اسـتخدام  1تكتب المراجع ضمن الـنص علـى الشـكل التـالي:   -11
شـــير الـــرقم إلـــى رقـــم المرجـــع  حيـــث ي  WORDالتهمـــيش الإلكترونـــي المعمـــول بـــه فـــي نظـــام وورد  

 الوارد في قائمة المراجع. 
 تكتب جميع المراجع باللغة الانكليزية )الأحرف الرومانية( وفق التالي:

 آ ـ إذا كان المرجع أجنبياً:
الكنية بالأحرف الكبيرة ـ الحرف الأول من الاسم تتبعه فاصلة ـ سـنة النشـر ـ وتتبعهـا معترضـة      
يوضع تحته  ط وتتبعه نقطة ـ دار النشر وتتبعها فاصـلة ـ الطبعـة ) ثانيـة  ( عنوان الكتاب و  -) 

 ـ ثالثة ( ـ بلد النشر وتتبعها فاصلة ـ عدد صفحات الكتاب وتتبعها نقطة.
 وفيما يلي مثال على ذلك:
. Willy, New York, Flame Spectroscopy –MAVRODEANUS, R1986-

373p.  
 راً  في مجلة باللغة الأجنبية:ب ـ إذا كان المرجع بحثاً  منشو 

ـ بعد الكنية والاسـم وسـنة النشـر يضـاف عنـوان البحـث وتتبعـه فاصـلة, اسـم المجلـد ويوضـع تحتـه  
 ــط وتتبعــه فاصــلة ـ المجلــد والعــدد ) كتابــة مختزلــة ( وبعــدها فاصــلة ـ أرقــام الصــفحات الخاصــة  

 بالبحث ضمن المجلة.
 مثال على ذلك: 

,  Clinical Psychiatry Newsain Diseases BUSSE,E 1980 Organic Br
Vol. 4. 20 – 60 

ــل إلــى اللغــة الإنكليزيــة و   ــة فيجــب تحويل ج. إذا كــان المرجــع أو البحــث منشــوراً باللغــة العربي
 التقيد 

 (  In Arabicبالبنود )أ و ب( ويكتب في نهاية المراجع العربية: ) المراجع  
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 :رسوم النشر في مجلة جامعة البعث

 
 

( ل.س عشرون ألف ليرة سورية عن كل بحث 20000دفع رسم نشر ) .1

 لكل باحث يريد نشره في مجلة جامعة البعث.

2.   ( نشر  رسم  كل 50000دفع  عن  سورية  ليرة  الف  خمسون  ل.س   )

 بحث للباحثين من الجامعة الخاصة والافتراضية .

3.   ( نشر  رسم  خارج 200دفع  من  للباحثين  فقط  أمريكي  دولار  مئتا   )

 العربي السوري .  القطر

4.   ( مبلغ  على 3000دفع  موافقة  رسم  سورية  ليرة  آلاف  ثلاثة  ل.س   )

 النشر من كافة الباحثين. 
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الإرجاع الكهروكيميائي للزمرة الكربوكسيلية 
في مركب حمض البنزوئيك بالطريقة 

 البولاروغرافية
 

 عمران بلال  طالـــب الدراســات العليــا:
 جامعة: البعث –كلية: العلوم  

 د. صالح الرحيل ديب باكير +  الدكتور المشرف:
 

 الملخّص 
حمض   مركب  في  الكربوكسيلية  للزمرة  الكهركيميائي  الإرجاع  دراسة  البحث  هذا  في  تمّ 

 البولاروغرافية على مسرى الزئبق:  البنزوئيك بالطريقة
-  ( المستمر  التيار  بطريقة  البولاروغرافية  الدراسة  الزئبق  DCأظهرت  مسرى  على   )

المُعتدل المائي  الوسط  في  يُرجع  البنزوئيك  أن حمض   , عند   القطّار  إلكترونات  بأربعة 
mV   𝐸1 1587- =كمون نصف موجة )

2

 و ينتج مركب الكحول البنزيلي. , (

( لم تظهر أي قمّة لإرجاع حمض  NaOH( , و القلوي )HClفي الوسط الحمضي ) -
 البنزوئيك.

 نتشاريّة.التفاعل يجري بالآلية الاأنّ بينت الدراسة الحركية لتفاعل الإرجاع   -

بيّنت الدّراسة البولاروغرافية أنّ وجود الزمر الساحبة , أدّى إلى انزياح كمون إرجاع   -
 الزمرة الكربوكسيلية إلى القيم الأقل سلبية حيث تمّ الإرجاع عند كمون نصف موجة 

 (𝐸1

2

 = -561.05 mV )   

, مسرى الزئبق , كمون الإرجاع ,   بولاروغرافية , حمض البنزوئيك كلمات مفتاحية :
 الإرجاع الكهركيميائي , الآلية الإنتشارية , الزمر الساحبة. 
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Electrochemical reduction of the 
carboxylic group of benzoic acid by 

polarographic method 
Summary 

In this paper, the electrochemical reduction of the carboxylic group 
in the compound of benzoic acid was studied by the polarographic 
method on the mercury electrode:                                          
-Polarographic study using direct current (DC) method on the      
  mercury electrode showed that benzoic acid reduced four          
  electrons in the mild aqueous medium at a half-wave potential   
  (𝐸1

2

= -1587 mV), and produces benzyl alcohol.                       
-In acid (HCl) and alkaline (NaOH) mediums, no peak of benzoic 
   acid was shown.                                                            
-The kinetic study of the reduced reaction showed that the          
  reaction takes place by the diffusive mechanism.                    
- The polarographic study showed that the presence of the pull    
   groups led to the shift of the reduced potential of the carboxylic 
   group to the least negative values, where it was reduced at the 
   half-wave potential (𝐸1

2

= -561.05 mV). 

Key words: polarographic, benzoic acid, mercury electrode, 
reduced potential, electrochemical reduction, diffusion mechanism, 
pull groups. 
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 المقدّمة

الأكسدة و  تفاعلات  تأخذ   , العضوية بشكل خاص  الكيمياء  و  الكيمياء بشكل عام  في 
لا أن العضوية إ سية في اصطناع المركبات  الإرجاع أهمية كبرى كونها من الطرائق الرئي

هذه التفاعلات تمر بعدة مراحل و تحتاج إلى تطبيق شروط قاسية من حرارة و ضغط و 
النظرة قد تغيرت   المناسبة  هذه  الحفازات  إلى  الحاجة في إجرائها  زمن تفاعل طويل و 

م عندما اكتشف ياروسلاف هيروفسكي الطريقة البولاروغرافية )علم 1922بدءاً من العام  
بالمساري  الاستقطاب الحفازات  استبدال  تم  حيث  الكهركيميائي  التحليل  كإحدى طرائق   )

مركبات  على  الحصول  يمكن  الفولتومترية  بالطرائق  محددة  كمونات  تطبيق  ومن خلال 
جديدة و مغايرة في بنيتها لبنية المادة الأولية , كما تمكننا الطرائق الفولتومترية من تحديد 

 ة الأكسدة و الإرجاع.الآلية التي تتم وفقها عملي

 المجموعات العضوية الفعالة قطبياُ :  - 1

تعتمد على دراسة مركبات قابلة للأكسدة و الإرجاع ,   بما أنا طرائق التحليل الكهركيميائي
  ( الكربونيل  زمرة  على  الحاوية  العضوية  المركبات  الحاوية C=Oفكانت  المركبات  و   )

( النترو  المدروسة في عمليات الأكسدة و الإرجاع 2NOعلى زمرة  المركبات  أهم  ( من 
ة من جهة , و مستقطبة من الكهركيميائي , حيث تتميز زمرة الكربونيل بكونها غير مشبع

-1]  جهة أخرى , الأمر الذي جعلها تدخل في تفاعلات الإرجاع الكهركيميائي بسهولة
3].  

 )علم الاستقطاب( :                                                    البولاروغرافية - 2

تسليط   عن  الناتج  التيار  قياس  خلالها  من  يتم  الكهركيميائي,  التحليل  طرائق  من  هي 
التحليل   خلية  في  معين  مصطلح   ,    [4]كمون  من    Voltametryو                               آتٍ 
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  (Volt – amper – metry( أي المتغيرات في هذه الطريقة هي الكمون )E  و التيار )
(I( بين  المقاس  التركيز  مدى  يتراوح  و   )M 6-10 – 2-10 بحدود النسبي  الخطأ  و   )
(2% ).[4] 

في  الاستقطابية  الطرائق  تجعل   , العالية  الحساسية  و  السرعة  و  التكاليف  انخفاض  إن 
 [5]مقدمة الطرائق التحليلية المعروفة على الرغم من انتقائيتها المحدودة 

 وغراف :البولار  - 3

البولاروغرافية الخلية  من  البولاروغراف  على   يتكون  للحصول  اللازمة  الكهربائية  )الدارة 
 [5]كمون ( تحوي الخلية البولاروغرافية على ثلاثة مساري :  –منحني التيار  

1- ( القطار  الزئبق  مسرى  مثل  مستقطب  صغير  )المسرى  DMEمسرى  يدعى   )
 العامل(,حيث يُغمر الأنبوب الشعري للمسرى في محلول العينة المدروسة. 

 ادة يكون مسرى الكالوميل المشبع لمستقطب( , وهو ع المرجعي )غير ا المسرى  -2
)العدّ  -3 المساعد  المسرى  المسرى  في  المار  التيار  مقدار  ضبط  و  لزيادة   , اد( 

 (1)الشكل  العامل , ويكون عادة من مادة خاملة مثل البلاتين أو الجرافيت.

 

 ( : الخلية البولاروغرافية1الشكل )
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 هدف البحث : 

1-  ( الكربوكسيلية  للزمرة  الكهركيميائي  الإرجاع  مركب  دراسة  في   )
 حمض البنزوئيك, باستخدام الطرائق الكهركيميائية )البولاروغرافية(

 دراسة تأثير طبيعة و تركيب المحلول على نواتج وسير عملية الإرجاع.  -2
دراسة تأثير وجود الزمر الساحبة لللإلكترونات كمتبادلات مع الحلقة العطرية ,  -3

 على سير و ناتج العملية المسروية.
دراسة حركية تفاعل الإرجاع الكهركيميائي من خلال دراسة تأثير سرعة المسح   -4

 على العملية المسروية.
 دلات المناسبة.تحديد الآلية التي تحدث بها تفاعلات الإرجاع و اقتراح المعا -5

 البحث :  مواد و طرائق

 المحاليل المائية المُستخدمة : - 1

( البنزوئيك  )BAحمض  البنزوئيك  نترو حمض  بارا   ,  )PNBA  الماء كلور  , حمض   )
(HCl( هيدروكسيد الصوديوم , )NaOH. ) 

 تم تحضير جميع المحاليل المُستخدمة باستخدام ماء ثنائي التقطير.

 المُستخدمة : الأجهزة  - 2

 (Metrohm computrece 797VA) أمبيرومترية( من طراز :  –محطة )فولت  
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 ( Metrohm computrece 797VA)أمبيرومترية من طراز :   –المحطة الفولت ( : 2الشكل )

 جهاز الماء المُقطّر. -
 دوارق , بياشر , ماصات , سلندرات , و زجاجيات مختلفة.  -

 البولاروغرافية : الموجة  - 3

إلى الكهرليت الداعم الذي طُرد   كهركيميائياً   كمية صغيرة من المادة الفعالة  عندما نضيف 
الأكسجين  رسم  منه  و  البولاروغرافية  الخلية  بدلالة   في  التيار  لتغيرات  البياني  التمثيل 
نلاحظ زيادة في التيار , هذه الزيادة تقابل إرجاع المادة المدروسة , و    الكمون المطبق 

)الموجات(   بـ  التيار  التغيرات في  البولاروغرافية شكل    [6]تُسمى هذه  للموجة  , و يكون 
 ( :DC( و ذلك بطريقة التيار المستمر )Sحرف )

 

 [4]( DCبطريقة التيار المستمر )  ( : الموجة البولاروغرافية3الشكل )
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في   -  4 الحاصلة  المسروية  العملية  في  المنتقلة  الإلكترونات  عدد  حساب  طريقة 
 [7-1].الطريقة البولاروغرافية , 

مرتبط مباشرة بسرعة انتقال الإلكترون , ومن شكل الموجة   شكل المنحنيات البولاروغرافية
البولاروغرافية يمكن تحديد العدد الإجمالي للإلكترونات المنتقلة في العمليات المسروية و  

 :ذلك بالاعتماد على معادلة )نرنست ( التالية 

 (.log 𝒊𝒅−𝒊

𝒊
 E = 𝑬𝟏

𝟐

 + 𝟎.𝟎𝟓𝟗

𝜶𝒏
) 

E:  الكمونات المطبقة   ,   𝑬𝟏

𝟐

لكل قيمة من  التيار المقابل    :,  i كمون نصف الموجة:  

 .  التيار الحدي :𝒊𝒅قيم الكمون المختارة,   

n:  المتبادلة الإلكترونات  للموجة    في  عدد  المولدة  المسروية  العملية  جريان  أثناء 
 البولاروغرافية 

𝛂:  )معامل التصحيح )معامل نقل الشحنة 

اللوغارتمية    log 𝑖𝑑−𝑖من خلال رسم العلاقة 

𝑖
بدلالة قيم الكمونات المطبقة , نحصل     

0.059على خط مستقيم ميله يساوي   

𝛼𝑛
المنتقلة كما هو    ( عدد الإلكترونات nومنه نحدد )   

 ( التالي :5موضح في الشكل )

 

 : يبين كيفية حساب عدد الإلكترونات المتبادلة في العملية المسروية( 4الشكل )
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 [7],[8]. (𝛂خطوات حساب )  - 4

و هو الفرق بين كمون المسرى العامل )الكمون التوازني(  (  ŋنوجد فوق الكمون ) -1
   (انزياح كمون المسرى عن القيمة التوازنية)و كمونات التفاعل  أو 

E – eqE=  Ŋ 

Ŋ الكمون,: فوق eqE  , )كمون المسرى العامل )الكمون التوازني :E . الكمون المقاس : 

 ( و هما ثوابت لمعدن ما , من العلاقة : a , bنحدد قيمة كل من الثابتين )  -2

Ŋ = a + b.log (i) 

بـ علاقة )تافل( و قد حصل عليها عام   العلاقة  تفاعل  1950تسمى هذه  م عند دراسة 
 انطلاق الهيدروجين من المحاليل الحمضية.

( الكمون  فوق  لتغيرات  البياني  التمثيل  خط   log(i)بدلالة   (  ŋنرسم  على  نحصل  و 
 ( : aتساوي )( ŋ( و نقطة تقاطعه مع محور )bمستقيم ميله يساوي )

0. ln i 𝑹.𝑻

𝜶𝒏𝑭
 -a =     ,𝟐,𝟑𝟎𝟑𝑹𝑻

𝜶𝒏𝑭
b =   

 ( قيمة  و  aتتفاوت  للزئبق  جداً  صغيرة  كانت  و  آخر  لمعدن  معدن  من  كبير  بشكل   )
 [5].( تتناسب مع درجة الحرارة المطلقة bالرصاص , قيمة )

𝒂( تيار التبادل , من العلاقة :   0i( حيث ) 0log iنوجد المقدار ) -3

𝒃
) = 0log (i  

   :باستخدام العلاقة  -4

            𝑪𝟎
°. log 𝜶) -) = log(const) + (10log (i            𝑪𝟎

°𝜶. 𝑪𝟎
°(𝟏−𝜶). 𝑲𝒔

𝒎= n.F.  0i   
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F(    1: ثابت فاراداي و يساوي-C.mol 96500 ) 

𝐾𝑠
𝑚 رعة التفاعل المباشر المقاس : ثابت س  ,   :  𝐶0

تركيز المادة الأولية في عمق  °
𝐶𝑅,  المحلول

 تركيز المادة الناتجة في عمق المحلول . : °

( و نحصل على خط بياني   𝐶0logبدلالة  )  (0log i (  نرسم التمثيل البياني لتغيرات  
 ( .αومنه نوجد قيمة )  m = (1-𝛼( و بالتالي الميل )  𝛼 – 1ميله يساوي )

 

 النتائج و المناقشة :

 :  لبنزوئيك على مسرى الزئبق القطّارالكهروكيميائي لحمض االإرجاع 

 : دراسة تأثير طبيعة الوسط على الإرجاع الكهركيميائي لحمض البنزوئيك -1

A  - : في الوسط المائي المعتدل 

 (: OHCO-5H6Cقمنا بدراسة الإرجاع الكهروكيميائي لمركب حمض البنزوئيك ) 

 

ي التي  الآلية  اقتراح  و  القطّار  الزئبق  مسرى  التفاعل على  معادلة  و  التفاعل  بها  تم 
الحاصل و ناتج التفاعل , و ذلك من خلال حساب عدد الإلكترونات المنتقلة في العملية 

 ( باستخدام معادلة )نرنست( . nالمسروية الحاصلة )

البداية من حساب معامل نقل الشحنة )  الذي يعبر عن  αمن أجل ذلك كان لابد في   )
 .نسبة نقل الإلكترون الزائد في المرحلة المحددة للسرعة 
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 بالتراكيز الآتية :قمنا بتحضير سلسلة عيارية لحمض البنزوئيك 

 M    4-M   /   2.10 4-M   /   1.3.10 5-.109.09M   /    5-.104.76M   /     5-.102.43

الكهرليت تحوي على  خلية  في  )  وذلك  )KClالداعم  بتركيز   )0.5 M أثناء استُخدم   ,  )
البنزوئيك على   التحضير ماء ثنائي التقطير , و درسنا الإرجاع الكهروكيميائي لحمض 

( القطار  الزئبق  )DMEمسرى  المقارن  المسرى  بوجود   )Ag/AgCl الطريقة معتمدين   )
المباشر   التيار  )طريقة  ال DCالكلاسيكية  الفولتومترية  الطريقة  و   )( علCYVحلقية  ى ( 

 حددنا البارامترات الآتية : مسرى قطرة الزئبق المعلقة ,  

 ( الإرجاع  بداية  ),    (V 0.0كمون  الإرجاع  نهاية                                                (V 2000-كمون 
المسح ) النقي لمدة عشر دقائق باستخدام ,    ( mV/s 100سرعة  والقرقرة بغاز الآزوت 

 ( .Metrohm computrece 797VA)جهاز :  

( المستمر  التيار  بطريقة  و  القطار  الزئبق  مسرى  موجة DCعلى  على  حصلنا   )
التيار   شدة  تغيرات  توضح  تركيز  كل  عند  المطبق, i)بولاروغرافية  الكمون  بدلالة   )

 موضحة بالشكل :

 

( بدلالة الكمون المطبق لكل تركيز من تراكيز السلسلة العيارية  i( : تغيرات شدة التيار )5الشكل )
( بطريقة التيار المستمر  0.5 M)  KClلحمض البنزوئيك في وسط مائي معتدل يحوي الكهرليت الداعم 

(DC  ) :1-  5-x102.43    2-  5-x104.76     3- 5-x109.09   4- 4-1.3x10   5- 4-2x10 
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 تركيز:  ( عند كل iog iبدلالة )( ŋ) فوق الكمون  البياني لتغيراتقمنا برسم التمثيل 

 
بدلالة لوغارتم شدة التيار المار خلال العملية المسروية لإرجاع  ( ŋ( : تغيرات فوق الكمون )6الشكل )  

 حمض البنزوئيك في الوسط المعتدل عند تراكيز : 

M 4-= 2x10 4M , C 5-= 9.09x10 3M , C 5-= 4.76x10 2M , C 5-= 2.43x10 1C 

( تم αمن معادلات الخطوط في الشكل السابق وكما هو موضح في شرح طريقة حساب ) 
( الثابتين  المقدار  a , bحساب  ثم حساب   ))0log(i      ,   تغيرات بيانياً    0log(i(نمثل 

 :    0log(C(بدلالة  

 

 البنزوئيك في الوسط المائي المعتدل لحمض   0log(i(بدلالة   C)0log(( : تغيرات  6الشكل )

Y = 0.273x +3.6052 ,  m = 0.273,  ά = 1 – m = 1- 0.273   ά = 0.727 
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( عدد الإلكترونات المتبادلة في العملية المسروية لإرجاع حمض  nحساب )   - 1
 البنزوئيك على مسرى الزئبق :

( تركيز  البنزوئيك M 4-1.3 x 10عند  حمض  من   )   , الخلية  موجة في  على  حصلنا 
 :  بولاروغرافية واضحة المعالم , موضحة في الشكل الآتي

 
( في الأوساط المائية المعتدلة بوجود الكهرليت M 4-1.3 x 10( : إرجاع حمض البنزوئيك )8الشكل )

 (DC( على مسرى الزئبق القطار باستخدام طريقة التيار المستمر )0.5M)  KClالداعم  

 ( نحصل على الجدول الآتي : E( بدلالة الكمون المطبق )iبدراسة تغيرات شدة التيار )

E (mV) log  𝒊𝒅   −  𝒊

𝒊
 (nA) di i (nA) 

-1530 0.999 -995 -90.644 

-1540 0.892 -995 -113.09 

-1570 0.411 -995 -278.34 
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-1580 0.11 -995 -434.87 

-1600 -0.223 -995 -622.65 

-1679 -1.789 -995 -979.3 

               ( لحمض البنزوئيك  E( بدلالة الكمون المطبق )i( : تغيرات شدة التيار )1الجدول )
(M 4-1.3 x 10 في المحلول المائي المعتدل ) 

التمثيل  برسم  قمنا  المسروية  العملية  في  المنتقلة  للإلكترونات  الإجمالي  العدد  لحساب 
log  𝒊𝒅   −  𝒊البياني لتغيرات المقدار   

𝒊
( فحصلنا على خط  Eبدلالة الكمون المطبق )    
 مستقيم كما هو موضح في الشكل الآتي : 

 

log  𝒊𝒅   −  𝒊التمثيل البياني لتغيرات  )( :  9الشكل )

𝒊
( للإرجاع  E( بدلالة الكمون المطبق )   

 الكهركيميائي لحمض البنزوئيك على مسرى الزئبق القطار في الوسط المائي المعتدل

                                      : حيث  السابق  المستقيم  الخط  ميل  من  المنتقلة  الالكترونات  عدد  حساب  يمكن 
     (m = 0.059

𝛼.𝑛
( ووجدنا سابقاً أن                     m = 0.019(  , من معادلة الخط البياني نجد )  

    (= 0.727   𝛼  وبالتالي يكون عدد الالكترونات المنتقلة خلال العملية المسروية  )
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بالطريقة  القطار  الزئبق  مسرى  على  البنزوئيك  حمض  لمركب  الكهركيميائي  للإرجاع 
 ( . e4  ≈n-البولاروغرافية يساوي ) 

                              ( أيضاً يمكن إيجاد كمون نصف الموجة لحمض البنزوئيك9ومن الشكل )
  (= -1587 mV  𝑬𝟏

𝟐

 .) 

( بوجود المسرى المقارن  HDMEدرسنا العينة ذاتها على مسرى قطرة الزئبق المعلقة ) 
Ag/AgCl   الفولتومترية الطريقة  بولاروغرافية                             معتمدين  قمة  على  وحصلنا   , الحلقية 

)الشكل   المعالم  عند10واضحة  الكربوكسيلية  للوظيفة  الإرجاع  كمون  ولوحظ   )                                    
(E = -1600 mV :) 

 

( في الأوساط M 4-1.3 x 10( : الإرجاع الكهركيميائي لحمض البنزوئيك )10الشكل )
 ( على قطرة الزئبق المعلقة 0.5 M)  KClالمعتدلة المائية بوجود الكهرليت الداعم  
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 المناقشة :  - 2

إرجاع الحلقات العطرية في المحاليل    لايمكن  بالاعتماد على المعطيات المرجعية الآتية : 
السلبية    إلى كمونات غاية في  العطرية  الحلقة  يمر إرجاع  , و   [9]المائية حيث تحتاج 

 [9]الكربوكسيل عبر الألدهيد الوسيط   مجموعة

  ( المحسوب  الإلكترونات  عدد  من خلال  قد  n = 4eوبالتالي  الإلكترونات  هذه  فإن   )
إرجاع في  آلية  COOH-)   ةالكربوكسيليالوظيفة    استُهلكت  اقتراح  يمكننا  , حيث  فقط   )

للتفاعل تتم بمرحلتين , في المرحلة الأولى يتم إرجاع الحمض الكربوكسيلي إلى الألدهيد 
الموافق و يُستهلك في هذه المرحلة إلكترونين , و في المرحلة الثانية يُرجع الألدهيد إلى 

المرحلة   هذه  في  ويُستهلك  الموافق  أيضاً الكحول  النهائي    إلكترونين  الناتج  ويكون   ,
الزئبق  البولاروغرافية على مسرى  بالطريقة  كهركيميائياً  البنزوئيك  لإرجاع جزيء حمض 

 القطار هو )الكحول البنزيلي ( وفق الآلية الآتية : 

 

ملاحظة : الطريقة الشائعة للحصول على الكحول البنزيلي هي حلمهة الكلوريد البنزيلي  
 باستخدام هيدروكسيد الصوديوم



 الإرجاع الكهروكيميائي للزمرة الكربوكسيلية في مركب حمض البنزوئيك بالطريقة البولاروغرافية

26 
 

 دراسة تأثير تغير التركيز على الإرجاع الكهركيميائي لحمض البنزوئيك : - 3

الكهركيميائي معتمدين الطريقة  البنزوئيك على الإرجاع  تأثير تغير تركيز حمض  درسنا 
التيار المباشر   و حصلنا   Ag/AgClبوجود المسرى المقارن   (  DCالكلاسيكية )طريقة 

 على التمثيل البياني الآتي : 

        M 5-2.43 x 10 –1  

        M 5-4.76 x 10 –2  

        M 5-.09 x 109 -3  

          M 4-1.3 x 10 –4  

M             4-2 x 10 –5  

( : تأثير تغير تركيز حمض البنزوئيك على تيار الإرجاع الكهركيميائي في الأوساط المائية باستخدام  11الشكل )
 KCl (0.5M )الكهرليت الداعم 

 و تم الحصول على علاقة خطية جيدة:تم التمثيل البياني لتغيرات التيار مع التركيز  

 

شدة التيار الحدي   يرات تركيز حمض البنزوئيك بدلالةتغل  ( : التمثيل البياني  12الشكل )
 للإرجاع الكهركيميائي. 
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مجال   ضمن  ذلك  و  الكمون  نفس  عند  تقريباً  بدأ  البنزوئيك  حمض  إرجاع  أن  لاحظنا 
تزداد مع ازدياد   تيار الإرجاع  أن قمة  بالذكر كيف  الجدير  المدروس ولكن من  التركيز 

 لمادة الفعالة الواصلة إلى سطح المسرى.التركيز , يعود ذلك إلى زيادة كمية ا 

تنتج القمة نتيجة امتزاز المواد العضوية على مسرى الزئبق و مع ذلك فإن هذه القمة لا  
المشترك  البنزوئيك وذلك بسبب الامتزاز  يمكن ملاحظتها عند تراكيز منخفضة لحمض 

 للشوائب. 

يزداد تيار الامتزاز مع التركيز المتزايد للمواد الفعالة و لكن فقط إلى قيمة معينة و هي 
لس التركيزتابع  التيار مع زيادة  في  أخرى  أي زيادة  لم نلاحظ  و  المسرى  تلك    طح  بعد 

 [6]و هذا يفترض أن سطح المسرى في هذه الظروف مغطى بطبقة من المادة الممتزة    القيمة

الممتزة الطبقة  تكون  يسبب  طريق   الإرجاع  عن  إما  الطبقة  هذه  تكوين  يمكن  حيث   ,
ناتج العملية المسروية أو عن طريق مركب آخر  الكهربائي نفسه أو عن طريق  الشكل 

 [6]غير نشط يُضاف إلى المحلول 

( أن زيادة تركيز حمض البنزوئيك تؤدي إلى انزياح طفيف في 11نلاحظ من الشكل )
أ  يمكن  و  إيجابية  أكثر  كمونات  إلى  التي القمة  الامتزاز  طاقة  إلى  عائد  ذلك  يكون  ن 

 [6]موجة إلى قيم أكثر إيجابية تسبب تحول كمونات نصف ال

B -  : في الوسط الحمضي 

( الذي HClدرسنا الإرجاع الكهركيميائي لحمض البنزوئيك في وسط محمض بحمض )
 , و حصلنا على الشكل التالي :  (M 0.02) بلغ تركيزه في الخلية
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KCl (0.5 M  )( في الكهرليت الداعم M 4-1.3 x 10( : الإرجاع الكهركيميائي لحمض البنزوئيك ) 13الشكل )

 (. DC( بطريقة التيار المستمر ) 0.02 M) HClبوجود وسط حمضي من حمض   
 الحلقية على قطرة الزئبق المعلقة حصلنا على الشكل الآتي :   و بالطريقة الفولتومترية

 

( في الكهرليت الداعم M 4-1.3 x 10( : الإرجاع الكهركيميائي لحمض البنزوئيك )14الشكل )
KCl  (0.5 M   بوجود وسط حمضي من حمض )HCl    (0.02 M    بالطريقة الحلقية )          

 في وسط حمضي    -   2في وسط مائي معتدل      -  1

الوسط   في  البنزوئيك  حمض  إرجاع  لتيار  قمة  أي  ظهور  عدم  الأشكال  من  نلاحظ 
القوي  الحمض  من  القادمة  الهيدروجين  أيونات  استهلاك  يتم  حيث  أثناء    في  الحمضي 

عملية إرجاع الزمرة الوظيفية على سطح المسرى و بالتالي فإن عدد أيونات الهيدروجين 
لمدروسة أو التي تخضع للإرجاع الكهربائي يخفف من قمة التيار المقابل لإرجاع الزمرة ا

 .[6]يخفيها تماماً  

2 
1 
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 ( الهيدروجين  أن  نلاحظ  مفهوم حيث  القوي   H+وهذا  الحمض  تأين  الناتج عن   )HCl  
البنزوئيك أقل سلبية من كمون إرجاع حمض  تناقص   ,يُرجع عند كمون  إلى  يعود ذلك 

مع تزايد تركيز أيونات الهيدروجين , وبعبارة أخرى (  ŋفوق كمون انطلاق الهيدروجين )
 .[8]( للمحلول و العكس صحيح pHيتناقص فوق الكمون خطياً مع تناقص الـ ) 

 
 المحلول pH( : تغيرات فوق كمون انطلاق الهيدروجين بدلالة  15الشكل )

 - C : في الوسط القلوي 

( بتركيز NaOHيحوي )  نزوئيك في وسط قلوي درسنا الإرجاع الكهركيميائي لحمض الب
(0.02 M : في الخلية , و حصلنا على الشكل التالي ) 

 
   KCl( في الكهرليت الداعم M 4-1.3 x 10الكهركيميائي لحمض البنزوئيك ) ( : الإرجاع 16الشكل )

(0.5 M  في وسط أساسي )NaOH  (0.02M ) 
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في   البنزوئيك  إرجاع حمض  إلى  تشير  قمة  أي  ظهور  عدم  أيضاً  الشكل  من  نلاحظ  
 الوسط الأساسي.

ذلك   نفسر  أن  البنزوئيك بويمكن  لحمض  الكهركيميائي  الإرجاع  آليات  إحدى  من  أنه 
المستقر . و بوجود   البنزوات  أنيون  الزئبق و تشكل  الحمض على سطح مسرى  امتزاز 

 ( يكون امتزاز حمض البنزوئيك غير محتمل. NaOHالكهرليت )

 دراسة حركية تفاعل الإرجاع الكهركيميائي لحمض البنزوئيك في الوسط المعتدل : 

أجل دراسة حركية تفاعل الإرجاع الكهركيميائي قمنا بدراسة تأثير سرعة المسح على  من  
 العملية المسروية  , وحصلنا على التمثيل البياني الآتي : 

 

كهركيميائي  على قيمة التيار الحدي للإرجاع ال( : دراسة تأثير تغير سرعة المسح   17الشكل )
 mV/s(500 – 400 – 300 – 200 – 100) عند سرعات :        لحمض البنزوئيك

  [11,10,1] سيفيك( : –و بالاعتماد على معادلة )راندليس 

𝒊𝒑= 2.686 . 𝟏𝟎𝟓. 𝒏
𝟐

𝟑 . A . 𝑫
𝟏

𝟐 . 𝒗
𝟏

𝟐 
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علاقة  على  حصلنا  و  المسح  لسرعة  التربيعي  الجذر  بدلالة  التيار  تغيرات  بيانياً  مثلنا 
 ( :18موضحة بالشكل )خطية جيدة 

 

بدلالة الجذر  ( التمثيل البياني لتغيرات التيار الحدي لإرجاع حمض البنزوئيك18الشكل )
          التربيعي لسرعة المسح

( الشكل  من  كمونات17لاحظنا  قيم  نحو  الإرجاع  قمم  انزياح  ازدياد   (  مع  سلبية  أكثر 
قمم  قيم  أن  وبما   , المسح  زيادة سرعة  مع  التيار  قمم  قيم  ارتفعت  كما   , المسح  سرعة 
التيار تتناسب طرداً مع التركيز , هذا يدل على ازدياد تركيز المادة على سطح المسرى 

 . المسح  سرعة  زيادة  للآلية    مع  يخضع  الإرجاع  تفاعل  ان  القول  يمكن  هنا  ومن 
  تيار الانتشار( و الذي تقتصر قيمتهرية , ونسمي التيار المار في هذه الحالة بـ )الانتشا

كهركيميائياً عل الفعالة  الجسيمات  انتشار  معدل  إلى    ى  المحلول  في  الأكبر  الجزء  من 
القيمة   إعطاء  يتم   , الزئبقي  المسرى  بو سطح  الحدي  الانتشار  لتيار  عدد اسالثابتة  طة 

 . [6]ة الزئبق خلال فترة الهبوط سطح قطر  معين من الجسيمات يصل إلى
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 : للإلكترونات على الإرجاع الكهركيميائي لحمض البنزوئيك سة تأثير الزمر الساحبة  درا

من أجل دراسة تأثير وجود زمر ساحبة للإلكترونات على الإرجاع الكهركيميائي للزمرة   
البنزو  , وكموناتالكربوكسيلية في حمض  الإ  ئيك  المتبادلة و الإرجاع و عدد  لكترونات 

( مركب  باختيار  قمنا   , المتوقعة  أو                                       -4النواتج    ) البنزوئيك  حمض  نيترو 
 :( PNBA)بارا نيترو حمض البنزوئيك  

 

( في الموقع )بارا( من حلقة البنزن , حيث تبدي الزمرة 2NOالحاوي على زمرة النترو )
(2NO( فعل ميزوميري ساحب )M-  ) 

 ( بالتراكيز الآتية :PNBAقمنا بتحضير سلسلة عيارية من )

4-2.307 x 10/4-1.666 x 10 /4-1.304 x 10/ 5-9.09 x 10 /5-4.76 x 10 = 1-
mol.LC 

بطريقة   و  القطار  الزئبق  مسرى  ) على  المستمر  موجتDCالتيار  على  حصلنا  ين ( 
( E( بدلالة الكمون المطبق ) iعند كل تركيز توضح تغيرات شدة التيار )  بولاروغرافيتين 

 موضحة بالشكل الآتي : 
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لكل تركيز من تراكيز السلسلة العيارية  ( : الموجتين البولاروغرافيتين الموافقتين19الشكل )

 ( في الأوساط المائية المعتدلة  PNBAلمركب )

M4 -2.307 x 10  -5   4-1.666 x 10  -M  , 4 4-1.304 x 10 -M   ,  3 5-x 10 9.09 -M  ,  2 5-x 10 4.76  -1 

واضحتي المعالم , وبالنظر إلى صيغة    نلاحظ من الشكل ظهور موجتين بولاروغرافيتين
نلاحظ  وجود زمرتين وظيفيتين قابلتين للإرجاع على مسرى الزئبق  ,    المركب المدروس

 . ( -COOH) سيلية ( و الزمرة الكربوك 2NOو هما زمرة النترو  )

دة بشكل منفصل عن المادة من المعلوم أنه عند وجود مادتين فعالتين تظهر موجة كل ما
(  مجاورة لمجموعة كربونيل تكون الرابطة  C – N), وعندما توجد رابطة    [6]الأخرى  

(C – Nمستقطبة بشدة لدرجة أنها تُرجع عند كمونات إيجابية أكث ) ر بكثير من مجموعة
  , ال الكيتون  على  بالاعتماد  المرجعية  و  الدراسات  من  الإرجاع   [1]عديد  درست  التي 

كهركيميائي لزمرة النترو على مسرى الزئبق , تم إثبات أنه في الأوساط المعتدلة تُرجع  ال
( لهذا يمكن الجزم -CO( عند كمونات أقل سلبية من زمرة الكربونيل )2NOزمرة النترو )

(  B( و القمة الأكثر سلبية )2NO( تعود لإرجاع زمرة النترو )Aأن القمة البولاروغرافية )
 (COOH-) لإرجاع الزمرة الكربوكسيلية تعود

( بنفس الطريقة التي أجريناها عند دراسة حمض البنزوئيك  αقمنا بحساب معامل النقل )
 (  𝛼 0.6875 =ووجدنا أن )
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1  -  ( المسروية لإرجاع  العملية  المتبادلة في  الإلكترونات  ( في PNBAحساب عدد 
 الأوساط المائية المعتدلة : 

بطريقة التيار المستمر ( في الخلية و  PNBA( لمركب ) M 5-2.43 x 10عند تركيز )
((DC المعالم  حصلنا على موجتين بولاروغرافيتين واضحتي:  

 
( في الأوساط المعتدلة المائية بوجود  PNBA( )  M 5-x102.43( : إرجاع حمض )20الشكل )

 ( DCباستخدام طريقة )( على مسرى الزئبق القطار 0.5 M) KClالكهرليت الداعم   

( التيار  تغيرات شدة  )iبدراسة  المطبق  الكمون  بدلالة   )E الثانية للموجة  بالنسبة  وذلك   )
 :  (  نحصل على التمثيل البيانيCOOH-) وكسيليةالموافقة لإرجاع الزمرة الكرب

 

log 𝒊𝒅  −𝒊تغيرات  ( :  21الشكل )

𝒊
للإرجاع الكهركيميائي لحمض   Eبدلالة الكمون المطبق     

(PNBA( بتركيز )M 4-0.243x10في الوسط المائي المعتدل ) 
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 (m = 0.02من الشكل نجد أن الخط مستقيم ميله )  

 ( من ميل الخط المستقيم : nيمكن حساب عدد الإلكترونات المنتقلة )

n =  0.059

𝛼.𝑚
 =  0.059

0.687 𝑥 0.02
 = 4.2             n ≈ 4 e 

𝐸1 ومن الخط يمكن أيضاً إيجاد كمون نصف الموجة : 

2

 = -561.05 mV        

( لحمض  الكهركيميائي  الإرجاع  )  PNBAدرسنا  بتركيز   )M4 -2.307x 10  على  )
المقارن   المسرى  بوجود   , المعلقة  الزئبق  قطرة  الطريقة      Ag/AgClمسرى  معتمدين 

 ( الأولى  المعالم  بولاروغرافيتين واضحتي  قمتين  , وحصلنا على  الحلقية    ( Aالفولتومترية 
( عند Bو الثانية )  (,2NOتعود لإرجاع زمرة النترو )  (mV447.1-=1Eعند كمون )  
 ( -COOHتعود لإرجاع الزمرة الكربوكسيلية )  ( mV-=  2E 776.15)    كمون إرجاع  

 كما هو موضح في الشكل الآتي : 

 
( على مسرى قطرة الزئبق المعلقة بالطريقة PNBA( : الإرجاع الكهركيميائي لحمض )22الشكل )

 ( للحمضM 4-2.307 x 10الحلقية في الوسط المائي المعتدل عند تركيز )   الفولتومترية
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)  سنفصل القمة  مناقشة  الكربوكسيلية Bفي  للزمرة  الكهركيميائي  للإرجاع  العائدة   )                   
(-COOH .) 

( n = 4e-ومن خلال عدد الإلكترونات المنتقلة في العملية المسروية المحسوب سابقاً )  
( الكربوكسيلية  الوظيفة  إرجاع  في  استُهلكت  قد  الإلكترونات  هذه  فقط COOH-فإن   )

للتفاعل تتم بمرحلتين , في المرحلة الأولى يتم إرجاع الحمض  حيث يمكننا اقتراح آلية 
يد الموافق و يُستهلك في هذه المرحلة إلكترونين , وفي المرحلة الكربوكسيلي إلى الألده

 الثانية يُرجع الألدهيد إلى الكحول الموافق , وفق المعادلات الآتية :

 

( كما أشرنا سابقاً , ولمعرفة عدد 2NO( العائدة إلى إرجاع زمرة النترو )Aبالنسبة للقمة ) 
( نعتمد على النتيجة التي 2NOالإلكترونات المنتقلة في العملية المسروية لإرجاع زمرة )

تقول : أنه عندما تظهر للمركب موجتان كل منهما عائدة لإرجاع رابطة و كانت إحدى 
الإلكترونا  يمكن حساب عدد  المنتقلة  الإلكترونات  في الموجتان معروفة عدد  المنتقلة  ت 

 .[12]عن طريق مقارنة الارتفاعات الموجة الأخرى 

( يماثل تقريباً  2NO( العائدة لإرجاع زمرة )A( أن ارتفاع القمة )22نلاحظ من الشكل )
 ( القمة  )Bارتفاع  الكربوكسيلية  الزمرة  لإرجاع  العائدة   )-COOH  وجدنا أننا  بما  و   )

( فإن عدد الإلكترونات 4e( يساوي )Bالقمة )حسابياً أن عدد الإلكترونات المنتقلة في  
 (. 4e-( يساوي أيضاً )Aالمنتقلة في القمة )
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التي تناولت الإرجاع الكهركيميائي    [15]و بالاعتماد على العديد من الدراسات المرجعية
( على مسرى الزئبق القطار في الأوساط المائية المعتدلة , وُجد أن 2NOلزمرة النترو ) 

(  = mV-E 845في الوسط المعتدل تُرجع بأربعة إلكترونات عند كمون )(  2NOزمرة )
 وفق المخطط الآتي : 

 

القمة )22وجدنا من الشكل ) العائدة لإرجاع زمرة )A( أن   )2NO( انتقال تقابل   )4e  )
( العائدة Bالهيدروكسيل أمين , و القمة )في العملية المسروية , وإرجاع زمرة النترو إلى  

( الكربوكسيلية  الزمرة  )COOH-لإرجاع  انتقال  تقابل   )4e  و المسروية  العملية  في   )
إرجاع الزمرة الكربوكسيلية إلى الكحول البنزيلي الموافق , و بالتالي يمكننا اقتراح الآلية  

 ( حسب المعادلات الآتية :PNBAالعامة لإرجاع مركب )
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( على الإرجاع  2NOدراسة تأثير الفعل الميزوميري الساحب لزمرة النترو  ) - 2
 الكهركيميائي لحمض البنزوئيك :

 
A                                B                                                                

( مقارنة بين كمون إرجاع الزمرة الكربوكسيلية في مركب حمض البنزوئيك غير المستبدل 23الشكل )
(A( وإرجاعها في مركب حمض البنزوئيك الحاوي على زمرة النترو الساحبة للإلكترونات )B ) 
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 التفسير : 

الانزياح الحاصل في كمون إرجاع الزمرة الكربوكسيلية نحو القيم الأقل سلبية و  لتفسير  
( الساحبة للإلكترونات ميزوميرياً في  2NOبالتالي زيادة سهولة الإرجاع عند وجود زمرة )

 الموضع بارا من الحلقة العطرية سوف تعتمد على النتائج و الحقائق الآتية :

إرج - سهولة  زيادة  أن  المعروف  منح  من  سهولة  زيادة  على  دليل  الحمض  اع 
 الحمض للبروتون أو استقباله لإلكترون و بالتالي زيادة قوة الحمض. 

منفصلة   - دراسة  في  كانت    [13]و  سواء  الساحبة  الأفعال  ذات  الزمر  أن  وُجد 
الفعل   تأثير  يزداد  و  المركب  حموضة  من  تزيد  ميزوميرية  أو  تحريضية 

حرّضة و لذلك نلاحظ أن حموضة المركبات  التحريضي بازدياد عدد الزمر الم
 تزداد بازدياد الزمر التي تمارس فعل تحريضي ساحب. 

- ( الحمض  قوة  فصم  HAتزداد  سهولة  من  تزيد  التي  العوامل  بزيادة  عموماً   )
   الرابطة و تحرير البروتونات في الوسط و من أهم هذه العوامل ضعف الرابطة 

  (H-A  التي تسهل العوامل  تزيد  الرابطة )  ( حيث  ( من حموضة  H-Aفصم 
 [13]لتالي تزداد سهولة الإرجاع المركب و با

( O-Hتعمل على إضعاف الرابطة )  ,  المتبادلات ذات الفعل التحريضي أو الميزوميري  
الحموض  تأين   في  على  يساعد  مما  الك   الكربوكسيلية  تزيد الحموض  اي  ربوكسيلية 

الفعل   ,    [14]الحموضة   ذات  المتبادلات  تعمل   , الحلقية  العطرية  المركبات  في 
 ( مثل  الساحب  إلكترونات  2NOالميزوميري  سحب  على  العطرية  بالحلقة  المرتبطة   )

( النتروجين  ذرة  لكون  العطرية  الحلقة  كربون  لذرات  الثنائية  كهرسلبية Nالرابطة  ذات   )
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غير مشبعة بسبب الرابطة الثنائية أعلى من ذرات كربون الحلقة العطرية و لوجود مراكز  
 O = N = O            ( :2NO( في المتبادلة )N( و ذرة )Oبين ذرة )

النترو و ترك شحنات  العطرية و زمرة  للحلقة  الثنائية  الروابط  ينتج عن ذلك طنين بين 
الشحنات  و  السحب  بعملية  ميتا  مواقع  تتأثر  لا  بينما  بارا  و  أورتو  مواقع  على  موجبة 

 لبة على ذرتي أكسيجين زمرة النترو كما هو موضح في التراكيب الطنينية الآتية : السا

وبالتالي تعمل الزمرة الساحبة على زيادة الحموضة لكونها تسحب الإلكترونات عن طريق  
( O – Hالفعل التحريضي أو الميزوميري و ترك شحنة موجبة و بذلك تصبح الرابطة )

 الحمض.  مض ضعيفة مما يؤدي إلى سهولة تأينفي زمرة هيدروكسيل الح

أن الزمر الساحبة تزيح كمون إرجاع الزمرة المدروسة إلى قيم   ا سبق يمكن أن نستنتج مم 
أقل سلبية عند وجود الزمرة المدروسة في الموقعين أورتو و بارا بالنسبة للزمرة الساحبة  
لأن الزمرة الساحبة تخفف الكثافة الإلكترونية في الموقعين اورتو و بارا و بالتالي تزداد  

 سهولة الإرجاع.

بالتالي الإنز  الكربوكسيلية في مركب )و  الزمرة  الحاصل في كمون إرجاع  ( PNBAياح 
( غير المستبدل يعود BAنحو القيم الأقل سلبية بالمقارنة مع مركب حمض البنزوئيك )

الكثافة   تخفيف  على  عملت  التي  و  النترو  لزمرة  الساحب  الميزوميري  التأثير  إلى 
 كربوكسيلية.الإلكترونية في الموقع اورتو حيث توجد الزمرة ال
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 الاستنتاجات و التوصيات : 

يمكن استخدام الطريقة البولاروغرافية بكفاءة عالية في إرجاع المركبات الحاوية  -1
 على الزمرة الكربوكسيلية على مسرى الزئبق القطّار. 

حمض   -2 يُرجع  المعتدلة  المائية  الأوساط  في  أنه  البولاروغرافية  الدراسة  بينت 
 ى مركب الكحول البنزيلي باستهلاك أربعة إلكترونات.البنزوئيك كهركيميائياً إل 

ا -3 أيفي  تظهر  لم  القلوية  و  الحمضية  البنزوئيك لإ  قمّة  ةلأوساط  حمض  رجاع 
 على مسرى الزئبق القطّار. 

البنزوئيك -4 لحمض  الكهركيميائي  للإرجاع  الحدي  التيار  قمة  الأوساط   تزداد  في 
 المائية المعتدلة بزيادة تركيز المركب الفعال كهركيميائياً. 

بينت دراسة حركية تفاعل الإرجاع الكهركيميائي لحمض البنزوئيك أن الإرجاع   -5
 يتم بالآلية الإنتشارية. 

من الحلقة    لكترونات كمتبادل في الموقع بارايؤدي وجود زمرة النترو الساحبة للإ -6
إلى انزياح كمون إرجاع الزمرة الكربوكسيلية إلى القيم الأقل سلبية , و  العطرية  

 نحصل على مركب )بارا هيدروكسيل أمين الكحول البنزيلي(.
-نوصي الباحثين في مجال الكيمياء العضوية الاستفادة من الدراسة الكيميائية -7

ال  استحصال  في  البحث  هذا  في  المنفذة  الناتجة  الفيزيائية  العضوية  مركبات 
 بالطرائق الكيميائية العضوية المُتّبعة من قبلهم.
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DR23





 �لیة العلوم قسم الكیمیاء  –جامعة حلب  -فاطمة السیجر�ة الد�تورة: 

 الملخص 

من المحالیل المائیة عند   DR23الأحمر المباشر أختبر في هذا البحث امتزاز  
التجاري   على   298Kالدرجة   الفحم  في  و   عینة  والمحضرة  المنتجة  الفحم  عینات 
الفیز�ائیةا   مختبر الز�تون والمنشط �كلور�د الزنك بنسب    مخلفات معاصرمن    لكیمیاء 

الدرجة    50wt%)-(25مختلفة   عند  منحنیات  )Co600(والمفحمة  ان  لوحظ   ،
وتتعلق سعة الامتزاز  لجمیع العینات المدروسة  الامتزاز هي من النموذج اللانغمو�ري  

 .  الفحم (المسامیة) صائص �خ

تحدید  ث  قیاسات     pHم  و�ینت  الفعالة  الفحوم  العینات    pHسطح  لجمیع 
للنوع   وتنتمي  حمضي  سطح  ذات  إنها  ذلك    pH<7�انت   حیث  Lالمدروسة  وأن 

 الصفر�ة لجمیع العینات المدروسة. الشحنةتحدید نقطة تم و  یتعلق بنسب التنشیط.

تم تحدید �میة وعدد المراكز الحمضیة والأساسیة ووجد أنها تتعلق �شكل �بیر  
 .و�طبیعة السطح النتروجین بنسب �اشف التنشیط وامرار غاز 

من المحالیل المائیة على عینة الفحم  المنشطة   DR23درست حر�یة امتزاز  
ولوحظ  وعلى عینة الفحم التجاري      298Kمن �لور�د الزنك عند الدرجة    )(%50بـ  
 حر�یة الامتزاز هي من المرتبة الثانیة الظاهر�ة.  نّ أ

 . ZPCH pو  BETو   DR23و  pH الكلمات المفتاحیة:

 .         \   \  2022ورد البحث للمجلة بتار�خ 

 \    \ 2022قبل البحث بتار�خ 
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Comparison of  DR23 adsorption on 
commercial  active carbon  and  active carbon 

prepared  from olive waste         
Dr . Fatima AL segaria  from Aleppo niversity,Faculty  

Science, Chemistry Department . 
 

Abstract 
In This study ، the  adsorption DR23 from aqueous 

solution was studied at 298 K by activated carbon prepared 
locally from olive  stone . samples of  carbon were  activated  
by Zncl2   at (25-50wt%) and were  carbonized  at ( 600OC) 
and commercial active carbon(Merck)(CC) . The  analysis of  
the adsorption  data  in dictates that the  adsorption  of the 
DR23 follow  Langmuir model . The Xm values  are  related  
to the  porosity of carbon . The pHs of  all Samples are  
measured and  the values  indicate  that the  samples have  
acidic  surface  and belongs  to  the L  type . pHs values 
depend  on  the activation  percentage .Determination of 
pHZPC for all the studied samples indicates the values in the 
rang (6.00-6.66) .the amount of the acidic and basic centers 
were noted that it is related to the nature of carbon. 
Adsorption  kinetics  of  the DR23 on  samples OZ50N and 
CC were studied at (298K ). The analysis  of  the kinetics 
data  indicate  that the  adsorption  of DR23 from aqueous  
solutions at 298K obeys the pseudo- second  order kinetics .  

Key words : pHs ; BET ; DR23;PhZPC. 
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 المقدمة: -1

لل استخداماإن  الفّعال  المواد    ت فحم  أهم  من  �عد  واسعة حیث  وتطبیقات  �ثیرة 
فهو �ستخدم في مختلف عملیات التنقیة والفصل    ،المازة من الطور�ن الغازي والسائل

میاه   معالجة  وفي  المحالیل،  من  المحضرة  واللاعضو�ة  العضو�ة  الملوثات  و�زالة 
إلخ والصناعي..  الصحي  حامل    ،الصرف  أو  �حفاز  استخدامه  إلى  �الإضافة 

الفعال،    د عتُ لذلك  ،   [1,2]للحفازا المخلفات الزراعیة من الخامات الجیدة لإنتاج الفحم 
. �عود الانتشار الواسع  [3,4]وذلك بتنشیطه فیز�ائیا" أو �یمیائیا" عند شروط  مناسبة  

خ من  �ه  یتمتع  لما  مساحة    صائصلاستخداماته  �متلك  إذ  فر�دة  و�یمیائیة  فیز�ائیة 
س و�یمیائیة  متطورة  مسامیة  و�نیه  عالیة  الخواص  سطحیة  هذه  وتعتمد  متنوعة،  طح 

 . [1,3]على المادة الخام المستخدمة وعلى طر�قة وشروط التنشیط   

على   والمحلول    pHتؤثر    تعتمد  بدورها  والتي  الكیمیائیة،  السطح  طبیعة 
تحدد   والتي  السطحیة  الوظیفیة  الصفر�ة   pHالمجموعات  الشحنة  ونقطة    السطح 

تطبیقات الفحم الفعال من الطور السائل. بینت نتائج  تؤثر البنیة النسیجیة على  �ذلك  و 
الزراعیة المخلفات  و   نوى (  تنشیط  معاصرالمشمش  �  مخلفات  الزنك  الز�تون)  كلور�د 

الفعال   الفحم  مسامیة  تطور  في  تتحكم  التي  الرئیسیة  العوامل  أن  الفوسفور  وحمض 
حرارة   ودرجة  التنشیط  ونسبة  الخام  المادة  في  سیللوز   / اللیغینین  نسبة  هي  الناتج 

الزنك �لور�د  حالة  في  المثلى  التنشیط  نسبة  وتكون  التسخین،  ومعدل    (التفحیم 
50 wt%    (  التفحیم حرارة  درجة  عند  [2,4,5,6]  (C°600-500)عند  أما   .

المثلى  التنشیط  نسبة  فتكون  الفوسفور  حمض  التفحیم    ≤  %wt 50استخدام  ودرجة 
400-500°C [7,8,9,10] . 

عدةأ خامة    جر�ت  استخدامات  على  معاصردراسات    [11]الز�تون    مخلفات 
البنیة النسیجیة، �ما  صائ لإنتاج فحوم فعاله وحددت �عض خ  الفیز�ائیة وخاصة  صها 

المائیة   المحالیل  من  الفینولیة  المشتقات  امتزاز �عض  في  اختبارها  و�ینت  [12]تم   ،
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خ أن  الدراسات  المائیة  صائهذه  المحالیل  من  الفینولات  وامتزاز  النسیجیة  البنیة  ص 
ونوعه   الكاشف  نسبة  على  ختعتمد  المحالیل   صائص وعلى  من  الممتزة  الجز�ئات 

 المائیة وخاصة حجمها وانحلالیتها وحمضیتها ....إلخ.

 أهمیة البحث وأهدافه: -2

وفي   الشرب  میاه  من  الروائح  إزالة  و  الغازات  تنقیة  في  الفعال  الفحم  �ستخدم 
الرائح  مكونات  تنشیط  صالمرغو�ة    ةإعادة  في  انتقائیة  القهوة ن�صورة  مسحوق  اعة 

أكاسید  ،[13] غازات  �امتزاز  وذلك  الهواء  تلوث  على  السیطرة  في  �ستخدم  و�ذلك 
�ستخدم   نوالنتروجیالكبر�ت   و�ذلك  الناتجة    الأیوناتزالة  لإ  والكر�ون  الثقیلة  المعدنیة 

تأثیر سام على مختلف أشكال الحیاة    التي لها عن المخلفات الصناعیة والمیاه الملوثة  
حیث أنها لا تتفكك إلى نواتج نهائیة على خلاف التلوث العضوي الذي یتعرض في  
تر�یزها   تخفیف  أو  إزالتها  على  الأ�حاث  معظم  لذلك عمدت  الحیوي.  للتحلل  النها�ة 

 . [14]ر�ق امتزازها على فحوم فعالة مختلفة  عن ط

والزراعیة    إن الصناعیة  النشاطات  الملوثات  تحتوي  مخلفات  من  تشكیلة  على 
الكیمیائیة   للمواد  بها  المرغوب  غیر  التأثیرات  هذه  بیئتنا.  على  �إضرارها  التي تصب 

اك وعي  الخطرة �مكن تفادیها وذلك �معالجة المیاه الملوثة قبل طرحها. لذلك �ان هن
الثقیلة   للمعادن  السام  التأثیر  من  للتقلیل  المعالجة  عملیات  تطو�ر  أجل  من  متزاید 

ومنها    الثقیلة  إزالة ایونات الفلزات . ولقد استخدمت عدة تقنیات مختلفة من أجل   [15]
الأ والتبادل  والامتزاز  الكر�ون   یونيالترسیب  استخدام  أن  وتبین  العكسي  والتناضح 

 . [1]الفعال في عملیة الامتزاز هو افضل طر�قة �النسبة للعملیات الأخرى البدیلة 

الامتزاز   تجارب  �فاءة    نّ أأثبتت  على  واضح  تأثیر  له  الهیدروجیني  الأس 
 . ]H=2P ]16أس هیدوجیني وتكون مثلى عند  H <7pالامتزاز وتكون أفضل عند 

المحضرتم   الفعّال  الفحم  استخدام  البحث  هذا  مخبر    في  في  الكیمیاء  سا�قاً 
معاصرمن    الفیز�ائیة تنشیطه   مخلفات  تم  والذي  �كثرة  القطر  في  المتوفر  الز�تون 

 . التجاري   واستخدام الفحم الزنكطة �لور�د اكیمیائیاً بنسب مختلفة بوس
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 :�أتي یهدف هذا البحث إلى ما 

 .سطح الفحم الفعال المستخدم pHتحدید  -1

  ZPC H pالشحنة الصفر�ة  نقطةتحدید  -2

إزالة -3 على  الفعال  الفحم  لقدرة  تطبیقیة  من     DR23  الصباغ  دراسة 
 .المحالیل المائیة

 .تحدید سعة الامتزاز المتقبلة لهذه الجز�ئة وعلاقتها بنسبة التنشیط -4

 . دراسة حر�یة الامتزاز -5

 القسم العملي3-

الكیمیاء   الفعالة المحضرة في مختبر �حوث  الفحوم  البحث  استخدمت في هذا 
من   معاصرالفیز�ائیة  مختلفة  مخلفات  بنسب  الزنك  �كلور�د  والمنشطة               الز�تون 

50 wt%)  (25-  الدرجة عند  �الرمز  C°600 )  (والمفحمة  للعینات  ورمز   .OZ 
تدل   الناتج من    Oحیث  الفعال  الفحم  تدل على Z الز�تون و  مخلفات معاصرعلى 

الزنك �كلور�د  العینات    التنشیط  أما  النشیط،  �اشف  نسبة  على  یدل  برقم  و�سبق 
�كلور�د   �الرمز  االمنشطة  فرمزت  النتروجین  من  �جو  والمفحمة  وتدل   OZNلزنك 

Nورمز لعینة الفحم التجاري  النتروجین  على امرار غاز )Merck (  الرمز�CC . 

  سطح الفحوم الفعالة: pHتحدید  1-3

الم  سطح  pHقیس   الفعالة  مقیاس  ابوس  ستخدمةالفحوم  نوع    pHطة 
)WTW/INOLAB  0.5  (�أخذ) وذلك g(    أرلنمایرمن الفحم الفعال الجاف في  

نُ   )ml 100  (سعة ثنائي  )  ml 50  (إلیهضیف  ثم  ماء  و�ُ من  المعلق التقطیر  سخن 
 . 0.01 لمحلول بدقةا pH نعیّ رشح وتُ برد و�ُ ثم یُ   ،min 10حتى الغلیان لمدة 

 تحدید نقطة الشحنة الصفر�ة: 2-3

 Point of Zero Charge    ZPCpH Determination of 
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ــة  ZPCpHتُعـــرّف  ــا قیمـ ــیمات  pH�أنهـ ــدها الســـطح الكلـــي لجسـ التـــي �كـــون �عـ
مـــن  ml 50) (الانســـیاق. یـــتم ذلـــك �أخـــذ pHالفحـــم مشـــحونة ســـلباً, وتُحـــدد �طر�قـــة 

ــل ــن  ).01M0 (محالیــ ــالي مــ ــر خــ ــاء مقطــ ــن مــ ــرة مــ ــودیوم محضــ ــد الصــ  2COلكلور�ــ
وذلــك �اســتخدام محالیــل  12 ,...,6 ,4 ,2�شــكل دقیــق عنــد القــیم  pHومضــبوطة ال ـــ

من عینــات  gr 0.2لحمض �لور الماء وهیدرو�سید الصودیوم, ُ�ضاف لهذه المحالیل 
ســاعة, �عــد  48ثــم تتــرك لمــدة  ),OZ25, OZ50 ,OZN50 CC(الفحــوم المدروســة 

للمحالیــل  fi(pH(النهائیــة  pHالمحالیــل النهائیــة. نرســم  pHذلــك یرشــح الفحــم وتقــاس 
ــة  ــة  pHبدلالــ ــة تقــــاطع المنحنــــي مــــع الخــــط  PZCpHوتكــــون  ini(pH(البدائیــ هــــي نقطــ

 المرسوم عندما

 inipH  =fipH . 
 : DR23  الأحمر المباشر   امتزاز 3-3

امتزاز الجز�ئي  R23  Dأنجز  الوزن  له  الصیغة    (g\mol 813.72)الذي  و 
  K 298المحالیل المائیة عند الدرجة  من  2S10O2Na7N25H35C  جز�ئیةال

 
 

أخذت سعة  )  g 0.2  (حیث  مصنفرة  أرلینمایرات  في  ووضعت  عینة  �ل  من 
100 ml) ( وأضیف الیها ) 50 ml (من محلول الصباغ مختلفة التراكیز البدائیة 

 100-1000 mg/l)(    72ثم هزت العینات في هزاز �هر�ائي لمدة h،    عدئذ رشح�
التوازني   التر�یز  وحدد  موجة    Cالمحلول  عند طول  الامتصاصیة    nm 500�قیاس 

http://www.google.com/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&docid=IrVtbRKVUVkNFM&tbnid=_UWBpHIhX9ZQFM:&ved=0CAUQjRw&url=http://www.chemicalbook.com/ChemicalProductProperty_EN_CB3333402.htm&ei=LyWsU5jdD_D34QSEp4CoDw&bvm=bv.69837884,d.ZGU&psig=AFQjCNHimJySKAmrEtVI3vBBviYhnAXSLg&ust=1403877029244508
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نوع   طیفي  جهاز  القیاسي.  v-630  Jasco�استخدام  المنحني  �استخدام  وذلك   ،
 من العلاقة:  X(mg\ g)حسبت الكمیة الممتزة 

X = V(𝐶𝐶0−∁)
m

    (mg \ g)   (1) 

   و    g�تلة الفحم الفعال بـ    mو    Lحجم المحلول المضاف بـ    Vحیث: تمثل  

0C    الأولي منحنیات     )l  \mg(النهائي  التر�یز Cو  l\mgالتر�یز  رسمت 
 . Cبدلالة x من رسم قیم  الامتزاز

 تحدید المجموعات الوظیفیة السطحیة : 4-3

خ     الفعال  صائص  تتأثر  الأكسجینیة  الفحم  �المجموعات  �بیر  �شكل  الامتزاز�ة 
إنًه عند عملیة تحضیر الفحم فإنً دة على السطح  و الوظیفیة الموج  من    جزءاً   ، حیث 

وما یتبقى منها �شكل    COو    2COالأكاسید السطحیة تتحطم حرار�اً وتتطلق غاز  
تكون المجموعات الأكسجینیة    ،الجذور الحرة    صائص مراكز فعالة تملك إلى حد ما خ

المجموعات الكر�ون الفینولیة  الوظیفیة ذات صفات حمضیة مثل  یلیة و  اللاكتونیة و 
مثل  ،الكر�و�سیلیة  و  أساسیة  صفات  ذات  البیرون.  أو  شبیهة  أو  البیرون  مجموعات 

المج هذه  ب ـتكسب  تحدد  أساسیة  أو  الفعال صفات حمضیة  الفحم    pHموعات سطح 
 السطح .  

مختلفة       �طرائق  السطحیة  الوظیفیة  المجموعات  تحدید  الطرائق    ،�مكن  ومن 
المعایرة   طر�قة  الاستخدام  لبوهیم    /حمض    الشائعة  �عایر ،  [17]أساس  حیث 

و  ایتو�سید الصودیوم و هو من الأسس القو�ة جداً المجموعات الكر�ونیلیة و الفینولیة  
والكر�و�سیلیة الكلیة  ، اللاكتونیة  الحمضیة  المجموعات  هیدرو�سید    أي  �عایر  بینما 

والكر�و�سیلیة   واللاكتونیة  الفینولیة  المجموعات  الكر�ونات    ،الصودیوم  فتعایر  أما 
ال  فقط  المجموعات  المجموعات الأساسیة    ، لاكتونیة والكر�و�سیلیة  و من أجل تحدید 

 �مكن استخدام طر�قة المعایرة �محلول قیاسي من حمض �لور الماء . 

   .تحدید المجموعات الوظیفیة الحمضیة  -أ
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مصنفر )    g 0.2  (نأخذ    أرلنمایر  في  وتُوضع  الفعال  الفحم  عینة  من 
من محلول ایتو�سید الصودیوم المحدد  )  ml 25  (و�ضاف إلیها   )ml (100سعة

عند  h 24العینة لمدة    و تُوضع،لنقي ا  المحضر في الإیتانول  (0.1)تر�یزه بدقة  
  ) ml 5  (في هزاز �هر�ائي .�عدها یُرشح المحلول ثم نأخذ منها    K 298الدرجة

. ُ�عایر فائض    0.1Nحمض �لور الماء  من محلول  )  (ml 10ونضیف إلیها  
الحمض (معایرة عكسیة ) �محلول ایتو�سید الصودیوم السابق �استخدام المشعر  
المناسب لتحدید نقطة نها�ة المعایرة . ُ�حسب تر�یز محلول إیتو�سید الصودیوم  

مور من علاقة  على  ،التوازني  نحصل  الابتدائي  المحلول  تر�یز  من  �طرحه  ثم 
الم  تُعادل  وهي  المستهلكة  ایتو�سید  الكمیة  �عایرها  التي  الوظیفیة  جموعات 

 الصودیوم . 

الص     لهیدرو�سید  مائیة  محالیل  �استخدام  ذاته  العمل  ثم    دیومو نُجري 
الصودیوم   ولبیكر�ونات  �عایر  لكر�ونات  الصودیوم  بیكر�ونات  محلول  أنً  ،و�ما 

المعایرة   المستهلكة عند  الكمیة  فإنًه �طرحها من  فقط  الكر�و�سیلیة  المجموعات 
تحدید   �مكن  الصودیوم  بهیدو�سید  المعایرة  عند  اللازمة  الكمیة  من  �الكر�ونات 

الكمیة بدورها عند طرحها   الفینولیة،هذه  المستهلكة عنالمجموعات  الكمیة  د من 
 المعایرة �ایتو�سید الصودیوم �مكن تحدید المجموعات الكر�ونیلیة. 

 .تحدید المجموعات الوظیفیة الأساسیة  -ب

  في ارلنمایر مصنفر سعةمن عینة الفحم الفعال و توضع )  g 0.2 (نأخذ  

)  100 ml (    إلیها �لور    ml 25و�ضاف  حمض  لمحلول  مائي  محلول  من 
عند    h 24وتُوضع في هزاز �هر�ائي لمدة    ،  (0.1N)الماء المحدد تر�یزه بدقة  

و نعایر �محلول  )  ml 5  (. �عدها یُرشح المحلول ثم نأخذ منها 298Kالدرجة  
�استخدام مشعر الفینول فتالئین . ُ�حسب تر�یز )  0.1N  (هیدرو�سید الصودیوم
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ا �لور  الأساسیة  محلول حمض  الوظیفیة  المجموعات  ُ�عادل  التوازني وهو  لماء 
 الكلیة الموجودة على سطح الفحم . 

 من المحالیل المائیة   DR23دراسة حر�یة امتزاز  5-3

إمتزاز   حر�یة  دراسة  حجم  DR23تتم  مناسب  )    mL 500  (�أخذ  تر�یز  ذي 
(800mg\l)  إلیه بدء  )    g 0.5  (و�ضاف  عند  الزمن  ونسجل  الفعال  الفحم  من 

، نأخذ  K 298الإضافة ثم نهّز جیداً، ونضع المحالیل في منظم حراري عند الدرجة  
�الطر�قة    )~(mL 2عینة   تر�یزها  ونحدد  معینة  زمنیة  فواصل  عند  المز�ج  من 

الممتزة الكمیة  تحدید  یتم  مرة  �ل  وفي  الزمنو  t,Xالطیفیة،  المعطیات  تُدرس  .  t عند 
 الناتجة لاستنتاج علاقة الحر�یة المناسبة.

   النتائج والمناقشة:4-

تطرح العدید من مصانع الصناعات الصیدلانیة والكیمیائیة والمعدنیة والأقمشة   
الصرف   مجاري  في  مخلفات  الصناعات  من  وغیرها  والورق  والدهانات   والسیرامیك 

العضو  �المواد  للمیاه  �بیرا  تلوثا  تسبب  إلى  مما  یؤدي  وهذا  والمعادن،  والأصبغة  �ة 
خطیره  لأمراض  ومسببه  سامة  الملوثات  هذه  حیث  والحیاة  للبیئة  �الغة   أضرار 

16,18,19,20 ,21][. 

الكیمیا  البحوث  مختبر  في  من  ء  تم  فعال  فحم  تحضیر  مخلفات  الفیز�ائیة 
وزنیة    معاصر  بنسب  الزنك  �كلور�د  منشط  عند    )(Wt 50-25الز�تون  والمفحمة 
�طر�قة  C°600الدرجة   الامتزاز�ة  البیانات  تحلیل  وتم   ،BET    امتزاز عن  الناتجة 

الدرجة النتروجین عند  التجاري والمحددة  .)77K  (غاز  الفعال  الفحم  تم استخدام  كما 
  .)1(لجدولك في االسطحیه ومبین ذل  صائصمساحته السطحیة و�عض الخ 

 ) الجدول  المساحة   صائص) خ1یبین  المحضرة وهي  للعینات  النسیجیة  البنیة 
الكلي   المسام  وحجم  الخارجیة  والمساحة  النوعیة  المسام  tvالسطحیة  قطر  ونصف 

الدقیقة  arالوسطي   المسام  خ]  0v  ]3,222 وحجم  الفعا   صائص و�بین    ل الفحم 
 . التجاري 
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 : pHتحدید 1-4

قیاست   أن جمیعها ذات خواص    pHأوضحت  المختارة  الفعالة  الفحوم  سطح 
العمود   الجدول (  7حمضیة، �ما یوضح  إذ إن  1من   ،(pH    للفحومO Z    تقع في

أثناء  في  وتزداد مع درجة التنشیط ومع إمرار غاز النتروجین    )4.17-4.11(المجال  
  Mahtabوجدته    ) وهذا ما یتوافق مع ما4للفحم الفعال التجاري(    pHوتكون   التفحیم

لصبغة الأوزو تتأثر �شكل �بیر    �ذلك أكد حسین �أن عملیة الامتزاز  [16]وزملائها
وتأین   الماصة  للمواد  السطحیة  الر�ط  مواقع  على  تأثیره  �سبب  الهیدروجیني  �الأس 

 .    [24]جز�ئات الصبغة 

 

 

الز�تون والمنشط  مخلفات معاصرالبنیة النسیجیة للفحم الفعال الناتج من  صائص) خ1الجدول (
 السطح  pHsووالفحم التجاري  �كلور�د الزنك 

 العینة 
SBET 

g)\2m ( 
TV 

ml\g) ( 
ar 

nm) ( 
0V 

ml\g) ( 
pHzpc pH 

CC 800    6 4 
Z25 O 299 0.1343 0.90 0.1201 6.04 4.11 

OZ40 341 0.1545 0.91 0.1379 89.3 4.13 
Z50 O 454 0.2150 0.95 0.1860 6.38 4.17 

OZN25 355 0.1593 0.90 0.1444  4.74 
OZN40 564 0.2669 0.95 0.2341  4.64 
OZN50 738 0.3506 0.95 0.3982 6.66 4.46 
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على سطح الفحوم الفعالة المحضرة  (meq/g)المجموعات السطحیة المختلفة  ) �میة2الجدول (
 و الفحم التجاري  الز�تون المنشطة �یمیائیا" مخلفات معاصرمن 

 أساسیةكلیة حمضیةكلیة  كر�ونیلیة  فینولیة لاكتونیة كر�و�سیلیة  العینة  

CC 0.1009 0.0514 0.2130 0.0405 0.4058 0.207 
Z25 O 0.1338 0.0153 0.0215 0.1661 0.3367 0.074 
Z40 O 0.0868 0.0411 0.0773 0.1513 0.3565 0.089 
Z50 O  0.1573 0.0082 0.0323 0.1686 0.3664 0.114 

ZN 25 O 0.1385 0.0129 0.0216 0.1538 0.3268 0.084 
OZN40 0.0821 0.0599 0.0657 0.1488 0.3565 0.099 
OZN50 0.1573 0.0035 0.0320 0.1686 0.3614 0.101 

ینتج من تحدید �میة وعدد المراكز الحمضیة والأساسیة أنها تتعلق �شكل �بیر  
النقاط الرئیسیة    (2)بنسبة �اشف التنشیط وامرار غاز النتروجین، و�تبین من الجدول  

 التالیة: 

الفحوم   -1 أجل  من  المجموعات   OZNو    Z Oیلاحظ  �میة  أن 
التنشیط   عند  صغرى  تكون  والكر�ونیلیة  أما ,  %wt 40الكر�و�سیلیة 

التنشیط  هذا  عند  عظمى  فتكون  والفینولیة  اللاكتونیة  وعند   المجموعات 
التجاري  �ازد�اد  الفحم  واضح  �شكل  فتزداد  اللاكتونیة  المجموعات  أما   .

 التنشیط. 

 OZر�ج �ازد�اد التنشیط للفحوم  تزداد �میة الحمضیة السطحیة الكلیة �التد -2
 . ولكنها تكون أقل من الحمضیة السطحیة للفحم التجاري  OZNو 

 تزداد �میة المراكز الأساسیة الكلیة الفحم الفعال �ازد�اد نسبة التنشیط.  -3

أثناء عملیة التفحیم إلى تغیر طفیف في �میة    في   یؤدي امرار النتروجین -4
 المجموعات الوظیفیة .

یلاحظ ارتفاع �میة المجموعة الفینولیة للفحم الفعال التجاري �سبب ارتفاع  -5
 مساحتة السطحیة 
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                          ZPC: pHتحدید نقطة الشحنة الصفر�ة  4-2
Determination of Zero Point Charge                        

إن ســطح الفحــم �حتــوي علــى مجموعــات وظیفیــة مختلفــة فإنــه مــن الضــروري    
ـــ  pHمعرفــــة  ــذه تُعــــرف بــ التــــي �كــــون عنــــدها ســــطح الفحــــم معــــدوم الشــــحنة، وهــ

ZPCpH تُقــــــــاس .ZPCpH  طر�قــــــــة�pH  الانســــــــیاق �اســــــــتخدام محالیــــــــل �لور�ــــــــد
ومضبوطة بدقة و�ضــافة �میــة  )12-2  (مختلفة  pHعند    )(0.01Mالصودیوم  

رح فــي [7] المدروســة إلیهــا  الفحــم الفعــال عینــات مــن) ( 0.2gمحــددة ، �مــا شــُ
ي  pH�أنهــا قیمــة  ZPCpHالجــزء العملــي. تُعــرّف  التــي �عــدها �كــون الســطح الكلــّ

 لجسیمات الفحم مشحونة سلباً وقبلها �كون سطح الفحم مشحوناً إ�جابیاً.  

ــددت  ــة,  ZPCpHحـــــــــــــــــــ ــوم الفعالـــــــــــــــــــ ــن الفحـــــــــــــــــــ ــارة مـــــــــــــــــــ ــات المختـــــــــــــــــــ  للعینـــــــــــــــــــ
 ZPCpHقــیم    إن  بــیّنت) رســومات تحدیــد نقطــة الشــحنة الصــفر�ة و 1و�بین الشــكل (

 لاحظ من هذه القیم ما یلي:و�) 6.6-6تقع في المجال ( للفحوم المختارة  

 �التدر�ج �ازد�اد نسبة �لور�د الزنك    OZللفحوم  ZPCpHتزداد  -1

إلــى تغیــر OZN50 لا یــؤدي إمــرار النتــروجین أثنــاء عملیــة التفحــیم للعینــه  -2
   یذ�ر في نقطة الشحنة الصفر�ة.

3- ZPCHp  الز�تون  من مخلفاتالمحضر  أقل من عینات الفحمللفحم التجاري تكون. 
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المحضرة    (1)الشكل   الفعالة  الفحوم  لعینات  الصفر�ة  الشحنة  نقطة  رسومات 

 . التجاري  الفعال والفحم الز�تون و المنشطة �كلور�د الزنك معاصر مخلفات  من

 لامتزاز من المحالیل: ا3  -4

وتوصیفها   الفعالة  الفحوم  خواص  المحالیل    ندرسلتحدید  من    وهو الامتزاز 
مهمة   الكیمیائیة  و طر�قة  والملوثات  الأصبغة  من  المیاه  معالجة  في  مفیدة  وسیلة 

الامتزاز من المحالیل �عتمد على تقنیة �سیطة وسر�عة    ] وعلى الرغم من أنّ [12,21
ومع  نّ أإلا   الممتزة  المادة  مع  مهمة  تأثیرات  في  یدخل  المحل  �ون  �صعو�ة  �متاز  ه 

 الماز. سطح 

امتزاز   الدرجة  DR23أنجز  عند  المائیة  المحالیل  �استخدام )    298K  (من 
حسبت   الطیفیة،  �الطر�قة  التوازني  التر�یز  مختلفة،وحدد  أولیة  تراكیز  ذات  محالیل 

الممتزه   العلاقة    mg/gبواحدة    Xالكمیة  علاقة (1)من  بتطبیق  البیانات  حللت   .
 لانغمو�ر الخطیة العلاقة: 
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1
BXm

+ C
Xm

= C
Xm

     (2) 

 ثابت لانغمو�ر. Bسعة الطبقة الأحاد�ة و mXحیث تمثل 

على �عض العینات حیث    DR23نموذجا لمنحنیات امتزاز    (2)یبین الشكل  
  ل ,مما ید  [25]وفقا لتصنیف جیلس ورفاقه    Lتكون جمیعها من الشكل اللانغمو�ري  

التر�یز   ازد�اد  مع  تدر�جي  �شكل  الممتزه  الكمیة  .تزداد  فیز�ائي  الامتزاز  أن  على 
 التوازني في البدا�ة، وعند التراكیز العالیة �صبح مقدار الازد�اد طفیفا. 

الشكل   الامتزاز�ة،    (3)یبین  للبیانات  لانغمو�ر  لعلاقة  الخطیة  الرسومات 
ارتباط الثابت  )2R≤ 0.927  (و�معامل  الطبقة الأحاد�ة    B، حسب  من   mXوسعة 

. ونلاحظ من البیانات الامتزاز�ة  C/Xمیول الخطوط المستقیمة والتقاطع مع المحور  
 �أنها تنطبق على علاقة لانغمو�ر.
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 مخلفات معاصرعلى الفحوم الفعالة المحضرة من    RD23منحنیات امتزاز    (2)لشكل  ا

 والفحم التجاري  الز�تون 
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 مخلفات معاصرعلى الفحم الفعال المحضر من DR23لانغمو�ر الخطیة لامتزاز  تحو�لات (3)الشكل 
 والفحم الفعال التجاري  الز�تون 

الجدول   لـ    (3)یبین  الفعال المحضر    DR23البیانات الامتزاز�ة  الفحم  على عینات 
  قیم ثابت لانغمو�ر   نّ أ  (3). نلاحظ من العمود  والفحم التجاري   298Kعند الدرجة  

المجال   تقع ضمن  ماز/ممتز  المتبادل  التأثیر  �عكس   \l 153.55-68.12)الذي 
mg). 

التنشیط وتبلغ    mXأن قیم  (2)كما یبین العمود   تزداد مع ازد�اد نسبة �اشف 
في  امرار غاز النتروجین    نّ أ . �ما نلاحظ  )tW 50%  (قیمة عظمى عند نسبة تنشیط 

ازد�اد   الى  یؤدي  الفعال  الفحم  لتحضیر  التفحیم  عملیة    mX  نّ أو�لاحظ    mXأثناء 
 . تكون أكبر للفحم التجاري  Bولكن قیمة  OZ25تقارب للفحم التجاري  
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 على عینات الفحم الفعال DR23یبین عوامل امتزاز  (3)الجدول 

B mg\g mg\l mX  العینة 
127 0.028 OZ50 
147 0.022 OZ40 

137.75 0.019 OZ25 
86.127 0.035 OZN50 
87.16 0.033 OZN40 

80.966 0.020 OZN25 
153.554 0.019 CC 

 دراسة حر�یة الامتزاز:  3-4

التي   الآلیة  لفهم  مطلو�ة  الفحم  على سطح  الملوثات  امتزاز  حر�یة  دراسة  إن 
الامتزاز   سرعة  تُعبّر  الامتزاز.  �عملیة  التي    dX/dtتتحكم  الممتزة  المادة  �میة  عن 

�مكن أن تمتز من الطور السائل على الماز الصلب في واحدة الزمن، و�مكن معرفتها  
 .t -tXمن حساب المیل عند �ل نقطة من المنحني  

والتـي   علاقات  أو  نماذج  عدّة  المحالیل  من  الامتزاز  حر�یة  لدراسة  تُستخدم 
لمرتبة الثانیة الظاهر�ة ونموذج الانتشار داخل  أهمها نموذج المرتبة الأولى الظاهر�ة وا

 . (25,26)الجسیمات  

 :تیةتُعطى علاقة سرعة حر�یة التفاعل من المرتبة الأولى الظاهر�ة �العلاقة الأ

)(1 te
t XXk

dt
dX

−=    (3) 

 min ،tX)-1(ثابت سرعة التفاعل من المرتبة الأولى الظاهري   1kحیث تمثل 
الزمن   عند  الممتزة  التوازن    eXو  tالكمیة  عند  الممتزة  بتطبیق  (mg/g)الكمیة   .

الزمن  عند  الابتدائیة  تكامل  )  tX 0 =  (تكون )    t = 0  (الشروط  �عطي  و�التالي 
 ما یلي:   (3)العلاقة  

 log (xe –xt ) =log xt – ( 𝐾𝐾1
2.303

)𝑡𝑡  (4) 

  –k)1/(2.303ینتج مستقیم میله    tوالزمن    X) tX-elog(برسم العلاقة بین  
 . 1kومنه �حسب  tlog Xوتقاطعه 
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تعتمد على سعة   والتي  الظاهر�ة  الثانیة  المرتبة  من  التفاعل  أما علاقة سرعة 
 : تیةالإمتزاز فتُعطى �العلاقة التفاضلیة الأ

2
2 )( te

t XXk
dt

dX
−=     (3-4) 

تمثل   الظاهر   2kحیث  الثانیة  المرتبة  من  التفاعل  سرعة    �ةثابت 
(g/mg.min)  وتحو�لها الى     (4-3)تكامل العلاقة  و  ، و�تطبیق الشروط الابتدائیة

 الشكل الخطي تصبح على الشكل التالي:

t
XXkX

t

eet

)1(1
2

2

+=     (4-4) 

بین   العلاقة  میله    tوالزمن    tt/Xو�رسم  مستقیم  وتقاطعه    e1/Xینتج 
2

e.X21/k    2وُ�عبّر
e.X2=k0v    الأولي الامتزاز  سرعة  بیّن  ی  .(mg/g.min)عن 

 DR23 لامتزازبدلالة الزمن  )    mg/g(بواحدة    tXتغیّر الكمیة الممتزة    (4)الشكل  
من  العلى   المختارة  الفعالعینات  من  الفحم  نلاحظ  هذه    أنّ   4,5)(نالشكلا.  إمتزاز 

عین  ادةالم التجاري    OZ50Nالفعال    مالفح  ةعلى  إلى    CCوالفحم  تقسیمه  ُ�مكن 
عند   المباشر  الامتزاز  عن  تُعبر  وهي  الحاد)  (الجزء  الأولى  المرحلة  مراحل:  ثلاث 
الثانیة   المرحلة  الخارجي،  السطح  على  الامتزاز  أو  الماز  مع  الممتزة  المادة  تماس 

م الجز�ئات  انتشار  �كون  حیث  المتدرّج  الإمتزاز  عن  وتُعبر  المنحني)  ،  ا یدف (الجزء 
الثة (العتبة) حیث ُ�صبح انتشار الجز�ئات �طیئاً جداً �سبب انخفاض تر�یز  المرحلة الث

 المادة الممتزة المتبقیة في المحلول.

  
 مع الزمنCeتغیرات  (5)الشكل  مع الزمن  Xtتغیرات  (4)الشكل 
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 الأولىحركیة تفاعل من المرتبة  (7)الشكل  حركیة تفاعل من المرتبة الثانیة  (6)الشكل 

 
 للفحم التجاري مع الزمن   Xtتغیرات  (8)الشكل 

 . بدلالة الزمن /lgبواحدة  eC  تغیّر التر�یز التوازني )5(كما یبیّن الشكل 

تطبیق علاقة المرتبة الأولى الظاهر�ة لامتزاز هذه المواد عند الدرجة    (7)یُبیّن الشكل  
)Co25(   ّأن امتزازها    ، نلاحظ �كل وضوح  یتبع  العلاقة لا تكون خطیة و�التالي لا 

الظاهر�ة   الثانیة  المرتبة  علاقة  تطبیق  عند  بینما  الأولى.  المرتبة  من  تفاعل  حر�یة 
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یتضح  

 
 )حركیة تفاعل مرتبة ثانیة10الشكل (        الأولى)حركیة تفاعل مرتبة 9الشكل ( 

،  )6)( (7  ن، الشكلا )2R 0.9953 <   (�جلاء أن الرسومات خطیة و�معامل ارتباط
وهذا    ) h1-g.mg.-1 (بواحدة   2kومن المیل والتقاطع ُ�حسب ثابت السرعة الظاهري   

بیانات حر�یة    (4). یُوضّح الجدول  [25,28]ما وُجد من أجل فحوم فعالة مختلفة  
الثانیة لإمتزاز   المرتبة  المختارة  DR23التفاعل من  الفعال  الفحم  والفحم    على عینة 

الكیمیائي  التجاري  الامتزاز  على  تعتمد  الثانیـة  الدرجة  من  الحر�یـة  معادلة  إن   .
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المتوازن، حیث أنها تتنبأ �السلوك العام على طول المجال المدروس، وهذا یتفق مع  
 . [27,29]متزاز الكیمیائي هي المحددة للسرعة أن عملیة الا

تعتمد �یمیائیة السطح أساساً على الذرات غیر المتجانسة الموجودة على سطح 
الفحم والتي تشكل المعقدات الأكسجینیة السطحیة، وهذه المعقدات تحدد شحنة السطح  

س الفحم في محلول  وعدم اِلفته للماء والكثافة الإلكترونیة لطبقات الغرافین. فعندما ُ�غم
ت من  تأتي  والتي  السطح  شحنة  �طور  فإنه  من    أینمائي  أو  السطحیة  المجموعات 

الأ على    یوناتامتزاز  تعتمد  والتي  المحلول  سطح    pHمن  ممیزات  وعلى  المحلول 
 . [19]الفحم 

التأثیرات   تُحدّد  والتي  للماء  السطح  إلفة  الأكسجینیة على عدم  المعقدات  تُؤثّر 
الك بین  المتبادلة  الطبیعي  غیر  القوي  التجاذب  تصف  التأثیرات  وهذه  للماء،  ارهة 

للماء   الكارهة  الفحوم  وسطوح  للماء  الكارهة  الممتزه  ازد�اد  [29]الجز�ئات  و�ـؤدي   ،
المعقدات  تُؤثّر  �ما  للماء.  الكاره  الر�ط  تناقص  إلى  للفحم  الأكسجیني  المحتوى 

للطبقات الغرافینیة، والتي بدورها ستؤثر    الأكسجینیة السطحیـة على الكثافة الإلكترونیة 
 . [29]على التأثیرات المتبادلة التشتُتیة بین سطح الفحم والجز�ئات الممتزة 

 على الفحم الفعال  DR23یوضح بیانات حر�یة التفاعل من المرتبة الثانیة لامتزاز  (4) الجدول 

 العینة 
Xe  

(mg\g) 
2K 

 g\mg.h 
2R 

OZN50 82.64463 0.005504135 0. 9953 
CC 15.432 0.2437 0.995 
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 الاستنتاجات : 

�یمیائیا"   والمنشطة  المختارة  الفحوم  سطوح  �یمیائیة  دراسة  نتائج  أوضحت 
 �كلور�د الزنك النقاط التالیة : 

وتتأثر   -1 حمضیة،  تكون  الفحوم  سطوح  التنشیط   pHإن  بنسبة  السطح 
 ودرجة حرارة التفحیم.

أن �میة المجموعات الكر�و�سیلیة   OZNوZ  Oیلاحظ من أجل الفحوم   -2
التنشیط   عند  صغرى  تكون  المجموعات    %40wtوالكر�ونیلیة  أما 

المجموعات   أما  التنشیط.  هذا  عند  عظمى  فتكون  والفینولیة  اللاكتونیة 
واض  �شكل  تتناقص  ثم  فتزداد  �میة اللاكتونیة  تزداد   . التنشیط  �ازد�اد  ح 

 OZNو    OZالحمضیة السطحیة الكلیة �التدر�ج �ازد�اد التنشیط للفحوم  
 . أما الفحم التجاري فتكون �میة المجموعات الفینولیة عظمى

 تزداد �میة المراكز الأساسیة الكلیة للفحم الفعال �ازد�اد نسبة التنشیط.  -3

التفحیم إلى تغیر طفیف في �میة  أثناء عملیة  في  یؤدي امرار النتروجین   -4
 المجموعات الوظیفیة السطحیة .

 )298K  (من المحالیل المائیة عند الدرجة  DR23تكون منحنیات امتزاز   -5
 من النموذج اللانغمو�ر الممیز للامتزاز أحادي الطبقة. 

بنسبة التنشیط فهي عظمى عند نسبة   eXتتعلق سعة الامتزاز الأعظمي   -6
50Wt%)(     (3)الجدول 

في   -7 ازد�اد  الى  یؤدي  النتروجین  غاز  امرار  نسبة   eXإن  ازد�اد  مع 
   .التنشیط

الظاهر�ة -8 الثانیة  المرتبة  من  الامتزاز  حر�یة  علاقة  الأنسب    تكون  هي 
امتزاز   حر�یة  الدرجة   DR23لتوصیف  عند  المائیة  المحالیل  من 

298K)( .على الفحم الفعال 
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

 :علي وطفة طالب الدراسات العلیا

 جامعة البعث     - �لیة العلوم -قسم الر�اضیات 

 محمد عامرالد�تور المشرف : 

 الملخص: 

,𝐿𝐿2(𝑤𝑤التقر�ب �المر�عات الصغرى المعروف في الفضاء   سنعممفي هذا البحث   [𝑎𝑎, 𝑏𝑏])  

,𝑊𝑊𝑘𝑘,𝑝𝑝(𝑤𝑤في الفضاء  صحیحا الموزون لیصبح  [𝑎𝑎, 𝑏𝑏])  : مع النظیم 

   

‖𝑓𝑓‖𝑊𝑊𝑘𝑘,𝑝𝑝(Δ,𝜇𝜇)
2 = ���𝑓𝑓(𝑗𝑗)�2 𝑑𝑑𝜇𝜇𝑗𝑗  

𝑘𝑘

𝑗𝑗=0

, 𝑘𝑘 = 1,2 

لتقر�بها   ماثیماتیكاوتقر�ب �عض التوا�ع في هذا الفضاء و�تا�ة برامج �استخدام برنامج 

 ومناقشة هذه التقر�بات . 

  مفتاحیة:كلمات 

 فضاء سو�ولیفام الخطي , ظ, فضاء هلبرت , الن المر�عات الصغرى 
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Least square approximation in Sobolev 
Spaces 

Abstract : 

In this paper  we generalize the least square method used in the 
space 𝐿𝐿2(𝑤𝑤, [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) to become true in the Soboleve 
space𝑊𝑊𝑘𝑘,𝑝𝑝(𝑤𝑤, [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) equipped with   with the norm  : 

‖𝑓𝑓‖𝑊𝑊𝑘𝑘,𝑝𝑝([a,b],𝜇𝜇)
2 = ���𝑓𝑓(𝑗𝑗)�2 𝑑𝑑𝜇𝜇𝑗𝑗 

𝑘𝑘

𝑗𝑗=0

,           𝑘𝑘 = 1,2 

And give  some example in numerical view and write some 
programs in MATHEMATICA to approximate this functions. 

  

Key words : Least square Method ,Hilbert space  ,Lanier system 

,Sobolev spaces .  
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 مقدمة:

 ما الفرق بین الاستیفاء والتقر�ب ؟

  ( قد تكون حدود�ة جبر�ة او حدود�ة مثلثیة ) �حیث �مر من الاستیفاء هو البحث عن تا�ع

جمیع النقاط المعطاة مثلاً اذا �ان لدینا خمس نقاط فالحدود�ة الواجب ا�جادها ستكون  
نقطة معطاة فالحدود�ة الواجب ا�جادها من   nمن الدرجة الرا�عة وهكذا اذا �انت لدینا 

  قد تكون  وهنا نعلم ان إمكانیة الاستیفاء موجودة لكن نسبة الخطأ المرتكب n-1الدرجة
    كبیرة جدأ

 ) 1,1(  الشكل

لذلك نستخدم التقر�ب  والذي �عتمد على اختیار تا�ع (قد �كون    انها مكلفة حسابیاً  اكم 

�حیث قد �مر من النقاط المعطاة وقد لا�مر  حدود�ة او حدود�ة مثلثیة او حدود�ة اسیة) 

ولكن الشرط هوان �كون الخطأ الكلي (حیث الخطأ الكلي هو مجموع الأخطاء لكل النقاط  

 یوضح ذلك   )1�عد النقطة عن التا�ع )أصغر ما �مكن والشكل ( والخطأ هو
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 اذا ما هو التقر�ب ؟

هو اختیار تا�ع �حیث �كون الخطأ الكلي أصغر ما �مكن ضمن النظیم المعطى (نظیم  

 كون الخطأ المرتكب اصغر ما �مكن  ) �حیث �المذ�ور أعلاهسو�ولیف 

 تعار�ف ومفاهیم أساسیة : 

 : انه تا�ع وزن اذا حقق    𝑤𝑤(𝑥𝑥)نقول عن التا�ع  :  (1)  [1] تعر�ف

1- w  تا�ع مستمر على المجال[𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 

2- 𝑤𝑤(𝑥𝑥) > 0 ,∀𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 

3- ∀𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏],∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,∫ 𝑤𝑤(𝑥𝑥). |𝑥𝑥|𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑 < ∞𝑏𝑏
𝑎𝑎 

,𝑳𝑳𝟐𝟐(𝒘𝒘:الفضاء  [1]   (2)تعر�ف [𝒂𝒂,𝒃𝒃])  على   هو صف �ل التوا�ع القیوسة الموزون

,𝑎𝑎]المجال  𝑏𝑏] : التي تحقق 

‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏]) ≔ �� |𝑓𝑓(𝑥𝑥)|2
𝑏𝑏

𝑎𝑎
.𝑤𝑤(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑�

1
2

< ∞ 

,𝐿𝐿2(𝑤𝑤(الجداء الداخلي في الفضاء   :(3)  [1]  تعر�ف [𝑎𝑎, 𝑏𝑏])  (  فرض التا�عین�

𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑔𝑔(𝑥𝑥) ∈ 𝐿𝐿2(𝑤𝑤, [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) (المثقل)الموزون الداخلي  عندئذ سنعرف الجداء  

 �الشكل : 

< 𝑓𝑓,𝑔𝑔 >𝑤𝑤≔ � 𝑓𝑓(𝑥𝑥).𝑔𝑔(𝑥𝑥).𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

𝑑𝑑𝑑𝑑حیث   = 𝑤𝑤(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 
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 انهما متعامدین  اذا تحقق :   𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑔𝑔(𝑥𝑥)نقول عن التا�عین  : [4]) 4( تعر�ف 

< 𝑓𝑓,𝑔𝑔 >𝑤𝑤≔ � 𝑓𝑓(𝑥𝑥).𝑔𝑔(𝑥𝑥).𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= 0 

التوا�ع التي تنتمي هي    �ل فضاء(فضاء سو�ولیف ): هو  : [5] [1]) 5( تعر�ف

 ضاء لیبیغ  وتحقق : ومشتقاتها لف 

‖𝑓𝑓‖𝑊𝑊𝑘𝑘,2([a,b],𝜇𝜇)
2 = ���𝑓𝑓(𝑗𝑗)�

2
𝑑𝑑𝜇𝜇𝑗𝑗  

𝑘𝑘

𝑗𝑗=0

< ∞ 

𝑑𝑑𝜇𝜇𝑖𝑖حیث   = 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑  و𝑤𝑤 = (𝑤𝑤0,𝑤𝑤1, … ,𝑤𝑤𝑘𝑘)  

 �صبح �الشكل : : الجداء الداخلي في فضاء سو�ولیف )1( ملاحظة 

(𝑓𝑓,𝑔𝑔)𝑤𝑤�𝜇𝜇0,…𝜇𝜇𝑘𝑘�,[𝑎𝑎.𝑏𝑏]
𝑘𝑘,2

≔ � 𝑓𝑓(𝑥𝑥).𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝜇𝜇0
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ � 𝑓𝑓(𝑥𝑥).𝑔𝑔(𝑥𝑥).𝑑𝑑𝜇𝜇1

𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ ⋯

+ � 𝑓𝑓(𝑘𝑘)(𝑥𝑥).𝑔𝑔(𝑘𝑘)(𝑥𝑥).𝑑𝑑𝜇𝜇𝑘𝑘
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

𝑑𝑑𝜇𝜇𝑖𝑖حیث :  = 𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑    𝑖𝑖 = 0, … ,𝑘𝑘 

 هي حلول معادلة لوجندر التفاضلیة :  دود�ات لوجندر: ح  [4]  )6( تعر�ف 

(1 − 𝑥𝑥2)𝑦𝑦′′ − 2𝑥𝑥𝑦𝑦′ + 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)𝑦𝑦 = 0 
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 وتعطى �صیغة رودر�غز �الشكل :

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥) =
1

2𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑑𝑑𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 − 1)𝑛𝑛 

 خاصة :حالة   

𝑤𝑤(𝑥𝑥)حدود�ات لیجندر متعامدة مع الوزن  = 1 

,𝑳𝑳𝟐𝟐(𝒘𝒘تقر�ب المر�عات الصغرى في الفضاء   [𝒂𝒂,𝒃𝒃]) [2] [3] [4] 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)�فرض   ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]   و𝜙𝜙0,𝜙𝜙1, …𝜙𝜙𝑛𝑛 ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]  ًتوا�ع مستقلة خطیا  

,𝜙𝜙0,𝜙𝜙1}من   جموعة �ل التراكیب الخطیة المستقلةم  Sو�فرض …𝜙𝜙𝑛𝑛} : عندئذ 

∀𝜙𝜙(𝑥𝑥) ∈ 𝑆𝑆:ϕ(𝑥𝑥) ≔�𝑐𝑐𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

 

𝑑𝑑(𝑓𝑓,𝜙𝜙) ≔ ‖𝑓𝑓 − 𝜙𝜙‖ = 𝐷𝐷(𝑐𝑐0, 𝑐𝑐1, … 𝑐𝑐𝑛𝑛) 

,𝐷𝐷(𝑐𝑐0 حیث  𝑐𝑐1, … 𝑐𝑐𝑛𝑛)   تا�ع للعوامل𝑐𝑐0, 𝑐𝑐1, … 𝑐𝑐𝑛𝑛  

 ومعاملاته  𝜙𝜙تعتمد على التا�ع     𝑓𝑓و𝜙𝜙أي ان المسافة بین الدالتین  

  . �جب ان تكون أصغر ما �مكن  dان المسافة 

𝑐𝑐𝑖𝑖  أي �جب ان �كون مشتقها الأول �النسبة للثوابت , 𝑖𝑖 = 0, . . ,𝑛𝑛    معدوم 

min
𝜙𝜙∈𝑆𝑆

𝐷𝐷2(𝑐𝑐0, … , 𝑐𝑐𝑛𝑛) = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜙𝜙∈𝑆𝑆

 � �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
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 لنطبق الشرط : 

𝜕𝜕𝐷𝐷2

𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
= 0 , 𝑖𝑖 = 0, … ,𝑛𝑛 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖

�� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
� = 0 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖

�� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�
2

𝑤𝑤(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
� = 0 

−2� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)��𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑤𝑤(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 

�𝑐𝑐𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑤𝑤(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑

���������������
<𝜙𝜙𝑖𝑖,𝜙𝜙𝑗𝑗>𝑤𝑤

= � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑤𝑤(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑

���������������
<𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑗𝑗>𝑤𝑤

 

>حیث   𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑗𝑗 >𝑤𝑤  و< 𝜙𝜙𝑖𝑖 ,𝜙𝜙𝑗𝑗 >𝑤𝑤   الجداء الداخلي الموزون في الفضاء
𝐿𝐿2(𝑤𝑤, [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) 

 ومنه ینتج النظام الخطي الاتي:

�
(𝜙𝜙0,𝜙𝜙0) ⋯ (𝜙𝜙0,𝜙𝜙𝑛𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
(𝜙𝜙𝑛𝑛,𝜙𝜙0) ⋯ (𝜙𝜙𝑛𝑛,𝜙𝜙𝑛𝑛)

�
�����������������

𝐺𝐺

.�
𝑐𝑐0
⋮
𝑐𝑐𝑛𝑛
�

���
𝐶𝐶

= �
(𝑓𝑓,𝜙𝜙0)

⋮
(𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑛𝑛)

�
�������

𝐴𝐴

 



 تقریب المربعات الصغرى في فضاءات سوبولیف
 

82 
 

 سابق �الشكل :تصبح المسألة حل النظام الومنه 

𝑪𝑪 = 𝑨𝑨.𝑮𝑮−𝟏𝟏 

 𝑮𝑮هو مقلوب المصفوفة    𝑮𝑮−𝟏𝟏حیث  

 والخطأ المرتكب في هذا الفضاء �كتب �الشكل : 

𝐸𝐸𝐿𝐿2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏]) = �� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥)�2 𝑤𝑤(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

,𝑊𝑊1.2(𝑤𝑤في الفقرة التالیة سنعمم هذا التقر�ب لیصبح في الفضاء   [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) 

,𝑾𝑾𝟏𝟏,𝟐𝟐(𝒘𝒘تقر�ب المر�عات الصغرى في الفضاء   [𝒂𝒂,𝒃𝒃]): 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)�فرض   ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]   و𝜙𝜙0,𝜙𝜙1, …𝜙𝜙𝑛𝑛 ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]  ًتوا�ع مستقلة خطیا  

,𝜙𝜙0,𝜙𝜙1}من   جموعة �ل التراكیب الخطیة المستقلةم  Sو�فرض …𝜙𝜙𝑛𝑛} : عندئذ 

∀𝜙𝜙(𝑥𝑥) ∈ 𝑆𝑆:ϕ(𝑥𝑥) ≔�𝑐𝑐𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

 

   ناصغر ما �مك (الفرق)ة�حیث �كون المساف 𝜙𝜙(𝑥𝑥)كما في الفقرة السا�قة سنبحث عن 

min
𝜙𝜙∈𝑆𝑆

𝐷𝐷2(𝑐𝑐0, … , 𝑐𝑐𝑛𝑛)

= 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜙𝜙∈𝑆𝑆

 � �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
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 لنطبق الشرط : 

𝜕𝜕𝐷𝐷2

𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
= 0 , 𝑖𝑖 = 0, … ,𝑛𝑛 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖

� � �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
� = 0 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖

�� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�
2

𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖′(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�
2

𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
� = 0 

−2� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑

− 2� 𝜙𝜙𝑖𝑖′(𝑥𝑥)�𝑓𝑓′(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙′𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)��𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ � 𝜙𝜙′𝑖𝑖(𝑥𝑥)��𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙′𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑

= � 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝜙𝜙′

𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑓𝑓′(𝑥𝑥)𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 
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 ومنه :

�𝑐𝑐𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝜙𝜙′

𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙′
𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑤𝑤0(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑�

�������������������������������������
<𝜙𝜙𝑖𝑖,𝜙𝜙𝑗𝑗>𝑊𝑊1,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])

= � �𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑤𝑤0(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)𝜙𝜙′
𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑤𝑤1(𝑥𝑥)�

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑

�������������������������������
<𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑗𝑗>𝑊𝑊1,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])

 

>حیث   𝜙𝜙𝑖𝑖 ,𝜙𝜙𝑗𝑗 >𝑊𝑊1,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])    و< 𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑗𝑗 >𝑊𝑊1,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])  الجداءات الداخلیة

,𝑊𝑊1,2(𝑤𝑤الموزونة في الفضاء   [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) 

 ومنه ینتج النظام الخطي الاتي:

�
(𝜙𝜙0,𝜙𝜙0) ⋯ (𝜙𝜙0,𝜙𝜙𝑛𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
(𝜙𝜙𝑛𝑛,𝜙𝜙0) ⋯ (𝜙𝜙𝑛𝑛,𝜙𝜙𝑛𝑛)

�
�����������������

𝐺𝐺

.�
𝑐𝑐0
⋮
𝑐𝑐𝑛𝑛
�

���
𝐶𝐶

= �
(𝑓𝑓,𝜙𝜙0)

⋮
(𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑛𝑛)

�
�������

𝐴𝐴

 

 حل النظام المسابق �الشكل :  هو   المسألةحل ومنه تصبح 

𝑪𝑪 = 𝑨𝑨.𝑮𝑮−𝟏𝟏 

 𝑮𝑮هو مقلوب المصفوفة    𝑮𝑮−𝟏𝟏حیث  

 والخطأ المرتكب في هذا الفضاء �كتب �الشكل : 

𝑬𝑬𝑾𝑾𝟐𝟐,𝟏𝟏(𝒘𝒘,[𝒂𝒂,𝒃𝒃]) = �� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥)�2𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′(𝑥𝑥)�2𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
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,𝑾𝑾𝟐𝟐,𝟐𝟐(𝒘𝒘تقر�ب المر�عات الصغرى في الفضاء   [𝒂𝒂,𝒃𝒃]) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)�فرض   ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]   و𝜙𝜙0,𝜙𝜙1, …𝜙𝜙𝑛𝑛 ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]  ًتوا�ع مستقلة خطیا  

,𝜙𝜙0,𝜙𝜙1}من   جموعة �ل التراكیب الخطیة المستقلةم  Sو�فرض …𝜙𝜙𝑛𝑛} : عندئذ 

∀𝜙𝜙(𝑥𝑥) ∈ 𝑆𝑆:ϕ(𝑥𝑥) ≔�𝑐𝑐𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

 

   ناصغر ما �مك (الفرق)ةكون المساف�حیث ت 𝜙𝜙(𝑥𝑥)كما في الفقرة السا�قة سنبحث عن 

min
𝜙𝜙∈𝑆𝑆

𝐷𝐷2(𝑐𝑐0, … , 𝑐𝑐𝑛𝑛)

= 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜙𝜙∈𝑆𝑆

 � �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′′(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤2(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

 لنطبق الشرط : 

𝜕𝜕𝐷𝐷2

𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
= 0 , 𝑖𝑖 = 0, … ,𝑛𝑛 
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𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖

�� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′′(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�
2
𝑤𝑤2(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
� = 0 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖

�� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�
2

𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖′(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�
2

𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖′′(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�
2

𝑤𝑤2(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
� = 0 

−2� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑

− 2� 𝜙𝜙′
𝑖𝑖(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙′

𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑

− 2� 𝜙𝜙′′𝑖𝑖(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙′′
𝑗𝑗(𝑥𝑥)

𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤2(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 
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� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)��𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ � 𝜙𝜙′𝑖𝑖(𝑥𝑥)��𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙′𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ � 𝜙𝜙′′𝑖𝑖(𝑥𝑥)��𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙′′𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤2(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑

= � 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝜙𝜙′

𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ � 𝜙𝜙′′
𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑤𝑤2(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 ومنه:

�𝑐𝑐𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝜙𝜙′

𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙′
𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑤𝑤1(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝜙𝜙′

𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙′
𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑤𝑤2(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑�

�������������������������������������������������������
<𝜙𝜙𝑖𝑖,𝜙𝜙𝑗𝑗>𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])

= � �𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑤𝑤0(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)𝜙𝜙′
𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑤𝑤1(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑖𝑖′′(𝑥𝑥)𝑤𝑤2(𝑥𝑥)�

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑

���������������������������������������������
<𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑗𝑗>𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])

 

>حیث   𝜙𝜙𝑖𝑖 ,𝜙𝜙𝑗𝑗 >𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])    و< 𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑗𝑗 >𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])  الجداءات الداخلیة

,𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤الموزونة في الفضاء   [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) 

 ومنه ینتج النظام الخطي الاتي:

�
(𝜙𝜙0,𝜙𝜙0) ⋯ (𝜙𝜙0,𝜙𝜙𝑛𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
(𝜙𝜙𝑛𝑛,𝜙𝜙0) ⋯ (𝜙𝜙𝑛𝑛,𝜙𝜙𝑛𝑛)

�
�����������������

𝐺𝐺

.�
𝑐𝑐0
⋮
𝑐𝑐𝑛𝑛
�

���
𝐶𝐶

= �
(𝑓𝑓,𝜙𝜙0)

⋮
(𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑛𝑛)

�
�������

𝐴𝐴
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 المسألة هو  حل النظام المسابق �الشكل : ومنه تصبح حل 

𝑪𝑪 = 𝑨𝑨.𝑮𝑮−𝟏𝟏 

 والخطأ المرتكب في هذا الفضاء �كتب �الشكل : 

𝑬𝑬𝑾𝑾𝟐𝟐,𝟐𝟐(𝒘𝒘,[𝒂𝒂,𝒃𝒃]) = 

 �� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥)�2𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′(𝑥𝑥)�2𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ � �𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′′(𝑥𝑥)�2𝑤𝑤2(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)لنقرب التا�ع   ) :1مثال( = cos 𝑥𝑥    حیث [0,1]على المجال 

𝑤𝑤(𝑥𝑥) = {𝑤𝑤0(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤1(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤2(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤3(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤4(𝑥𝑥)
= 1} 

𝜙𝜙(𝑥𝑥)وحیث   = {𝜙𝜙0(𝑥𝑥) = 1,𝜙𝜙1(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥,𝜙𝜙2(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2,𝜙𝜙3(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3,𝜙𝜙4(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4} 

ϕ(𝑥𝑥)في :    𝑐𝑐𝑖𝑖أي لنبحث عن الامثال   ≔ ∑ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)2
𝑖𝑖=0 

 ) عندها �صبح النظام الخطي �الشكل :1�استخدام الكود (
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⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

1
1
2

1
3

1
4

1
5

1
2

4
3

5
4

6
5

7
6

1
3

5
4

83
15

23
3

341
35

1
4

6
5

23
3

488
35

161
8

1
5

7
6

341
35

161
8

9827
315 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎝

⎜
⎛

𝑐𝑐0
𝑐𝑐1
𝑐𝑐2
𝑐𝑐3
𝑐𝑐4⎠

⎟
⎞

=

⎝

⎜
⎛

0.8414709848078965
−0.07792440345582419
−2.0461457005669237
−2.788634412151917
−3.444921137668768 ⎠

⎟
⎞

 

�ومنه 
𝑐𝑐0
𝑐𝑐1
𝑐𝑐2
� =

⎝

⎜
⎛

1.0000020941617245
4.768200213556284 × 10−7
−0.5017177747540105
0.006096822056544937
0.03591852486681102 ⎠

⎟
⎞

 

𝜙𝜙(𝑥𝑥)وتصبح الحدود�ة :  = 1.0000020941617245  +
4.768200213556284 × 10−7𝑥𝑥 − 0.5017177747540105𝑥𝑥2 +

0.006096822056544937𝑥𝑥3 + 0.03591852486681102𝑥𝑥4 

 و�كون الخطأ المرتكب : 

𝐸𝐸𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏]) = 0.0015074832199614716 
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cos) یوضح الخط البیاني لـ  2الشكل (  𝑥𝑥 و 𝜙𝜙(𝑥𝑥)  

 )2الشكل ( 

: نلاحظ ان الدقة عالیة لكن الكلفة الحسابیة مرتفعة أي  مناقشة الكلفة الحسابیة والدقة 

)لحساب الوقت    abslutimingثانیة (حیث استخدمنا تعلیمة 6.4زمن التنفیذ عالي وهو 

 الذي تستغرقه وحدة المعالجة المر�ز�ة لتنفیذ الكود . 

 [1,1−]على المجال  لو حللنا المثال السابق �استخدام حدود�ات لوجندر  الان: ماذا

 حیث 

𝑤𝑤(𝑥𝑥) = {𝑤𝑤0(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤1(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤2(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤3(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤4(𝑥𝑥)
= 1} 

𝜙𝜙(𝑥𝑥) = {𝐿𝐿0(𝑥𝑥) = 1, 𝐿𝐿1(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥, 

𝐿𝐿2(𝑥𝑥) =
1
2

(3𝑥𝑥2 − 1), 𝐿𝐿3(𝑥𝑥) =
1
2

(5𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥), 𝐿𝐿4(𝑥𝑥) =
1
8

(35𝑥𝑥4 − 30𝑥𝑥2 + 3)} 

 عندها �صبح النظام الخطي �الشكل : )3و () 2�استخدام الكود (



 د. ملھم سالم الحسن     علي وطفة   2022 عام  5العدد   44المجلد    مجلة جامعة البعث

91 
 

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

2 0 0 0 0

0
8
3

0 2 0

0 0
122

5
0 66

0 2 0
1136

7
0

0 0 66 0
6392

9 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎝

⎜
⎛

𝑐𝑐0
𝑐𝑐1
𝑐𝑐2
𝑐𝑐3
𝑐𝑐4⎠

⎟
⎞

=

⎝

⎜
⎛

1.682941969615793
0.

−6.979908086508669
0.

−14.165863961743849⎠

⎟
⎞

 

ومنه 

⎝

⎜
⎛

𝑐𝑐0
𝑐𝑐1
𝑐𝑐2
𝑐𝑐3
𝑐𝑐4⎠

⎟
⎞

=

⎝

⎜
⎛

0.8414709848078965
0.

−0.3100445465917291
0.

0.008866346217113963⎠

⎟
⎞

 

𝜙𝜙(𝑥𝑥)وتصبح الحدود�ة :  = 0.8414709848078965  −
0.3100445465917291𝑥𝑥2 + 0.008866346217113963𝑥𝑥4 

 و�كون الخطأ المرتكب : 

𝐸𝐸𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏]) = 0.049273618130178254 
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)3الشكل (   

ة الحسابیة منخفضة  نلاحظ ان الدقة مقبولة والكلف:  مناقشة الكلفة الحسابیة والدقة

والوقت المستهلك من وحدة   تحتوي الكثیر من الاصفار ) G�سبب التعامد (حیث إن  

 ثانیة   1.3المعالجة المر�ز�ة في الحاسب هو 

 

�عد البحث والحساب نوصي بتعمیم النتائج السا�قة على حدو�ات    توصیات ومقترحات : 

)وذلك �استخدام اوزان مختلفة والتعمیم أ�ضا على  مختلفة (لاكیر مثلا او تشیبیشیف

  k>2سو�ولیف حیث   تفضاءا

 

 

 

 المستخدمة : Mathematicaأكواد برنامج  

 كود المثال الأول :
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f[x_]=Cos[x]; 

G=Table[
,{i,0,2},{j,0,2}]; 

G1=Transpose[G] 

a=Table[
,{i,0,2}]; 

c=a.Inverse[G1]; 

poly={1,x,x^2}; 

f1[x_]=c.poly 

Erorsobolev=\[Sqrt]( +

); 

N[Erorsobolev]; 

Plot[{f1[x],Cos[x]},{x,0,1}] 

 

 

 كود المثال الثاني :

f[x_]=Cos[x]; 

0

1
x^ i j x

0

1
i j x^ i j 2 x

0

1
f x x^i x

0

1
f' x i x^ i 1 x

0

1
f1 x f x ^2 x

0

1
D f1 x f x , x ^2 x
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G=Table[ +

,{i,0,4},{j,0,4}]; 

a=Table[ +

+ ,{i,0,4}]; 

c=a.Inverse[G]; 

poly={1,x,x^2,x^3,x^4}; 

f1[x_]=c.poly; 

Erorsobolev=\[Sqrt]( +

+

); 

N[Erorsobolev] 

Plot[{f1[x],Cos[x]},{x,0,1}] 

 
 كود حدود�ات لوجندر : 

f[x_]=Cos[x]; 

0

1
x^ i j x

0

1
i j x^ i j 2 x

0

1
i j i 1 j 1 x^ i j 4 x

0

1
f x x^i x

0

1
f' x i x^ i 1 x

0

1
f'' x i i 1 x^ i 2 x

0

1
f1 x f x ^2 x

0

1
f1' x f' x ^2 x

0

1
f1'' x f'' x ^2 x
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G=Table[ +

+

,{i,0,4},{j,0,4}]; 

a=Table[ +

+

,{i,0,4}]; 
c=a.Inverse[G]; 
poly={1,x,x^2,x^3,x^4}; 

 
f1[x_]=c.poly; 

Erorsobolev=\[Sqrt]( +

+

); 
N[Erorsobolev] 
Plot[{f1[x],Cos[x]},{x,0,1}] 

 

 

 

1

1
LegendreP i, x LegendreP j, x x

1

1
D LegendreP i, x , x D LegendreP j, x , x x

1

1
D LegendreP i, x , x, 2 D LegendreP j, x , x, 2 x

1

1
f x LegendreP i, x x

1

1
f' x D LegendreP i, x , x x

1

1
f'' x D LegendreP i, x , x, 2 x

1

1
f1 x f x ^2 x

1

1
f1' x f' x ^2 x

1

1
f1'' x f'' x ^2 x
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 تقريب دوال الفضاء
بادتخدام كثيرات حدود   1  ،  0
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 إشراف الأسخار الذكخْر: محمد عاهر

 قسن الرياضياث  –كليت العلْم   –جاهعت البعث 

 الولخص

، جيكإيٙ حيى َميٕو ياحثيكد مي ه يثيرُْتٍٛ نٛجُي   ٔ سُتعرف فيٙ ْي ا انث يج  هيٗ اخٛيراد  ي ٔ   

انخكَٛيه  يٍ  ٔتت ي ث،      الأٔنٗ  ٍ   جه تمرٚب يُشٕ  فٕ ّٚٛ _ نٛجُ   فيٙ انُمةيه تت  ث 

، ٔسيُعتً   فيٙ بحثيكد انًثيرُْتٍٛ  هيٗ       جه تمرٚب يُشٕ  فٕ ّٚٛ _ جيكإيٙ  فيٙ انُمةيه 

 انًؤحر انًصفٕفٙ ٔذنك فٙ انفعكء 
0  ،  1. 

 

يتسهسهه فٕ ّٚٛ ـــــــ نٛجُ  ، اخٛراد   ٔ  جكإيٙ، اخٛراد   ٔ  نٛجُ  ،  :هفخاحيت كلواث

 .،   جه انتمرٚب انه انًٕن ةانيتسهسهه فٕ ّٚٛ ـــــــ جكإيٙ، 
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Approximation of Functions of Space  [  ،  ] 

Using Legendre and Jacobi polynomials    

 

 

Abstract 

In this research we are going to discuss Legendre and  Jacobi Polynomials 

then we will provide  the proof of  two theorems, the first one talks about  

the approximation`s degree of Fourier – Legendre series at the point x=0, 

and the second talks about the approximation`s degree of  Fourier- Jacobi 

series at the point x=1, using the matrix operator in both cases and in the 

space  [  ،  ]   .  

 

 

 

 

Key words: 

Legendre Polynomial, Jacobi Polynomial, Fourier – Legendre Series, 

Fourier - Jacobi Series, the generated function, Degree of Approximation.      
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 هقذهت:

ٕ ّٚٛ ف يتسهسههٔ فٕ ّٚٛ ــــــ نٛجُ    هيتسهسهيٍ امٍ كستخ او ي [  ،  ] بٌ تمرٚب  ٔال انفعكء 

تؤحر  هٗ يتتكنٛه انًجكيٛع انًؤحراد انخةٛه انً  ٔ ة ٔانتٙ ٚتى  ٍ غرٚق يعط  ـــــــ جكإيٙ

بنٗ  [  ،  ] يكستخ او انُظٛى فٙ انفعكء  مربت  انجزئٛه نتهك انًتسهسلاد فتُمهٓك نًتتكنٛكد أخرٖ 

 .ختهفه ٔال َفسٓك ٔي  جكد تمرٚب يان

 ُذف البحث: أُويت ّ

 هٗ ان   انعكو  انًؤحر انًصفٕفٙ ٔتةثٛمّ ٔذنك يكستخ او [  ،  ] بٚجك    جه تمرٚب  ٔال انفعكء

 .جكإيٙـــــــ فٕ ّٚٛ  يتسهسههٔ  فٕ ّٚٛ ــــــ نٛجُ  كمٍ يٍ يتسهسهه ًتتكنٛه انًجكيٛع انجزئٛه نن

 هشكلت البحث:

تمرٚب  ٔال انفعكء انً إ  يكستخ او انًؤحر انًصفٕفٙ ٔذنك يع  بٚجك  انُظٛى ٔاستخ ايّ فٙ 

 انتمرٚب. ًهٛه 

 :هْاد ّطرائق البحث

 : (                )- , الوؤثر الوصفْفي  ( )حعريف 

∑نتكٍ ن ُٚك انًتسهسهه    
 
يتتكنٛه يجكيٛعٓك انجزئٛه،  ُ ئٍ  َعرف انًؤحر  +  *ٔنتكٍ     

 يكنشكم اٜتٙ:  ( )انًصفٕفٙ 

   
   ∑            ∑            

 
   

 
                      ∑    

 
      

 ْٙ يصفٕفه يخهخٛه سفهٗ لا َٓكئٛه يٍ انخٕايت ان مٛمٛه. ( ،  )  ٔانًصفٕفه 

 ت مق انشرٔغ اٜتٛه:ٔ

   
   
∑    

 

   

            
   
                    

∑(         حكيت لا ٚتعهق يـ   ) ٛج بٌ  |    |
 
                  

 : - , [  ،  ]  ( الٌظين في الفضاء2حعريف )
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ٚأخ   [  ،  ] انُظٛى فٙ انفعكء  فاٌ -     ,نٕيٛغٛكً  هٗ انفترة إًنه    ان انه بذا اكَت

 :انشكم اٜتٙ

‖ ( )‖  [  ،  ]
 ∫ | ( )|

  

  

    

 :[4] ليجٌذر كثيراث حذّد  ( )حعريف 

 كنشكم اٜتٙ: ي ( )  تعرف اخٛراد   ٔ  نٛجُ   

  ( )  
(  ) 

    

  

   
*(   ) (   ) +               

 ْٔٙ  هٕل انًعك نه انتفكظهٛه اٜتٛه:

(    )         (   )                    

  [6]:ث حذّد ليجٌذرالذالت الوْلذة لكثيرا ( )حعريف 

 يكنشكم اٜتٙ: عةٗ ان انه انًٕن ة نكخٛراد   ٔ  نٛجُ  ت

(        ) 
 
  ∑    ( ) 

 

 

   

     | |     | |    

( ) يييع  انييه انييٕ ٌ  -     ,ٌ اخٛييراد  يي ٔ  نٛجُيي   يتعكييي ة  هييٗ انفتييرة اًييك أ      

∫   ( )  ( )
  

  

   
 

    
     

 :ٔٚعةٗ اًك ٚهٙكر ٛ يز  نتك ارَٔ        ٛج 

     2
         
         

 

 :[5] كثيراث حذّد جاكْبي  ( )حعريف 

  تعرف اخٛراد   ٔ  جكإيٙ
(   )

 يكنشكم اٜتٙ:   

  
(   )( )  

(  ) 

    

 

(   ) (   ) 
  

   
{(   )   (   )   } 

          ؛       ٛج أٌ
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 ْٔٙ  هٕل انًعك نه انتفكظهٛه اٜتٛه:

(    )   ,    (     ) -    (       )    

 [6]: الذالت الوْلذة لكثيراث حذّد جاكْبي  ( )حعريف 

∑  
(   )( )  

 

   

     (        ) 
 
 {    (        )

 
 }
  

{ 

   (        )
 
 }
  

 

يييييييع  انييييييه انييييييٕ ٌ                  -     , ٛييييييج بٌ اخٛييييييراد  يييييي ٔ  جييييييكإيٙ يتعكييييييي ة  هييييييٗ انفتييييييرة 

    ( )   (   ) (   )    

∫ (   ) (   )   
(   )( )  

(   )( )
  

  

  

 
       (     ) (     )

(        ) (       ) (   )
     

   : - , ( )حعريف 

  :كوا يلي  (        ) (  انصغٛرة)ّ(     )  (   انكثٛرة)يوكٌٌا اىَّ ًعرف 

( ) نقول إن ـ 1  يحقق ما يلي: موجب   إذا وجد ثابت     عندما   (( ) )  

| ( )|   | ( )| 

( ) نقول إن  -2  إذا تحقق ما يلي     عندما   (( ) )  

   
   

 ( )

 ( )
   

 الٌخائج ّهٌاقشخِا:  

 باسخخذام كثيراث حذّد ليجٌذر:   [  ،  ] حقريب دّال الفضاء 
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 ( )     ٔ  نٛجُ   ُ ئٍ  ٚعةٗ يُشٕ  ْ ِ ان انه ي لانه اخٛراد  -     ,   نتكٍ ن ُٚك ان انه 

 :ٔفق اٜتٙ

 ( ) ∑  ( )  ( )

 

   

   ( ) 

  ٛج:

  ( )  
    

 
∫   ( ) ( )
  

  

   

يصيييفٕفه يخهخٛيييه سيييفهٗ لآَكئٛيييه ييييٍ انعُكمييير تٛييير انسيييكنثه ٔانتيييٙ ت ميييق  (    )  نيييتكٍ ٔ

     ∑     
 
                 

  
  ∑      (   )

 

   

 

يكستخ او انًؤحر     فٕ ّٚٛ ـــــــ نٛجُ   فٙ انُمةه  يُشٕ بٌ   جه تمرٚب : ( )هبرٌُت 

  انًصفٕفٙ 
 تعةٗ اًك ٚهٙ :  

                          ( ( ))    [  ،  ]  - ( )    
 (   )    

 ي ٛج تت مق انفرظٛه اٜتٛه:

∫ √    |𝜓( )|
 

 

    (
√  

    
 ( )) 

 ٔت مق:  بنٗ  يكنُسثه انه يٕجثه يتزاٚ ة يكغرا   ( ) بٌ   ٛج

 ( )         

 Fourier – Jacobi) جاكْبي –هخسلسلت فْرييَ باسخخذام  -     , حقريب دّال الفضاء 

Series:) 

 ُ ئٍ  ٚعةٗ يُشٕ  ْ ِ ان انه ي لانه اخٛراد   ٔ  جكإيٙ  -     ,   نتكٍ ن ُٚك ان انه  

  
 ٔفق اٜتٙ : ( )(   )
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 ( ) ∑  ( )

 

   

  
(   )( ) 

 ْٙ يعكيلاد يُشٕ  فٕ ّٚٛ ــــــ جكإيٙ ٔتعةٗ انشكم: ( )   ٛج 

  ( )  
(        ) (   ) (       )

       (     ) (     )
∫ (   ) ( 
  

  

  )  ( )  
(   )( )   

يكستخ او انًؤحر      فٕ ّٚٛ ـــــــ جكإيٙ فٙ انُمةه يُشٕ  بٌ   جه تمرٚب : : ( )هبرٌُت 

  انًصفٕفٙ 
 :تعةٗ اًك ٚهٙ  

  [  ،  ]  ( 
( )) - ( )    

 (   ) 

 ي ٛج تت مق انفرظٛكد اٜتٛه:ٔ

∫  ( )    ( )

 
 

 

    (
 (     ) ( )

(        ) (       )  
) 

∫     
 
  ( )    ( )

 
 

 
 

    (
 (     ) ( )

(        ) (       )  
 
 

) 

 ٔت مق:  بنٗ   انه يٕجثه يتزاٚ ة يكغرا  يكنُسثه ( )  يٕجب ٔحكيت  c  ٛج 

 ( )         

 ِا في إثباث الوبرٌُخيي السابقخيي:ًعخوذ علي، حيث ثباث بعذ الخوِيذياث الأحيتًعرض الإ

 :[2] ( )حوِيذيت 

 ٚكٌٕ:    فاَّ  ُ يك ٍ اختٛك ٍٚٛ ٛ   ٍٚ  مٛمٛ    كٍ نٛ

  
(   )
(    )    

 
  ( )    (    )   (  

 
 )            

  ٛج بٌ:
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 ( )    
 
 (   

 

 
)
   
 
 
(   
 

 
)
   
 
 
 

    
     

 
      (  

 

 
)
 

 
 

فيٙ اخٛيراد  ي ٔ         يٕظيع  ترتثػ اخٛراد   ٔ  جكإيٙ ييع اخٛيراد  ي ٔ  نٛجُي  ٔ

 :َج  يُُّ صم  هٗ اخٛراد   ٔ  نٛجُ   ٔن جكإيٙ

    
 

 
      

 

 
 

 ( )    
 
 (   

 

 
)
   
 
 
(   
 

 
)
   
 
 
   

 
 (   

 

 
   
 

 
)
 
 
 
 

 (
 

 
)

 
 
(    ) 

 
  

 انتًٓٛ ٚه اٜتٛه:ٔيًك سثق تُتج  

 :( )حوِيذيت 

 ٚكٌٕ:    فاَّ  ُ يك       بذا اكَت 

  (    )   
 
 
 (
 

 
)

 
 
(    ) 

 
    (   

 

 
 
 

 
)   (  

 
 )       

       

 :[2] ( )حوِيذيت 

 ٚكٌٕ:      ∞حكيت يٕجب فاَّ  ُ يك  cٔنٛكٍٍ اختٛك ٍٚٛ ٛ   ٍٚ  مٛمٛ    αكٍ نٛ

  
(   )(    )  {

    
 
  (  

 
 )                                        

 

 
 

 (  )                                                             
 

  :( )إثباث الوبرٌُت 

 ن ُٚك اًك ْٕ يعهٕو
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√        
 ∑   ( ) 

 

 

   

 

 َج :     ٔ ُ يك 

(    ) 
 
  ∑   ( ) 

 

 

   

 

  
  

 
 
   

  
        ( ) 

    ( ) 
    ( ) 

    

 يكنًةكيمه َج :

  ( )           ( )   
 

 
        ( )  

 

 
     

  ( )    ( )      

 ٔيُّ َج :

     ( )              ( )  
(  ) (    ) 

(  ) 
 

 :ٔيًك أٌ

  (   )  ∑  ( )  ( )

 

   

 

 ن ا َستةٛع أٌ َكتب اٜتٙ:

  (   )  ∑   ( )   ( )

 

   

 

   يـ    ٛج قًُك يتث ٚم ام 

 :يًك أٌٔ

     ( )              ( )  
(  ) (    ) 

(  ) 
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 َٔعهى أٌ: 

   ( )  
    

 
∫    ( ) ( )
  

  

   

 :ٔيُّ َج 

  (   )  ∑(
    

 
)∫  ( )   ( )  

(  ) (    )  

(  )  

  

  

 

   

 

 
 

 
∫  ( )
  

  

∑
(  ) (    )  (    )

(  )  
   ( )  

 

   

 

 :ٔيًك أٌ

∑
(  ) (    )  (    )

(  )  
   ( )

 

   

  *
(  ) (    )  (    )

(  )  
   ( )+ 

 :ٔيُّ َج 

  (   )   *
(  ) (    ) (    )

 (  ) 
∫  ( )
  

  

   ( )  + 

  
 (   )  ∑     *

(  ) (    ) (    )

 (  ) 
∫  ( )
  

  

   ( )  +

 

   

 

 ٔنُعع انعلاقه انًفٛ ة اٜتٛه:

𝜙( )  
 ( )   ( )

 
 

 ٔيُّ فاٌ:
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 (   )   ( )

 ∑     *
(  ) (    ) (    )

(  ) 
∫ 𝜙( )
  

  

   ( )  +

 

   

 

 لا ظ:

(    ) 

(  )  
 
(    )(    )(    )         

(  )(    )(    )         
   

أ٘ أٌ: 
(    ) 

(  )  
  ( ) . 

 ٔيُّ: π    أ٘         ٛج        َفرض أٌ: 

∫ 𝜙( )
  

  

   ( )    ∫ 𝜙(    )
 

 

   (    )        

 ∫     𝜙(    )
 

 

   (    )   

 ٔيكنتكنٙ َج :

∫ |𝜙(    )||    |
 

 

|   (    )|  

 ∫ |𝜙(    )||    |
 

 

(
 

 
)

 
 
(  ) 

 
 (    ) 

 
    

 .( )ٔذنك  سب انتًٓٛ ٚه 

 ٌ:ب ٛج 

(    )
 
 |  (    )|  (

 

 
)

 
 
( ) 

 
          

 :بذاً 

∫ |𝜙(    )||    |
 

 

|   (    )|   (
 

 
)

 
 
( ) 

 
 ∫
|    |

√    
|𝜙(    )|
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 (
 

  
)

 
 
∫ √    |𝜙(    )|
 

 

   

 ( )|     ( ) 

 ( )|     ( )|        ( )|           .
 

 
/ 

 ( )  (     )( ) 

𝜙( )  𝜓( )  
 ( )   .

 
 
/

 
     𝜓( )  𝜙     ( ) 

 ∫ √    |𝜙(    )|
 

 

   ∫ √    |𝜓( )|
 

 

   

  
 (   )   ( )    

 .  
 

 
/   .

 

 
/ 

 ، ٔيُّ:        ٛج: 

  
 .  
 

 
/   .

 

 
/ 

 ∑     [
(  ) (    ) (    )

(  ) (  )
 
 

∫ √    |𝜓( )|
 

 

  ]

 

   

 

 فرظٛكد انًثرُْه ٚكٌٕ:ٔ سب 

|  
 (   )   ( )|   (

    

√  
)∑     (

√  

    
 ( ))

 

   

 

  (
    

√  
)   (

√  

    
 ( ))∑    

 

   

 

 ٔيكنتكنٙ:
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|  
 (   )   ( )|   (  

 
 )  ( ( )  

 
 )∑    

 

   

 

  ( ( ))         

  ٛج بٌ:

    

(  )
 
 

 
    

√  
  (√ )   ( 

 
 
 ) 

 بذاً:

∫ |  
 (   )   ( )|    ( ( ))

  

  

∫      ( ( ))
  

  

 

  ( ( ))        

  ُ ئٍ :

‖  
 (   )   ( )‖ ,     -   ( ( ))         

 اتًم.ا ٚكٌٕ بحثكد انًثرُْه الأٔنٗ ق  أيٓ 

 :( )إثباث الوبرٌُت 

  :َعهى أٌ ان انه انًٕن ة نكخٛراد   ٔ  جكإيٙ تعةٗ يكنعلاقه اٜتٛه

    

 (     ) (     ) 
 ∑  

(   )( )  
 

   

   

         √   : ٛج

    
    

√       (    √       )
 
(    √       )

 

 ∑  
(   )( )  
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√(   ) .    √(   ) /
 
.    √(   ) /

 
 ∑  

(   )( )  
 

   

 

    

(   )(       ) (       ) 
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