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 الممخص
ن الحمقة حيث إ ،يعد مفيوم الحمقة المحمية من المفاىيم الأساسية في نظرية الحمقات

لك تم نقل ىذا المفيوم إلى فقط. لأجل ذ اً واحد اً أعظمي اً تكون محمية إذا حوت مثالي
 اً جزئي المودولات الإسقاطية حيث نقول عن المودول الإسقاطي إنو محمي إذا حوى مودولاً 

في ىذه الورقة العممية سندرس المودول الثنائي شبو المحمي كتعميم  فقط. اً واحد اً أعظمي
مودول الثنائي لحمقة الإندومورفيزمات المحمية لمودول وكذلك المفيوم الثنوي لو وىو ال

  شبو المحمي المرافق.
NMوقد أثبتنا أنو لأجل أي مودولين ],[فإن المودول الثنائي Rفوق حمقة , NM 

],[يكون شبو محمي عندما وفقط عندما لأجل كل عنصر NM يحقق أن)(mI 
 Nإذا كان المودول ،. فضلًا عن ذلكNحد مباشر فيmI)(فإن Nليس صغيراً في

RodmMعندئذ فإنو لأجل أي مودول ،شبو محمي  يكون المودول الثنائي],[ NM 
],[],)[(شبو محمي وأن NJMNM وفي ىذا السياق أثبتنا أنو إذا كان .N  ىو

eمودول قابل لمسحب ونصف إسقاطي فإن المودولN  شبو محمي عندما وفقط
)(نينية رئيسية وا  شبو محمية يم NEعندما الحمقة NN EJE . 

 
، الماااودولات القابماااة لمساااحب ومرافقاتياااا ،والماااودولات شااابو المحمياااة حمقااااتال الكمماااال المحياحياااة 
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Abstract 
 

 

The concept of local ring is one of the essential concept in 

rings theory. Where a ring is local if it contains one maximal ideal 

only. For that it is extended to projective modules, so we call a 

projective module is local if it contains only one maximal 

submodule. 
 

In this scientific paper we study the semi-local bi-module as a 

generalization for the local endomorphism ring of module. Also, its 

the dual concept, that is the dual semi-local of bi-module. 
 

We prove that for any modules NM ,  over a ring R , the bi-

module ],[ NM  is semi-local if and only if for every element 

],[ NM  such that the submodule )(mI  is not small in N , 

)(mI  is a direct summand of N .  
 

In addition to that, we prove that if N  is semi-local, then for 

every module RodmM  , the bi-module ],[ NM  is semi-local 

and )](,[],[ NJMNM  . 
 

Furthermore, in this paper, we prove that if N  was e  

retractable and semi-projective module, then the module is semi-

local if and only if the ring endomorphism of N , NE  is principal 

right semi-local and )( NN EJE  . 
 

Key Words: Quasi-local rings and modules, Retractable and co-

retractable modules, Semi-projective modules, Semi-injective modules.  
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 المقدماااااااااااااااااة 
ن الحمقة حيث إ ،يعد مفيوم الحمقة المحمية من المفاىيم الأساسية في نظرية الحمقات

. لأجل ذلك تم نقل ىذا المفيوم إلى [6] ،فقط اً واحد اً أعظمي اً تكون محمية إذا حوت مثالي
 اً جزئي دولاً الإسقاطي إنو محمي إذا حوى مو ت الإسقاطية حيث نقول عن المودول المودولا

 [.7] ،فقط اً واحد اً ظميأع
في ورقة عممية سابقة درسنا المودولات شبو المحمية كتعميم لممودولات المحمية وفي ىذه 
الورقة العممية سندرس المودول الثنائي شبو المحمي وشبو المحمي المرافق. وقد أثبتنا أنو 

NMلأجل أي مودولين ],[الثنائي فإن المودول Rفوق حمقة , NM  يكون شبو محمي
],[لأجل كل عنصرعندما وفقط عندما  NMيحقق أن)(mIليس صغيراً فيN 

عندئذ  ،شبو محمي Nإذا كان المودول ،فضلًا عن ذلك. Nحد مباشر فيmI)(فإن
RodmMفإنو لأجل أي مودول  يكون المودول الثنائي],[ NM  شبو محمي

],[],)[(وأن NJMNM . وفي ىذا السياق أثبتنا أنو إذا كانN ىوe مودول
 قابل لمسحب ونصف إسقاطي فإن الشروط الآتية متكافئة:

 شبو محمي. Nالمودول - 1
RodmMلأجل أي مودول – 2  فإن المودول الثنائي],[ NM .شبو محمي 
)(يمينية رئيسية وأن شبو محمية NEالحمقة - 3 NN EJE . 

بعد ذلك قمنا بدراسة المودولات شبو المحمية المرافقة وقد أثبتنا أنو لأجل أي مودولين 
NM ],[فإن المودول الثنائي Rفوق حمقة , NM  يكون شبو محمي مرافق عندما وفقط
],[ندما لأجل كل عنصرع NM يحقق أن)(Ker ليس كبيراً فيM  فإن
)(Ker حد مباشر فيMإذا كان المودول ،. فضلًا عن ذلكN شبو محمي مرافق، 

RodmNل أي مودولعندئذ فإنو لأج  يكون المودول الثنائي],[ NM  شبو محمي
],[],[مرافق وأن NMJNM . 

 

 ث ااااااااااان البحاااادف مااااااااااااله
يجاد العلاقة بينيا  دراسة المودولات الثنائية شبو المحمية وشبو المحمية المرافقة وا 

 ندومورفيزمات لممودولات شبو المحمية وشبو المحمية المرافقة.وبين حمقة الإ
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 ة ااااااااااااارجعياااااة الماااااااالدراس – 1
فوق ىذه والمودولات  01التي سندرسيا ىي حمقات واحدية فييا Rجميع الحمقات

. MEسنرمز ليا Mمودول ة التشاكلات لأيحمقواحدية. ىي مودولات يمينية و  اتالحمق
NMليكن ],[),(سنرمز ،Rفوق حمقةمودولين  , NMomhNM R. إن المجموعة 

],[ NM [ 1ىي زمرة جمعية تبديمية]، سارياً فوق الحمقةوتشكل مودولًا يME  ًويمينيا
 .NEفوق الحمقة

 

إذا كاان لأجال  Mإناو صاغير فاي Mمان الماودول Aنقول عن الماودول الجزئاي  1-1
BAMيحقق Mفي Bأي مودول جزئي آخر  ينتج أنMB ، [5.] 

 

إذا كان لأجل أي مودول جزئي  ،Mإنو كبير في Aنقول عن المودول الجزئي  1-2
 0B، [5.]ينتج أن 0BAيحقق Mفي Bآخر

 

قابال لمساحب إذا كاان لأجال كال ماودول جزئاي ( e)إناو  Mنقول عان الماودول  1-3
NM)غااااامر( تشاااااكل مااااودولاتيوجااااد  Mلممااااودول Nمغاااااير لمصاااافر : بحيااااث 

0إذا كااان لأجاال كاال مااودول جزئااي مغاااير لمصاافر ،. بمعنااى آخاارN لممااودولM 
),(0فإن المثالي اليميني  NMHom

R
، [3.] 

 

إنااو قاباال لمسااحب مرافااق إذا كااان لأجاال كاال مااودول جزئااي  Mنقااول عاان المااودول  1-4
MN   لمماااودولM يوجاااد تشااااكل ماااودولاتMM : 0بحياااث  ويحقاااق
0)( Nزئايإذا كان لأجال كال ماودول ج ،. بمعنى آخرMN  لمماودولM  فاإن

)(0المثالي اليساري N
S

 0ونرمز لو أحياناً بالشكل),( MNMHom
R

، [2.] 
 

NMلأجل أي مودولين  1-5  فإن: ,
],[}:],;[)( in  small is{المجموعااة - NmINMNM   تشااكل مااودولًا

],[من المودول جزئياً  NM [.4] ،يسمى المودول الجزئي الشاذ 
],[}:],;[)( in  large is{المجموعة - MKerNMNM   تشكل مودولًا

],[جزئياً من المودول NM [.4] ،يسمى المودول الجزئي الشاذ الثنوي 
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نصف إسقاطي إذا حقق أحد الشرطين المتكافئين Mإنو N. نقول عن المودول1-6
 الآتيين:

],[لأجل كل - 1 NM فإن)](,[],[  mINMN . 
],[لأجل كل - 2 NM :فإن 

})()(;:{],[  mIfmIEffMN N . 
 [.3] ،نصف إسقاطيMإنو نصف إسقاطي إذا كان Mونقول عن المودول

 

نصف أفقي إذا حقق أحد الشرطين المتكافئين Nإنو M. نقول عن المودول1-7
 الآتيين:

],[لأجل كل - 1 NM فإن))((],[  KerMN
ME. 

],[لأجل كل - 2 NM :فإن 
})()(;:{],[ fKerKerEffMN M   

 [.4] ،نصف أفقيNإنو نصف أفقي إذا كان Mونقول عن المودول
 

 ماااااااااااودولًا نصاااااااااااف أفقاااااااااااي قابااااااااااال لمساااااااااااحب مرافاااااااااااق Mإذا كاااااااااااان يمهيدياااااااااااة . 1-8
MEndS)(وأن R، وكااااانN  ًفااااي اً كبياااار اً جزئيااااا مااااودولاM، عندئاااااذ يكااااون المثاااااالي ف

 S، [4.]في اً صغير  NS)(اليساري
 

 الاااادراساااااااااة البحثياااااااااااة  - 2
 الماااااودولال شبااااااه المحااميااااااااة 

 يعرياااااااااااف 
NMليكن ],[نقول عن المودول الثنائي. Rمودولين فوق حمقة , NM  إنو شبو

],[محمي إذا كان لأجل كل NMبحيث)(mI ليس صغيراً فيN فإن)(mI 
 .Nمباشر في ىو حد

 

  1-2يمهيديااااااة 
NMليكن  . عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان:Rمودولين فوق حمقة ,

],[المودول – 1 NM .شبو محمي 
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],[لأجل كل – 2 NM بحيث],[ NM فإن)(mI حد مباشر فيN. 
 ااااان ااالبرها

(1)(2ليكن .)],[ NM بحيث],[ NM،  عندئذ فإن المودول الجزئي
)(mI ليس صغيراً فيN وبحسب الفرض فإن)(mI حد مباشر فيN. 
(2)(1.) ليكن],[ NM بحيث إن)(mI ليس صغيراً فيN،  عندئذ فإن
],[ NMوحسب الفرض فإن)(mI حد مباشر فيN، ومنو],[ NM  مودول

 شبو محمي.
 

  2-2ااااااة يمهيدي
NMليكن ],[. إذا كان المودولRمودولين فوق حمقة , NM عندئذ  ،شبو محمي

],[فإن المودول الجزئي Nلممودول Aمباشر لأجل أي حد AM .ىو أيضاً شبو محمي 
 البرهاااااان 

],[لنفرض أن المودول NM شبو محمي وليكنA حد مباشر لممودولN، ندئذ فإن ع
BAN  حيثB مودول جزئي فيNليكن .],[ AM  بحيث إن المودول

NAmIلما كان ،Aليس صغيراً في  mI)(الجزئي )( فإن],[ NM .
 mI)(. لنفرض جدلًا أنNليس صغيراً في mI)(لنبرىن عمى أن المودول الجزئي

 Kمودول جزئي Aفإنو يوجد في Aليس صغيراً في mI)(. لما كانNصغير في
KmIAبحيث  )( وأنAK  :ومنو فإن 

BKmIBAN  ))((  
BKN ومنو Nصغير في mI)(كن وبحسب الفرض الجدلي فإنول  

AKلما كان  فإن)()( BAKBKA ومنوKNAA   وىذا
وبحسب الفرض  Nليس صغيراً في  mI)(غير ممكن. وبالتالي فإن المودول الجزئي

AmIولما كان Nحد مباشر فيmI)(فإن )( نجد أن)(mI حد مباشر في 
Aمما سبق نجد أن المودول الجزئي .],[ AM .شبو محمي 
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  3-2 اةااااايمهيدي
عندئذ فإنو لأجل كل  ،شبو محمي N. إذا كان المودولRمودولًا فوق حمقة Nليكن
RodmMمودول   يكون المودول الثنائي],[ NM :شبو محمي وأن 

)](,[],[ NJMNM . 
 البرهاااااان 

RodmMشبو محمي وليكن Nلنفرض أن المودول   وأن],[ NM  بحيث
 Nوبحسب الفرض لما كان المودول Nليس صغيراً في mI)(إن المودول الجزئي

],[لتالي فإن المودولوبا Nحد مباشر في mI)(فإن شبو محمي NM .شبو محمي 
],[ليكن NM، عندئذ)(mIصغير فيN ومنو)()( NJmI   بالتاليو 

],[],)[(نجد أن NJMNM . 
],)[(ليكن NJM، عندئذ)()( NJmI  ولما كان المودولN  محمي شبو
 صغير في mI)(ومنو فإن المودول الجزئيNصغير في NJ)(المودول الجزئي فإن
N وبالتالي فإن],[ NMومنو فإن],[)](,[ NMNJM  مما سبق نجد .
],[],)[(أن NJMNM . 

 

  4-2 ةاااااااااامبرهن
NMليكن نصف إسقاطي. إذا Mىو Nوأن المودول Rمودولين فوق حمقة ,

],[],[],)[(عندئذ يكون ،شبو محمي Nكان المودول NJMNMNMJ . 
 البرهاااااااااااااااان 

 ( فإن:3-2عندئذ بحسب المبرىنة ) ،شبو محمي Nلنفرض أن المودول
)](,[],[ NJMNM . 

],[],)[(لنبرىن الآن عمى أن NJMNMJ ليكن .],[ NMJ رض جدلًا ولنف
],[أن NMJ، عندئذ)()( NJmI  بالتالي فإن المودول الجزئي)(mI 

 Nحد مباشر في mI)(شبو محمي فإن Nولما كان المودول ،Nليس صغيراً في
)()(بحيث إن NEeوبالتالي يوجد عنصر جامد مغاير لمصفر emImI   ولما

],[)(نصف إسقاطي نجد أنMىوNكان المودول NEJMNe   وىذا يبين
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],[],)[(أن NJMNMJ ليكن .)](,[ NJM، عندئذ فإن],[ NM 
],[ولما كان لأجل كل ،Nصغير في  mI)(ومنو فإن المودول الجزئي MN 

1)1(فإن   NN :نجد أن 
NmImImImIN NN  )1()()1()(  

)()1(وبالتالي يكون   NmImIN ولما كان)(mI  في اً صغيرN نجد أن 
)1(  NmIN :ولما كان 

)()()1()()(  mINmImImImI N  
 نصف إسقاطي نجد أن:Mىو Nولكون المودول

],)[()](,[)](,[],[ MNmINmINMN   
NNولما كان EMNMN )1(],[],)[(   :نجد أن 

NN EMNMN )1(],[],[   
NNومنو فإن EMN )1(],[   :ولما كان 

NNN EMNE )1(],[   
NNNنجد أن EE )1(  ومنو فإن],[ NMJ :وىكذا نجد أن 

],[)](,[ NMJNJM  
],[],[],)[(ومنو يكون NJMNMNMJ . 

 

  5-2ااااااااة مبرهنا
 . عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان:Rقابلًا لمسحب فوق حمقةeمودولًا  Nليكن

 شبو محمي. Nالمودول - 1
RodmMلأجل أي مودول – 2  يفإن المودول الثنائ],[ NM .شبو محمي 

 البرهاااااااااااااااان 
(1)(2( ينتج من المبرىنة .)3-2.) 
(2)(1ليكن .)A مودولًا جزئياً ليس صغيراً من المودولN، 0عندئذ فإنA  ولما

),(0لمسحب فإن قابلeىو Nكان المودول ANomh R  وبالتالي يوجد تشاكل
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ANfمودولات غامر : ومنو فإنNENNf  وبحسب الفرض فإن  ],[
AfmI )( حد مباشر فيN وىذا يبين أن المودولN  .شبو محمي 

 

  6-2مبرهناااااااااة 
. عندئذ الشروط الآتية Rفوق حمقة قابلًا لمسحب نصف إسقاطيeمودولًا  Nليكن
 متكافئة:

 شبو محمي. Nالمودول - 1
RodmMلأجل أي مودول – 2  فإن المودول الثنائي],[ NM .شبو محمي 
)(شبو محمية يمينية رئيسية وأن NEالحمقة - 3 NN EJE . 

 البرهاااااااااااااااان 
(1)(2( ينتج من المبرىنة .)5-2.) 
(1)(3لنفاااارض أن المااااودول .)N شاااابو محمااااي ولاااايكنNE  بحيااااث إن المثااااالي

لاايس صااغيراً  mI)(عندئااذ فااإن المااودول الجزئااي ،NEلاايس صااغيراً فااي NEاليمينااي
نصف إساقاطي يكاون  Nولما كان المودول Nفي اً صغير  mI)(لأنو إذا كان ،Nفي

حاااد  mI)(وىاااذا ينااااقض الفااارض. ومناااو فاااإن NEفاااي اً صاااغير  NEالمثاااالي اليميناااي
 بحياااااااث إن NEeوبالتاااااااالي يوجاااااااد عنصااااااار جاماااااااد مغااااااااير لمصااااااافر Nمباشااااااار فاااااااي

)()( emImI  ولما كان المودولN:نصف إسقاطي ينتج أن 
NRRN eEemINomhmINomhE  ))(,())(,(  

 Nلما كان المودول ،شبو محمية يمينية رئيسية. من جية أخرى NEوىذا يبين أن الحمقة
)(شبو محمي ونصف إسقاطي فإن NN EJE . 

(3)(1.) لنفرض أن الحمقةNE شبو محمية يمينية رئيسية وأن)( NN EJE  .
ولما كان المودول  0Aعندئذ فإن ،Nمودولًا جزئياً ليس صغيراً من المودول Aليكن
N ىوe0نقابلًا لمسحب فإ),( ANomh R وبالتالي يوجد تشاكل مودولات غامر 
ANg : ومنو فإنNEgوبحسب الفرض فإنAgmI )(  مودول جزئي ليس

)(وبحسب الفرض فإن Nصغيراً في NN EJEg  اليميني فإن المثالي  ومنو
NgE ليس صغيراً فيNE الحمقة ولما كانتNE  شبو محمية يمينية رئيسية فإنو يوجد
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NNبحيث إن NEeعنصر جامد eEEg  وبالتالي يوجدNE,  بحيث إن
egeeeg   وأنge  ومنو نجد أنggg  :وأن 

)()()()( gmIgmIggmIgmI   
)()()(وىذا يبين أن emIgmIgmIA   ومنوA حد مباشر فيN  وبالتالي

 مي. شبو مح Nالمودول
 

 شبااااااه المحااميااااااااة المرافقاااااااااة الماااااودولال 
 ف ااااااااااايعري

NMليكن ],[. نقول عن المودول الثنائيRمودولين فوق حمقة , NM  إنو شبو
],[محمي مرافق إذا كان لأجل كل NM بحيث)(Ker ليس كبيراً فيM  فإن

)(Ker ىو حد مباشر فيM. 
 

  7-2يمهيدياااااااااااة 
NMليكن  فئان:. عندئذ الشرطان الآتيان متكاRمودولين فوق حمقة ,

],[المودول – 1 NM .شبو محمي مرافق 
],[لأجل كل – 2 NM بحيث],[ NM فإن)(Ker حد مباشر في 

M. 
 البرهاااااااااااااااان 

(1)(2ليكن .)],[ NM بحيث],[ NM، عندئذ فإن المودول الجزئي 
)(Ker ليس كبيراً فيM وبحسب الفرض فإن)(Ker حد مباشر فيM. 
(2)(1.) ليكن],[ NM بحيث إن)(Ker ليس كبيراً فيM،  عندئذ فإن
],[ NM وبحسب الفرض فإن)(Ker حد مباشر فيM،  ومنو المودول
],[ NM .شبو محمي مرافق 

  8-2يمهيدياااااااااااة 
NMليكن ],[. إذا كان المودولRمودولين فوق حمقة , NM شبو محمي مرافق، 

],[فإن المودول الجزئي Mلممودول Aعندئذ لأجل أي حد مباشر NA بو ىو أيضاً ش
 محمي مرافق.
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 البرهاااااااااااااااان 
],[لنفرض أن المودول NM شبو محمي مرافق وليكنAحداً مباشراً لممودولM،  عندئذ
BAMبحيث Mفي Bيوجد مودول جزئي إذا كان .MA   .يتم المطموب

MAلنفرض أن ، 0عندئذ فإنBليكن .],[ NA  بحيث إن المودول الجزئي
)(Ker ليس كبيراً فيA، لما كانMAKer )(  0فإن)( BKer  

. لنفرض أن Mوليس كبيراً في Mمودول جزئي في Ker)(منو فإنو  0Bوأن
AM : عندئذ فإن ،التشاكل الإسقاطي الغامر],[ NM لنبرىن الآن .

AKerKerعمى أن  )()(  .لديناAKer )(، ليكن)(Kerx، 
)(0وأن Axعندئذ x  منووxx )( 0وبالتالي)()(  xx   ىكذاو 
AKerKerومنو فإن Kerx)(فإن  )()( . 
AKeryليكن  )(، عندئذ فإنAy وأنyy )( ومنو نجد أن: 

0)()(  yy  
)()(منوو   KerAKer مما سبق نجد أن .AKerKer  )()( . 

فإنو يوجد مودول جزئي مغاير  Aليس كبيراً في Ker)(ولما كان المودول الجزئي
)(0بحيث إن Aفي Kلمصفر KKer  :ومنو نجد أن 
 )()())(()( KAKerKAKerKKer  

0)(  KKer  
 وبحسب الفرض فإن Mليس كبيراً في Ker)(جزئيوىذا يبين أن المودول ال

)(Ker حد مباشر فيM وبالتالي فإنDKerM  )( حيثD  مودول
)(0عندئذ ،Kery)(ليكن .Mجزئي في y فإن ومنو )()(  Kery  

1))(()(وبالتالي فإن  KerKery  وىذا يبين أن)()(  KerKer  
)()(ومنو  KerKer  وىكذا نجد أن)()( DAKerA  ، أي إن 

)(Ker حد مباشر فيA وبالتالي المودول],[ NA  محمي مرافق.شبو 
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  9-2 يمهيدياااااااااااة
عندئذ لأجل  ،شبو محمي مرافق M. إذا كان المودولRمودولًا فوق حمقة Mليكن

RodmNأي مودول   فإن المودول الثنائي],[ NM .شبو محمي مرافق 
 البرهاااااااااااااااان 

RodmNشبو محمي مرافق وليكن Mلنفرض أن المودول  و],[ NM 
شبو  Mولما كان المودول Mس كبيراً فيلي Ker)(بحيث إن المودول الجزئي

],[ومنو المودول Mحد مباشر في Ker)(عندئذ فإن المودول  ،محمي مرافق NM 
 شبو محمي مرافق. 

 

  12-2 مبرهناااااااااة
NMليكن نصف أفقي. إذا كان Nىو Mوأن المودول Rمودولين فوق حمقة ,
],[],[عندئذ يكون ،شبو محمي مرافق Mالمودول NMNMJ . 

 البرهاااااااااااااااان 
],[مرافق وليكن شبو محمي Nلنفرض أن المودول NMJ لنفرض جدلًا أن .

],[ NM، عندئذ فإن المودول الجزئي)(Ker ليس كبيراً فيM  ولما كان
 بحيث إن: MEeد عنصر جامد مغاير لمصفرشبو محمي مرافق فإنو يوجMالمودول

)1()()( eKeremIKer M  
 نصف أفقي نجد أن:Nىو Mولما كان المودول

)1()())(())((],[ eEeemIKerMN MEEE MMM
   

],[لما كان ،من جية أخرى NMJ فإن المثالي اليساري],[ MN صغير في 
ME 1(ومنو فإن المثالي اليساري( eEM  صغير في ME وبالتاليeEE MM  

Meوىذا يبين أن 1 ومنو نجد أنMemIKer  )()( 0ومنو فإن  وىذا
],[],[غير ممكن. مما سبق نجد أن NMNMJ . 

],[ليكن NM، عندئذ فإن المودول الجزئي)(Ker كبير فيM من جية .
],[لما كان لأجل كل ،أخرى MN 1(فإن( MKer  جزئي فيمودولM 
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)()1(0ويحقق   MKerKer 1(0نجد أن(  MKer  وىذا يبين
 متباين. أيضاً لما كان: M1أن التشاكل

)()1()()(  KerKerKerKer M  
))(())((نجد أن  KerKer

MM EE   ولما كان المودولM ىوN 
نصف أفقي نجد أن ],[)](,[ MNMN  :ولما كان 

)1(],[)](,[   MMEMNMN 
],[],[)1(نجد أن   MMEMNMN وىذا يبين أن: 

)1(],[   MMEMN 
],[)1()1(ومنو فإن   MMMMM EEMNE وذلك أياً كان 

],[ MN، ومنو نجد أن],[],[ NMJNM  . 
],[],[مما سبق نجد أن NMNMJ . 

 

  11-2ة ااااااااااامبرهن
 ،شبو محمي مرافق مودولاً  M. إذا كانRمودولًا نصف أفقي فوق حمقة Mليكن

)(محمية يسارية رئيسية وتحقق شبو MEعندئذ تكون الحمقة  MM EJE . 
 البرهاااااااااااااااان 

بحيث إن المثالي اليساري  MEشبو محمي مرافق وليكن Mلنفرض أن المودول
ME ليس صغيراً فيME،  المودول الجزئيعندئذ يكون)(Ker  ليس كبيراً في
M، لأنو إذا كان المودول الجزئي)(Ker  في اً كبيرM ( 1فإنو بحسب التمييدية-
))((( يكون المثالي اليساري8 Ker

ME في اً صغيرME ولما كان المودولM  نصف
))((أفقي فإن  KerE

MEM  وىذا يبين أن المثالي اليساريME صغير في 
ME وىذا يناقض الفرض. ومنو فإن)(Ker حد مباشر فيM تالي يوجد وبال

 بحيث يكون: MEeعنصر جامد مغاير لمصفر
)1()()( eKeremIKer  

 نصف أفقي نجد أن: Mولما كان المودول
)1())1(())(( eEeKerKerE MEEM MM
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شبو محمي  Mشبو محمية يسارية رئيسية. ولما كان المودول MEوىذا يبين أن الحمقة
NM( ولأجل11-2مرافق فإنو بحسب المبرىنة )  نجد أن)( MM EJE . 

PEndS)(وأن Rمودولًا إسقاطياً فوق حمقةPليكن R نعمم أنو لأجل أي عنصر .
S فإن المودول الجزئي)(mI ير فيصغP  عندما وفقط عندما يكون المثالي

 [. 1.1القضية  ،7] ،Sفي اً صغير  Sاليميني
 

 بناءً عمى ذلك سنورد التمييدية الآتية:
 

  12-2ااااااة يمهيدياااااا
MEndS)(وأن Rشبو محمي مرافقاً فوق حمقة مودولًا نصف إسقاطي Mليكن R .

 القضيتان الآتيتان متكافئتان: Sعندئذ لأجل أي عنصر
 .Sفي كبير Sالمثالي اليميني – 1
 .Mكبير في mI)(المودول الجزئي – 2

 البرهاااااااااااااااان 
(1)(2لنفرض أن .) المثالي اليمينيS كبير فيS دول . لنفرض جدلًا أن المو

MmIعندئذ فإن ،Mليس كبيراً في mI)(الجزئي )( ولما كان المودولM 
 Seوبالتالي يوجد عنصر جامد Mحد مباشر في mI)(شبو محمي مرافق فإن

)()(بحيث emImI  ولما كانMmI )( 1نجد أنe ولما كان المودول .
M :نصف إسقاطي فإن 

eSemIMomhmIMomhS RR  ))(,())(,(  
ولما  Sكبير في eSنجد أن المثالي اليميني Sفي اً كبير  Sولما كان المثالي اليميني

)1(0كان  SeeS 1(0نجد أن(  Se 1ومنو فإنe وىذا غير ممكن. مما
 .Mكبير في mI)(المودول الجزئي سبق نجد أن

(2)(1لنفرض أن .) المودول الجزئي)(mI كبير فيM وليكنK  ًمثالياً يمينيا
بحيث  Kعندئذ يوجد ،0K. لنفرض جدلًا أن0KSبحيث إن Sفي
0ولما كان 0إن KSSS  0نجد أن SS   ولما كان

 نصف إسقاطي نجد أن: Mالمودول
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 ))(,())(,())()(,(  mIMomhmIMomhmImIMomh RRR

0 SS  
)()(0يبين أن وىذا   mImI ولما كان المودول الجزئي)(mI  في اً كبيرM 

)(0نجد أن mI0ومنو فإن 0وىذا غير ممكن. مما سبق نجد أنK،  أي
 .Sكبير في Sالمثالي اليميني  إن

 

QEndS)(وأن Rمودولًا أفقياً فوق حمقة Qليكن R نعمم أنو لأجل أي عنصر .
S فإن المودول الجزئي)(Ker كبير فيQ  عندما وفقط عندما يكون المثالي

 [.1القضية  ،6] ،Sفي اً صغير  Sاليساري
 

  13-2يمهيديااااااااااة 
MEndS)(وأن Rمودولًا نصف أفقياً شبو محمي فوق حمقةMليكن R عندئذ .

 القضيتان الآتيتان متكافئتان: Sلأجل أي عنصر 
 .Sكبير في Sالمثالي اليساري – 1
 .Mصغير في Ker)(المودول الجزئي – 2

 البرهاااااااااااااااان 
(1)(2لنفرض أن .) المثالي اليساريS كبير فيS لنفرض جدلًا أن المودول .

)(0عندئذ فإن ،Mليس صغيراً في Ker)(الجزئي Ker، 1أي إن  ولما
وبالتالي يوجد عنصر  Mحد مباشر في Ker)(شبو محمي فإن Mكان المودول

 بحيث إن: Seجامد 
)1()()( eKeremIKer  

 نصف أفقي نجد أن: M. ولما كان المودول1eفإن 1ولما كان
)1())1({))({ eSeKerKerS SS    

)1(نجد أن المثالي اليساري Sفي اً كبير  Sولما كان المثالي اليساري eS   كبير في
S 1(0. ولما كان(  eSSe 0نجد أنSe 0ومنو نجد أنe، :أي إن 

0)()(  emIKer  
 .Mصغير في Ker)(المودول الجزئي وىذا غير ممكن. مما سبق نجد أن
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(2)(1 لنفرض .)المودول الجزئي أن)(Ker صغير فيM  ولنفرض جدلًا أن
 يحقق  Sفي 0Kعندئذ يوجد مثالي يساري ،Sليس كبيراً في Sالمثالي اليساري 

 ولما كان: 0بحيث إن Kوبالتالي يوجد 0KSأن
0 KSSS  

0نجاد أن  SS ولماا كاان الماودولM  نصاف أفقاي وبحساب التمييدياة     
 ( نجد أن:1-4-11)

 ))(())((  KerKerSS SS  
0))()((   KerKerS 

MKerKerوىذا يبين أن  )()(  ولما كان المودول الجزئي)(Ker  صغير
MKerنجد أن Mفي )( 0ومنو فإن  وىذا غير ممكن. مما سبق نجد أن
0K، المثالي اليساري  أي إنS كبير فيS.
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