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  الأولىالحدية التحريك دراسة مسألة 
 الرياضية لمرونةنظرية ال

 جامعة البعث -عموم في كمية المساعد أستاذ  – جاعورال أحمدد . 
 

 مقدمة البحث :
 نستتتعرا الرمتتوز والتعتتاريم التزمتتة لتوىتتيا محتتتو   تتذا البحتتث 1 ، 2 :       

كنلتتت
1 2 3 1 2 3

( , , ) , ( , , )x x x x y y y y   3نقتتام متتن ال ىتتاR  ؛ حيتتث المستتافة

:  تتتتي yو xبتتتتين
1

3 2
2

1

( )
k k

k

x y x y


 
   

 
 .3ولتتتتتكن

0
D R  منمقتتتتة منت يتتتتة

 محتتدودة بالستتموح الم مقتتة
0 1
, ,...,

m
S S S متتن ال تتم :

2
( );0 1    ؛ حيتتث

0
S 

 كللم  م  م
k

S  و; , , 0,
i k

S S i k i k m    . 
)إن ه ينتمي لم م  Sنقول عن السما  : 1تعريف  );0 1

k
     ؛ حيثk 

zكل نقمة  إن   ؛ بحيث dأي عدد مبيعي ، إذا وجد عدد موجب  S  تقابل جممة
متعامدة منظ مة من المتج ات  1 2 3

( ) ( ), ( ), ( ) ; 1,2,3i i i iv z v z v z v z i   ؛
المحدود داخل الاسموانة Sوبحيث إن  الجز  من , ( ),dz v z  ليس له أي نقام

 الاسموانة .  تيمشتركة مع قاعد
نرمز بت      

k
D المحدودة بت و ممنمقة المنت ية ل; 1,

k
S k m ،   أيىا    : 

          
0 0

0

, ; 1,
m

k k k k

k

D D S D D S k m


 
     

 
  

,0)لممجال Lنرمز بت       )l وL لممجال 0,l كما نرمز بت
k k

D L    لاسموانة
و 4Rفي

k k
D L    0؛ حيث,k m .  نرمز بتO . لتمتنا ي في الكبر 

إذا كانت
(3,3)ijA A    :  م  وفة ، فإن

3
2 2

, 1

ij

i j

A A


  . كما نرمز بت  .T المنقول    

،  فتة عمت  ل ىا  التدوال المعر  عدد  حيا غير سالب kC(k  ))(نرمز بت       
) ت ، ونرمز ب مستمرة في  kوالتي  مشتقات ا حت  المرتبة )kC  من ل م الدوال 

 )(kC المنمقة والتي مشتقات ا مستمرة في كل نقمة من نقام حدود . 
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   :تي لآالشكل ا متراجحة بيسل تأخذ

                       
 

22

2 ,
, ,

,X X

f
f f f f

 

   

 

   

 
     

 
  

   . جممة غير   رية متعامدة في فىا   مبرت عن ر من فىا   مبرت ، fحيث
 تي : لآالشكل ا يبونياكوفسك - متراجحة كوشي تأخذ

                               












 b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )(.)()().( 22

2

     

)إذا كانت النواة : شميدت-همبرت مبرهنة , )k x s  تربيعية دالة قابمة لمجمع مع

فالمتسمسمةحولين متب 

1

,
( )

n

n

n n

f
x










  ،تتقارب وسميا  من الدالة ( , ) ( )

b

a

K x s f s ds  

نقتتول عتتن المتجتته :  2تعريففف  1 2 3
( , ) ( , ), ( , ), ( , )u x t u x t u x t u x t ه منتتتظم فتتيإن تت 

;(x , t L)
k k

D   1 : نا، إذا كتتتت 2( , ) ( ) ( )
i k k

u x t C C      وذلتتتتت  متتتتتن
1,2,3أجل :  , ,

k
i x D t L   . 

)إذا كانتتت  : 3 تعريففف )F X  م تت وفة مرب عتتة متتن المرتبتتة الاالاتتة عنا تتر ا عبتتارة عتتن
)يعتتر م بالعتقتتة التاليتتة :  Cت جزئيتتة ، فتتإن  تنستتور غتترينمشتتتقا )( ) . ( )F XC X T F X 

ه متجتتانس ومتستتاوي الختتواك إذا كانتتت ختتواك نقتتول عتتن الوستتم المتترن إن تت : 4 تعريففف
عمتت  اوابتتت المرونتتة لموستتم لا تت المرونتتة واحتتدة ل تتذا الوستتم فتتي كتتل الاتجا تتات . أو أن  

 [ .   3]  بتوجيه المحاور الإحدااية
متتن تحريت  و فتي حالتة الالكتستيكية لنظريتة المرونتة  المعتادلات الت اىتمية جممتة إن  

 أجل الأوسام المرنة المتجانسة والمتساوية الخواك تعم  بالشكل 3 : 

 (1   )                
2

2
( )graddiv ( , )

u
u u F x t

t
   


    


  

1يث ح 2 3( , ) ( , , )u x t u u u  ، متجه الانزياح، مؤار لابتس اتاي البعد( , )F x t   
0متجه القوة الحجمية ،    كاافة الوسم وt   ، الزمن,  ما لممرونة اوابت لا 
0و ي تحق  الشروم :  , 3 2 0    . 

 في  ذا البحث فقم مع الدوال المتج ية الحقيقية ؛ حيث أي متجه اتايسنتعامل       
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1البعتتتد  2 3( , , )f f f f  ،متتتع النظتتتيم
3

2

1

k

k

f f


   ستتتنعتبرم كم تتت وفة عمتتتود متتتن ،

أي ،  (3,1)المرتبة 
(3,1)kf f . 

ب را  
3 3

( ) ( )x ik xA A


   : مؤار ت اىمي م  وفي فيه 

                          
2

( ) ( )ij x ij

i j

A
x x

   


    
 

 

 : ( تكتب بالشكل الم  وفي الآتي1. فجممة المعادلات )كرونيكر  ديمتا ijحيث 

 (2              )            
2

2

( , )
 ( ) ( , ) ( , )x

u x t
A u x t F x t

t



   


 

المؤار الت اىمي الم  وفي :يدع     
3 3

, ( ) , ( )x ij xT n x T n x


      ؛
 حيث : 
            , ( ) ( ) ( )

( )
ij x i j ij

j i

T n x n x n x
x x n x

  
  

   
  

 

)ومتتتتتتؤار الإج تتتتتتاد  )n x  متجتتتتتته الوحتتتتتتدة الاختيتتتتتتاري فتتتتتتي النقمتتتتتتة تتتتتتوx ذا كتتتتتتان) إ : 
; 1,kx S k m   ،  فإن( )n x  0ممنمقة ل ا  خارجي ا  ناظميكونD )   . 

;إذا فرىتتتتنا أن  المنتتتتتام   0,kD k r  مرنتتتتتة متجانستتتتتة أوستتتتتام ممتمئتتتتتة بكانتتتتتت
k,ومتستتتتاوية الختتتتواك متتتتع اوابتتتتت لامتتتتا  k   والكاافتتتتةk  ،  بينمتتتتا المنتتتتام  الأختتتتر

; 1,kD k r m   المتتتتؤارات فتتتتإن  ، كانتتتتت فارغتتتتة( )xA    و , ( )xT n x  التتتتتي
k, عمتتتتتت  ويتتتتتتتتح k   عوىتتتتتتا  عتتتتتتن,    الشتتتتتتكل الترتيتتتتتتب تأختتتتتتذ عمتتتتتت( )

k

xA   و
 , ( )

k

xT n x   نرمز بت :. إىافة لذل   

                              0

0

( , ) lim ( , ) ; 0,

( , ) lim ( , ) ; 1,

k

k

x D z S

x D z S

u z t u x t k m

u z t u x t k r



  



  

 

 
 

;1( أي عندما : 2و ي عبارة عن حالة خا ة من الحالة العامة لت )  1,k k r   
نعمم ماذا نق د بت  ن س ا بالمريقة  , ( ) ( , )zT n z u z t



 . 
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    : اغة المسألةيص
;أوجد في الاسموانة  0,k k r  المتجه المنتظم ، ( , ) ; 0,

k

u x t k r  الذي
 : جممة المعادلات يحق  

 (3 )  
2

2

( , )
 ( , ) : ( ) ( , ) ( , ) ; 0,

k
k k k

k x

u x t
x t A u x t F x t k r

t



      


 

 :  الشروم الابتدائية مع

 (4                    )                     
0

 : lim ( , ) ( )
k k

k
t

x D u x t x


   

                                     
0

( , )
lim ( , ) ; 0,

k
k

t

u x t
x t k r

t





 


 

 الشروم الحدية : وكذل  مع 

 (5 ) 
0 0

( , ) : , ( ) ( , ) ( , ); 0, 1,...,
k

k zz t S L T n z u z t f z t k r m



 
       

 
 

تجتتدر الإشتتارة  نتتا أن نتتا ستتنرمز ل تتذم المستتألة بتتالرمز 
, , , , ,F f

I
   

ي تتترا كمتتا  .

,الدوال المتج ية المعماة ب , , , ,
k k k k k k

F f     : أنْ تحق  الشروم الآتية 
1 )2( . , . ) ( )

k

kF C   ، الت اىتت من المرتبة الاالاة تنتمي لم مو 
2 ( ) ; 0,kL D k r  . أن  :و 

                                               
0 0

0 ; 0, 1,...,

kS

T F k r m   

2)                                2: (., ) ( ) , 0,7
p k

kp
t L t C S p

t


    


  

    7

0

( , )
: ( ,.) ( ) , 0 , 0,5, 1,

k
mk

k m

t

z t
z S z C L m k r

t


 
        

 
 

 

3)                                1: (., ) ( ) , 0,7
p k

kp
t L t C S p

t


    


 

    7

0

( , )
: ( ,.) ( ) , 0 , 0,5, 1,

k
mk

k m

t

z t
z S z C L m k r

t
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4           )                      1: (., ) ( ) , 0,7
p k

kp
t L f t C S p

t


   


 

7

0

( , )
: ( ,.) ( ) , 0, 0,5 , 0, 1,...,

k
mk

k m

t

f z t
z S f z C L m k r m

t


 
       

 
 

 

5 )3 ( )
k

kC D   ، 2الت اىتت من المرتبة الاالاة تنتمي لم م و ( )kL D  أن  :  . و              

                                   0 0 0 0 0

0 ; 0, 1,...,

k kS S

T T A k r m     

6 )2 ( )
k

kC D   ، 2الت اىتت من المرتبة الاالاة تنتمي لم م و ( )kL D  أن  :. و   

                                                
0 0

0 ; 0, 1,...,

kS

T k r m    

في مسألة ل ذم الوحدانية الحل المنتظم تم  إابات  4  . 

(1)إذا كتتتان  ( , )
k

u x t لممستتتألة  ا  منتظمتتت ت  حتتت 
0,0,0, , ,f

I
 

(2)كتتتانو   ( , )
k

u x t ت  حتتت 

لممسألة  ا  منتظم 
, , ,0,0,0F

I
 

(1)       : فإن   .  (2)( , ) ( , ) ( , )
k kk

u x t u x t u x t   

سيكون حت  منتظما  لممسألة  
, , , , ,F f

I
   

   . 

(1)إن  وجتتود الحتتل         ( , )
k

u x t  ،ج متتن النتتتائج الموجتتودة فتتي ينتتت ، وحستتب فرىتتياتنا
 4  .  إابتتتتتات وجتتتتتود الحتتتتتل المنتتتتتتظم لممستتتتتألة بقتتتتتي عمينتتتتتا لتتتتتذل 

, , ,0,0,0F
I

 
؛ حيتتتتتث  

 . هدف هذا البحث، و و مريقة فورييه ب لإابات ذل  مريقة جديدة تعرم سنستعمل

 المناقشة والنتائج : 
 بير في  ذا البحثله دور ك أساسيم و م  لسنعرا  3   : 

 إذا كتان:  صيغ غفرين( ) ( )
k

u x u x و( ) ( )
k

v x v x  ؛ حيتث, 0,kx D k r  
)1لم تتم  يتتانن ينتمين اختيتتاريمتج تتي )kC D  ،ة متتن المرتبتتة الاانيتت  ماكمتتا أن  ت اىتتتت

2تنتمي لم م  ( )kL D   . 
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 العتقات الآتية :تتحق  عندئذٍ 

 ( 6 )        

   

 

   

0

0

0

0

0 0

0 0

1

0 0

1

( , ) .

.

. .

k

k

k

v
v

D S

m

v
k r S

r k k

v v
k S

T Au E u v dx T T u ds

T T u dS

T T u T T u dS





 

  



 
   

 

 
  

 

    
          

 

 

 

 

 (7 )  

     

   

   

   

0 0

0

0 0

0

0

0 0 0 0

0 0 0 0

1

0 0

1

0 0

. .

. .

. .

. .

k

k

k

k

v u
v u

D S

m

v u
k r S

r k k

v v
k S

k k

u u

T Au T Av dx T T u T T v ds

T T u T T v dS

T T u T T u dS

T T v T T v

  

  

 

  



 

    
            

    
           

     
             

 
  

 

 

 

 

kS

dS

   
       



 

  نا :

                
3

, 1

( , )
p p p q p q

p q q q p q q p

v u v u v u
E v u

x x x x x x
  



      
   

       
 

) ناكتبإذا  , )E v u : بالشكل 

  

,

3 2
( , ) .

3 2

3

p q p q

p q q p q p

p q p q

p q p q p q

v v u u
E v u div v div u

x x x x

v v u u

x x x x

  





     
      

       

     
    

       





 

): جد أن  نا نن  إف , ) ( , )E u v E v u   و( , ) 0E v v  
 :  من ختل إابات  حة المبر نتين الآتيتين أولا  البحث يتم  ذا إن  تحقي   دم 
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  تية :المتراجحة لآ:  1مبرهنة 
 (8                             )2

7

( , )n n

n D

E dx




     

  حيث : 
                                               ( )( ) ( )n

n

D

T x w x dx   

)وذل  من أجل أي متجه :، محققة  ) ( ) ; , 0,
k

kx x x D k r      يحق  الشروم: 

             0

2( ) ( ) , ( ) ; 1,2,3 , 0,

k
k

k k

i

x C D L D i k r
x


    


 

                     
0

: ( ) ( ) , 1,
k

kz S z z k r       
 ( .8ب المتسمسمة من الج ة اليسر  لت)الة الخا ة فإن  المبر نة تىمن تقار في الح

)( عم  المتج ات 6العتقة ) مب لن الإثبات : )x  و( ) ( )nw x : فنجد ، 
 (9           )                   ( )( , ) ; 7,....n

n n

D

E w dx n    

)جعمنا  ة خا ة إذا وفي حال )nw  ( فإن نا نجد : 9في ) 

( 11  )                            ( ) ( )
;

( , )
0 ;

nm n

D

m n
E w w dx

m n

 
 


 

 القيمة غير السالبة : أخذنا بعين الاعتبار إذا 
                                                     ( , ) 0

D

L E v v dx  

    : وفرىنا أن  

                                          
0

( )

7

( ) ( ) ( )
n

n

n

n

v x x w x


    

 نح ل عم  :  ، وبحساب بسيم، فإن ه 

 (11      )    

0

0

( ) ( )

, 7

( )

7

( , ) ( , )

2 ( , ) 0

n
m n

m n

m nD D

n
n

n

n D

L E dx E w w dx

E w dx
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 : أن  ( 11( و )11( و )9من العتقات )نجد 

                                
0

2

7

( , )
n

n n

n D

E dx


     

  تية :لآالمتراجحة ا:  2مبرهنة 
 (12                             )22 2

7

n n

n D

A dx




    

)محققة وذل  من أجل أي متجه : ) ( ) ; , 0,
k

kx x x D k r      يحق  الشروم
 تية : لآا

        
2

1

2( ) ( ) , ( ) ; , 1,2,3 , 0,

k
k

k k

i j

x C D L D i j k r
x x

 
    

 
 

      
0 0 0

: ( ) ( ) , ( ) ( ) , 1,
k k k

kz S z z T z T z k r

 

     
           

   
 

                          
0 0

: ( ) 0 , 0, 1,...,kz S T z k r m



 
      

 
 

 ( .12  لت)في الحالة الخا ة فإن  المبر نة تىمن تقارب المتسمسمة من الج ة اليسر 
)( عم  المتج ات 7العتقة ) مب لن ثبات :الإ  )x  و( ) ( )nw x : فنجد ، 

 (13       )                ( ) ( ) 0 ; 7,...n n

A

D

TAw w T dx n                    

)إذا أدخمنا حساب  ) ( )n n

nAw w ( فإن نا نح ل عم  : 13من ) 
                                                   ( )n

n n

D

A w dx     

  نا : 
 (14                   )                n nn

A     
 :نجد متراجحة بيسل تخدام وباس
 (15                )           

2 2

7
n

n D

A A dx




    

)ومن أجل ) ( )xA x  (  وذل  12فإن نا نح ل عم )( .15في )( 14)تعويا ب  
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 ة :من خلال إثبات المبرهنة الآتيثانياً يتم هذا البحث إنَّ تحقيق هدف 

, التتتدوالحققتتتت إذا  : 3مبرهنفففة  ,F   (  5 ) و ( 4 ) و  ( 3 )  الشتتتروم، 
 :فإن  المتسمسمة 

     

 
6 6

( ) ( )

1 1 0 0

( ) ( )
2

2 3
7 7 2

( )

3
7 02

( , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) cos ( ) sin

( )
( ) ( )sin ( )

t t

n n

n n n

n n

n n

n n n n

n nn

n

tn

n n

n

n

u x t x t x F d dt

w x w x
A t A t

w x
AF t d

     

   




   



 

 

 





 
    

 

  

 

   

 

 

   

,عبارة عن حل منتظم لممسألة , ,0,0,0( )FI   . 
م تت وفة واحديتتة  Iكنلتتت( و ب )اختيتتاريأي عتتدد  تتحيا موجتت0كنلتتي : الإثبففات
و  (3,3)من المرتبة 

0

r

k

k

D D


   . 

2لممؤار  الأول نمب  تنسور غرين من المسألة الأساسية 

0( )
k

xA I   إل 
2الم تتت وفة متتتن المرتبتتتة الاالاتتتة :  2

0 0( , , ) ( , , )
k

G x y G x y     ؛ حيتتتثkx D 
,و , 0,y D x y k r    ،  تية :لآالشروم ا م  وفةال ذم تحق 

1  )    
2 2 2

0 0 0

, , :

( ) ( , , ) ( , , ) 0 ; 0,

k

k k k

x

x D y D x y

A G x y G x y k r  

   

     
 

2     )

0
2 2

0 0

0 0
2 2

0 0

, : ( , , ) ( , , ) ; 1,

( , ( )) ( , , ) ( , ( )) ( , , )

k

k

k k

z z

z S y D G z y G z y k r

T n z G z y T n z G z y

 

 

 

 

   
         

   

   
       

   

 

3 )
0 0

2

0, : ( , ( )) ( , , ) 0; 0, 1,...,k zz S y D T n z G z y k r m


 
        

 
 

4 )2 2

0 0, : ( , , ) ( , ) ( , ); 0,
k k k

kx D y D G x y x y g x y k r           
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2  حيث

0( , )
k

x y     لحمول الأساسية مع اوابت لاماام  وفة ,k k   3  و 
( , )

k

g x y تية : لآحل منتظم لممسألة ا 
           2

0, : ( ) ( , ) ( , ) 0 ; 0,
k k k

k xx D y D A g x y g x y k r       

  

0 0
2 2

0 0

0 0

0 0
2 2

0 0

, : ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ( )) ( , ) ( , ( )) ( , )

( , ( )) ( , ) ( , ( )) ( , ) ; 1,

k k

k

k k

z z

k k

z z

z S y D g z y g z y z y z y

T n z g x y T n z g x y

T n z z y T n z z y k r

 

 

 

 

   
             

   

   
      

   

          

 

 
0 0 0

2

0, : ( , ( )) ( , ) ( , ( )) ( , ) ;

0, 1,...,

k

k z zz S y D T n z g x y T n z z y

k r m




 
         

 

 

 

 في ابتةإن  قابمية الحل ل ذم المسألة م 3 2؛ حيث تم  إابات وجود

0( , , )G x y   . 

إابتتتتات  إن تتتته يمكتتتتنباستتتتتعمال عتقتتتتة غتتتترين فو  3   2أن

0( , , )G x y   تمتمتتتت  ختتتتواك
 الشكل :  التماال من

 (16         )                             2 2

0 0( , , ) ( , , )GG x y T y x    
أىم لذل  لدينا التقديرات الآتية  4: 

 (17 )     
 

 

12

0

22

0

( , ) : ( , , )

( , , ) ; , , 1,2,3

mn

mn

j

x y D D G x y O x y

G x y O x y m n j
x









     


   



 

 :القيم الذاتية  ماة معالمسألة معأن  لن را 

 (18 )   0 0 0

0 0

: ( ) ( ) ( ) 0 ; 0,

: ( ) ( ) , ( ) ( ) ; 1,

: ( ) 0 ; 0, 1,...,

k k k

k x

k k k

k

k

x D A w x w x k r

z S w z w z T w z T w z k r

z S T w z k r m
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   :، الذي يأخذ الشكل  (18لممسألة ) المتجه الذاتيدالة إن  
              

1 2 3( ) ( ) ( ), ( ), ( ) ; , 0,
k k k k

kw x w x w x w x w x x D k r
 

    
 

                 

1   يكون منتظما  إذا كان : 2( ) ( ) ( ) ; 1,2,3 , 0,
k

ki kw x C D C D i k r    
في وكما عدد من العمميات  جرا إب 3  ،( تكتاف  جممتة 18ن  المستألة )نستميع أنْ نر  أ

 من المعادلات التكاممية :
 (19   )        2 2

0 0( ) ( , , ) ( ) ;
D

w x G x y w y dy x D                       

معادلتتة تكامميتتة متتع نتتواة متنتتاظرة  تتي عبتتارة ( 19نتتر  أن  )، ( 17و )  (16استتتنادا  إلتت  )
2من ال م ( )L D  فإن ه يوجد جممة قابمتة لمعتد ، شميدت  - ت مبر  مبر نةاستنادا  إل  . و
 ةذاتيمن القيم ال 2

0
1

n
n

 



 تماب  فيD ةذاتيجممة من المتج ات ال   : 

 ( ) ( )

1
1

( ) ; , 0,
k

n n

k
n

n

w x w x D k r







 
   
 

 ( .19من المعادلة )  

 نتتا وتباعتتا  ينتتتج أن   
1n n





)و   )

1

( )
k

n

n

w x





 
 
 

ة ومتج تتات ذاتيتتقتتيم  تتي عمتت  التتتوالي   

قامع ( .  ذا يعني بشكل 18ة لممسألة )ذاتي 3   0:  أنn    . 
0ن  إ   رة عبتتاة الممابقتتة تكتتون ذاتيتتوالمتج تتات ال، رتبت تتا ستتتة ذاتيتتة  قيمتتة تي
      إزاحة :متج ات عن  ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3( ) , , ; 1,6 ,n n n nx n x D       
0n:  ولممتابعة سن را أن      و( ) ( )( ) ( ) ; 1,6n nw x x n  . 

خواك العزم الحجمي إن           3 ة .ذاتينظامية المتج ات ال عم ا  يتدل ىمن 
 لنابتتت أن  الجممتتة ( )

1
( )n

n
w x




2تامتتة فتتي   ( )L D   ن . لأجتتل ذلتت  يك ينتتا أنْ نبتتي

2أن ه إذا كان  ( )f L D : أي متجه اختياري فإن  الشروم 
 (21            )            ( )( ) ( ) 0 ; 1,2,...n

f

D

T x w x dx n  

)تتتتدل ىتتتمنا  عمتتت  أن   ) 0f x   وذلتتت  فتتتي كتتتل نقمتتتة متتتنD الرمتتتز ستتتتعمل الآن . لن
2                              التالي :

0( ) ( , , ) ( )
D

h x G x y f y dy   
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)ن  أشتتتميدت  - مبر نتتتة  مبتتترت بستتتنتحتتتظ وح )h x   فتتتي يكتتتون تمديتتتدا  منتظمتتتا  ومممقتتتا

   مسمة :تقارب المتس
( )

2
1 0

( )
( )

n

n

n n

f w x
h x

 








 

 حيث : 
                             ( )( ) ( ) ; 1,2,...n

n f

D

f T x w x dx n  

0nf( فإن  كل 21حسب )  :  ولذل ، 
 (21                                    )( ) 0h x  

من ناحية أخر  فمن  3  أن  : نعمم 
 (22                         )2

0( ) ( ) ( ) 0 ;
k

xA I h x f x x D
 

     
 

 

) ( نستنتج أخيرا  أن  22( و )21استنادا  إل  ) ) 0f x   في كل مكان منD . 

,بستتبب خميتتة المستتتألة  , ,0,0,0( )FI    ،  يكتتون ب تتورة مباشتتترة يمكتتتن أنْ   تتاحم فتتإن
,0كمجموع حمي المسألتين  , ,0,0,0( )I    0,0,0,0,0,و( )FI . 

,0بتمبي  مريقة فورييه عم  المسألة  , ,0,0,0( )I    :  فإن نا نح ل عم 

                    
6

( )

1

( , ) ( , ) ( )
k

n

n n

n

u x t u x t x t  


    

       ( )

7

( ) cos sin ; ,n n
n n n

n n

w x t t x D t L


  






 
    

 
 

 

               حيث :

                                   
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

n

n

D

n

n

D

T x w x dx

T x w x dx
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) حتتتتتتلالعتقتتتتتتة  نشتتتتتترنول , )u x t  ممستتتتتتألةل  
,0,0,0,0,0( )FI   متعمقتتتتتتة فتتتتتتي متسمستتتتتتمة 

بالجممة  ( )

1
( )n

n
w x




   : 

                          
( )

1

( )

1

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

n

n

n

n

n

n

u x t u t w x

F x t F t w x

















 

 لدينا : 

         

6
( )

1 0 0

( )

7 0

( , ) ( ) ( )

1
( ) ( )sin ( ) ;

t t

n

n

n

t

n

n n

n n

u x t x F d dt

w x F t d x D

  

   








 
  

 

  

  

 

 

,و كذا لحل المسألة  , ,0,0,0( )FI    تيلآانح ل عم  التمايل : 
  

 (23 )         

 
6

( )

1

( )

7

6
( )

1 0 0

( )

7 0

( , ) ( )

( ) cos sin

( ) ( )

1
( ) ( )sin ( )

n

n n

n

n n

n n n

n n

t t

n

n

n

t

n

n n

n n

u x t x t

w x t t

x F d dt

w x F t d

  


  



  

   














  

 
   

 
 

 
  

 

 





  

 

 

)( عم  المتج ات 7بتمبي  عتقة غرين ) )x  و( ) ( )nw x  بعين الاعتبار . آخذين
 الشروم الحدية ل ذم المتج ات فيكون لدينا : 
                                          ( ) ( )

( )

n n

A n

D D

Tw dx Tw dx     

 أي أن  : 
 (24  )                                     ( ) ; 7,8,...n n nA n     
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)( عم  المتج ات 7الآن بتمبي  ) )A x  و( ) ( )nw x  :  نح ل عم ، 
                                        2( ) ( ) ; 7,8,...n n nA A n     

 ( أن  : 24نتحظ من )

 (25                                     )
2

2

( )n

n

n

A 



 

)( عم  التوالي عم  المتج ات 7بشكل مشابه نمب  العتقة ) )x  و( ) ( )nw x        ،
( , )F x t   و( ) ( )nw x  

 فيكون لدينا :  

 (26          )                      

( )

( )
( )

n

n

n

n

n

n

A

AF
F t








 

 

 

 ي :( تأخذ الشكل الآت23( فالمتسمسمة )26( و )25ا  إل  )استناد

 (27  )

 
6 6

( ) ( )

1 1 0 0

( ) ( )
2

2 3
7 7 2

( )

3
7 02

( , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) cos ( ) sin

( )
( ) ( )sin ( )

t t

n n

n n n

n n

n n

n n n n

n nn

n

tn

n n

n

n

u x t x t x F d dt

w x w x
A t A t

w x
AF t d

     

   




   



 

 

 





 
    

 

  

 

   

 

 

 

تتتتوفر نظاميتتتة حتتتل ( 27)العتقتتتة عمينتتتا أنْ نابتتتت أن  ، مريقتتتة فورييتتته  بتتتتاالآن وحتتتت  ن
,المستتألة  , ,0,0,0( )FI     بالإىتتافة( 27ن  المتسمستتمة )الىتتروري تبيتتان أ متتن. لأجتتل ذلتت 

متقاربتة تسمستمة محتدا  حتدا  ل تذم ال تت الأحاديتةبالت اىتعمي تا  لتتي ح تمناإل  المتسمسمة ا
المىتاع ة  ت اىتتتعمي تا بال ناح تمتتي بانتظام فتي استموانة م مقتة ، بينمتا المتسمستمة ال

Dحدا  حدا  ل ذم المتسمسمة متقاربة بانتظام داخل الاسموانة  L   . 
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 :لندرس أولا  المتسمسمة 

 (28                )            
( )

2

2
7

( )
( ) cos

n

n n

n n

w x
A t 







 

 
 

 نا نح ل عم  :بونياكوفسكي ، فإن  -متراجحة كوشي باستخدام( 28بتقييم )

 (29 ) 

1

2 2( )( )
2 2 2

2 4

( )( )
( ) cos . ( )

nnm p m p m p

n n n

n m n m n mn n

w xw x dy
A t A

dx
  

 

  

  

 
 
 
 

   

2بما أن  

2 ( )A L D  فإن  متراجحة بيسل ادا  لاستنو  : 
                                          2

2 2 2

7

( )n

n D

A A dx 




  

0متتن أجتتل أي لتتذل     فإن تته يوجتتد العتتدد( )N   ن تته متتن أجتتل إ؛ بحيتتث( )m N  
 :   يكونفإن ه  pوأي عدد مبيعي 

 (31                      )                         2 2( )
m p

n

n m

A  




 

( فإن تته 28لتقتارب المنتتظم لممتسمستمة )ا لإابتاتأن تته  (29) متن ( ينتتج بالىترورة31حستب )
 لمتسمسمة :أن  مجموع ا في أنْ نبي ن يك ي 

 (31                           )                    
2

( )

4
7

( )n

n n

w x







 

 . Dموجود ومحدود بانتظام في 
 ( لدينا : 19من )

                                       
( )

2 ( )

0 2

0

( )
( , , ) ( )

n
n

nD

w x
G x y w y dy

 
 

 

                          أي أن  :      
( )

2

0 2

0

( )
( , , )

n

n
n

w x
G x y 

 
 


 

 
 



 الأولىالحدية التحريك دراسة مسألة 

 الرياضية لمرونةنظرية ال

 58 

 لذل  فمتراجحة بيسل تعمينا : 

 (32                )                 
 

2
( )

2
2

02
2

7
0

( )
( , , )

n

n D
n

w x
G x y dy

 





 


  

 ( أن  مجموع المتسمسمة :32( فإن ه ينتج من )17حسب )

 (33 )                                                         
2

( )

2 2
7 0

( )

( )

n

n n

w x

 



 
 

                  . عندئذٍ :  Dموجود ومحدود في
2

0lim 1 1 ; 7
n

n

n




 
   

  
 تية :ة لآجحاتر لدينا الم

 (34  )

2 2 2 2( ) ( ) ( )2 2 2

0 0

2 2 2 2 2 2

0 0

2
( )

2 2

0

( ) ( ) ( )( )
. 1

( ) ( )

( )
; 7

( )

n n n

n

nn n n n

n

n

w x w x w x

w x
M n

  

     

 

 
    

   

 


 

   اابت . Mحيث
؛ حيتث إن  م انتظتباكت متا محتدود ( 34والمتراجحتة )( 33مجمتوع المتسمستمة )إن          

 مجموع المتسمسمة :

 (35      )                                              
2

( )

2
7

( )n

n n

w x







                         

   . Dبانتظام في  ومحدودموجود 
 ( .  31) من أجل المتسمسمة حيحا  ن سه  الاستنتاج يكون        
حتدا  حتدا  م اىتمت ا بوذلت   (28من )الآن سنر  أن  المتسمسمة التي ح منا عمي ا  

 . بانتظام في  ةمتقاربمرة واحدة ،  ي متسمسمة 
 فإن نا نح ل عم  : حدا  حدا  ،  t( المتعمقة بت 28لمتسمسمة )ابم اىمة 

 (36                       )                
( )

2

3
7 2

( )
( ) sin

n

n n

n

n

w x
A t 
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 ( يقد ر كما يمي : 36سمسمة )متباقي ال

        

1

2 2( )( )
2 2 2

3 3

2

( )( )
( ) sin . ( )

nnm p m p m p

n n n

n m n m n mn

n

w xw x
A t A  




  

  

 
 
 
 

   

ينتج ىمنيا  من أن  مجموع  D( وتقاربه المنتظم في 35إن  وجود مجموع المتسمسمة )

               :المتسمسمة 
( )

3
7

( )n

n n

w x







  

 . Dموجود ومتقارب بانتظام في 
 . ( متقاربة بانتظام في 36كما سب  نستنتج أن  المتسمسمة )و  ان 

;بالنسبة لتحدا  حدا  ( 28المتسمسمة )بم اىمة الآن و  1,2,3ix i  يكون لدينا : 

  (37                      )

( )

2

2
7

( )

( ) cos

n

i

n n

n n

w x

x
A t 










 

 ( يقد ر كما يمي : 37سمسمة )متباقي ال

   

1

2 2( )( )

2 2 2

2 4

( )( )

( ) cos . ( )

nn

m p m p m p
ii

n n n

n m n m n mn n

w xw x

xx
A t A  

 

  

  

 
 

  
  
 
 
 

   

يك ينتا إابتات أن   ( متقاربة بانتظام فتي37لإابات أن  المتسمسمة ) ( فإن ه31ستنادا  إل  )ا
 :مجموع المتسمسمة 

 (38 )                          

2
( )

4
7

( )n

i

n n

w x

x










 

 . Dموجود ومتقارب بانتظام في  
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(2)ب را  2

0( , , )G x y   2نواة مكررة من

0( , , )G x y   : لدينا . 
 (39     )(2) 2 2 2

0 0 0( , , ) ( , , ). ( , , ) ;
D

G x y G x z G z y dz x y       

نجاز ما إ( نستميع 39لمرم الأيمن لت ). بم اىمة ا ix( المتعمقة بت39نوجد ت اىل )
  الت اىل يكون تحت إشارة التكامل . لذل  سنر  الآن أن  التكامل الذي ح منا عميه من 

xمتقارب بانتظام من أجل أي  y . 
(2) 2 2

20 0

0

( , , ) ( , , )
. ( , , ) ;

i iD

G x y G x z
G z y dz x y

x x

 


   
  

  

 
( والمبر نة الخا ة بتركيب نواتين17استنادا  إل  ) 5  ،:  فإن نا نح ل عم 

              
(2) 2

0

1 2

( , , )
( , ) : ln

i

G x y
x y D D c x y c

x

 
     


 

                        و كذا :  
(2) 2

0

2

( , , )
( ) ; 1,2,3

i

G x y
L D i

x

 
 


 

 بمريقة مماامة يتىا أن  :
 (41                       )( ) 2 (2) 2 ( )

0( ) ( , , ). ( )n n

n

D

w x G x y w y dy   

 : لذل  فمتراجحة بيسل تعمي

                             

2
( )

2
(2) 2

0

4
7

( )

( , , )

n

i

n in D

w x

x G x y
dy

x











  



  

 . D( موجود ومتقارب بانتظام في 38ا نستنتج أن  مجموع المتسمسمة ) ن
( 28لت )مرتين حدا  حدا  سنابت الآن أن  المتسمسمة التي ح منا عمي ا بالم اىمة 

'تتقارب بانتظام في الاسموانة  '

k kD L    حيث ؛' ; 0,k kD D k r   منمقة
 جزئية داخمية م مقة اختيارية .

 تقودنا إل  :  t( المتعمقة بت 28ة )لممتسمسممرتين بالم اىمة حدا  حدا  

 (41       )                        
( )

2

7

( )
( ) cos

n

n n

n n

w x
A t 







 



 

 جاعورال أحمدد .     2021عام  17العدد   43مجلة جامعة البعث   المجلد 

 61 

 ( و المحدوديتتتة بانتظتتتام31ا ستتتب  أعتتتتم استتتتنادا  إلتتت  )( كمتتت41بتتتاقي المتسمستتتمة ) ديربتقتتت
 . ( متقاربة بانتظام في 41( نستنتج أن  المتسمسمة )35لمجموع المتسمسمة )

  :  x( المتعمقة بت 28ىمة مرتين حدا  حدا  لممتسمسمة )الم اتعمينا 

 (42    )          

2 ( )

2

2
7

( )

( ) cos ; , 1,2,3

n

i j

n n

n n

w x

x x
A t i j 









 
 

التقتتارب  ابتتاتوفتتي إ( 31( كمتتا ستتب  أعتتتم استتتنادا  إلتت  )42بتتاقي المتسمستتمة ) ريدتقتتعنتتد 
'( فتتي 42المنتتتظم لممتسمستتمة ) '

k D L    ؛ حيتتث' '

0

r

k

k

D D


 نعمتتم أن  نتتا أنْ يك ي

 مجموع لممتسمسمة :

 (43              )                                

2
2 ( )

4
7

( )n

i j

n n

w x

x x









 
 

 .   D'موجود ومحدود بانتظام في
استنادا  إل           5  ْتي : لآا ريدنح ل عم  التقيمكننا أن 

      
2 (2) 2

' 0( , , )
( , ) : ; , 1,2,3

i j

G x y c
x y D D i j

x x x y

 
    

  
 

 الساب  يسما لنا بكتابة متراجحة بيسل : ريدالتق فإن  ( 41استنادا  إل  )

               

2
2 ( )

2
2 (2) 2

'0

4
7

( )

( , , )
;

n

i j

n i jn D

w x

x x G x y
dy x D

x x












   
 

 
  

 . D'( موجودة ومحدودة بانتظام في 43تدل ىمنيا  عم  أن  المتسمسمة )والتي 
 م مقة . متقاربة بانتظام في اسموانة( 27المتسمسمة الاانية من )إابات أن  لنكمل 

 م بإعادة كتابت ا بالشكل : و نقذل  ل

 (44                              )  
( )

2
7

( )
( ) sin

n

n n n

n n

w x
A t  







 



 الأولىالحدية التحريك دراسة مسألة 

 الرياضية لمرونةنظرية ال

 62 

. ال تر  الوحيتد ه ن ست( نستميع أنْ نتحظ أن  ل تا المنشتأ 28( و)44متسمستت )بمقارنة ال
)2و بالجيب تم  تبديمه التمام ب ي و أن  ج )nA   بت( )n nA  . 

2أن  المتسمسمة : حقيقة  يتبي ن لنا ( 28ممتسمسمة )عودة لبال 2

7

( )n

n

A 




 . متقاربة 

2لمتسمسمة : اتقارب فإن   عم  بب الشروم الم روىة بس        

7

( )n n

n

A 




  

مكتتن استتتخدامه يالستتاب  الاستتتنتاج ف( المابتتتة ستتابقا  . لتتذل  1 نتتة )متتن المبر  ينتتتج مباشتترة
   . (44ممتسمسمة )لأيىا  بالنسبة 
 تي :( ، التي تكتب بالشكل الآ27سمة الاالاة من )المتسمابت أيىا  أن  ا  سنأخير 

                        
( )

2
7 0

( )
( ) ( ) sin ( )

tn

n n n

n n

w x
AF t d    







   

 .   انة م مقةمتقاربة بانتظام في اسمو 
 سنر  التقارب من المتسمسمة : فإن نا ن س ا ، المناقشة السابقةبإجرا  

                                                 
2

7 0

( ) ( )

c

n n

n

AF d  




 

انتقال الن اية تحت إشتارة تكامتل ( ومن مبر نة 1ينتج مباشرة من المبر نة )التأكيد الأخير 
   ليبغ .
) ةالمتج ي لةادابات أن  متسمسمة فورييه لملنا إإن  المتبقي          , )F x t   : 

 (45                                   )
1

( ) ( )n

n

n

F t w x




 

  . بانتظام في الاسموانة الم مقة  ةمتقارب
 لندرس المتسمسمة :

 (46      )                         ( )

7 0

( )
( )

t

n n

n

dF
w x d

d
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 بونياكوفسكي :-( باستخدام متراجحة كوشي46باقي المتسمسمة ) درنقول

  

1

2 2( ) 2

( ) 2

2

0 0

( )( ) ( )
( )

nt em p m p m p
n n n

n

n m n m n mn

w xdF dF
w x d d

d d

 
  

 

  

  

 
 
 
 

    

) ةالمتج يتتت لتتتةاد( لم2باستتتتخدام المبر نتتتة ) , )F x t

t




مبر نتتتة انتقتتتال الن ايتتتة تحتتتت ومتتتن ،  

 ن  المتسمسمة :إالقول نستميع كامل تالإشارة 

                                         
2

2

7 0

( )
e

n

n

n

dF
d

d


 







      . متقاربة 

( نجتتتد أن  35لمجمتتتوع المتسمستتتمة )المحدوديتتتة بانتظتتتام وبالانتقتتتال إلتتت  حستتتاب  نتتتا       
 ( لدينا :  46من ) . ( متقاربة بانتظام في 46المتسمسمة )

        ( ) ( ) ( )

7 7 70

( )
( ) ( ) ( ) (0) ( )

t

n n nn

n n

n n n

dF
w x d F t w x F w x

d






  

  

     

فإن ه يك ينا أنْ نر  أن   في ( 45بات التقارب المنتظم لممتسمسمة )واىا الآن أن ه لإا
 المتسمسمة :

 (47 )                            ( )

7

(0) ( )n

n

n

F w x




   انتظام في متقاربة بD   . 

 ( كما يمي :47باقي المتسمسمة ) رد  لنق

                

1

2 2( )

( ) 2 2

2

( )
(0) ( ) (0)

n
m p m p m p

n

n n n

n m n m n mn

w x
F w x F 



  

  

 
 
 
 

   

)( لت 2بتمبي  المبر نة ) ,0)F x  ،: نح ل مباشرة عم  تقارب المتسمسمة 
                                     2 2

7

(0)n n

n

F 




 

( نح تتتل عمتتت  35لانتقتتتال إلتتت  حستتتاب المحدوديتتتة بانتظتتتام لمجمتتتوع المتسمستتتمة )الآن وبا
مريقتتتتة فورييتتته لممستتتتألة  ، التتتتي تكمتتتتل إابتتتات D( فتتتتي 47التقتتتارب المنتتتتتظم لممتسمستتتمة )

 الم روىة 
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 الأولى الحدية دراسة مسألة التحريك 
 نظرية المرونة الرياضيةل

 جامعة البعث -عموم في كمية المساعد أستاذ  – رو جاعال أحمدد . 
 

 ممخص البحث 
 

إابتتات وجتتود ،  ، استتتعمال مريقتتة جديتتدة تعتترم بمريقتتة فورييتته فتتي  تتذا البحتتث تتتم  
 الحتتل المنتتتظم لممستتألة 

, , ,0,0,0F
I

 
الأولتت  لنظريتتة المرونتتة الحديتتة التحريتت   متتن مستتألة 

الرياىية 
, , , , ,F f

I
   

 الم اغة بالشكل التالي : 

) أوجد المتجه المنتظم , ) ; 0,
k

u x t k r  : الذي يحق  جممة المعادلات 

     
2

2

( , )
 ( , ) : ( ) ( , ) ( , ) ; 0,

k
k k k

k x

u x t
x t A u x t F x t k r

t



      


 

 مع الشروم التالية : 

                                            
0

 : lim ( , ) ( )
k k

k
t

x D u x t x


   

                                
0

( , )
lim ( , ) ; 0,

k
k

t

u x t
x t k r

t





 


 

 
0 0

( , ) : , ( ) ( , ) ( , ); 0, 1,...,
k

k zz t S L T n z u z t f z t k r m



 
       

 
 

,حيث  , , , ,
k k k k k k

F f     . دوال متج ية 
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Studying a first  Boundary Dynamic problem 

of the mathematical Elasticity theory 
   Dr . Ahmad Aljaour  

SUMMARY 

         In this paper we proved the existence of  the regular solution 

for the problem  
, , ,0,0,0F

I
 

of the first boundary dynamic problem 

of the mathematical elasticity theory  
, , , , ,F f

I
   

 given  by :  

            Find the regular vectors :  ( , ) ; 0,
k

u x t k r   satisfying the 

system of equations : 

       
2

2

( , )
 ( , ) : ( ) ( , ) ( , ) ; 0,

k
k k k

k x

u x t
x t A u x t F x t k r

t



      


 
with The conditions : 

                                            
0

 : lim ( , ) ( )
k k

k
t

x D u x t x


   

                             
0

( , )
lim ( , ) ; 0,

k
k

t

u x t
x t k r

t





 


    

 
0 0

( , ) : , ( ) ( , ) ( , ); 0, 1,...,
k

k zz t S L T n z u z t f z t k r m



 
       

 
 

here. , , , , ,
k k k k k k

F f     are vector functions .  

In improving that the Fourier method was used . 
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