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دراسظ التقارب المطلق لمتسلسلظ مطاملات  
 Wهاآر المضاعفظ  في صف مطمم   -فورييه 

(1) د. منير مخلوف                                              
 

 ملخص البحث
ىاآر السزاعفة  -نجرسُ في ىحا البحث التقارب السظمق لستدمدمة معاملات  فهرييو 

 الكافية التي تزسن ىحا التقارب .  , وتحجيج الذخوطWفي صف معسم 
 وقج تمَّ الإثبات عمى صحة السبخىشة الآتية:

  لتكن الجالة ( : 1)مبرهنة  21, xxf 2 معخفة عمىI وتشتسي إلى الرف W 
 : والستدمدلات الآتية متقاربة 1 , وبفخض أن
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  : عشجئح تتقارب الستدمدمة 
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 حيث Hfc nn ,
 لمجالة ىاآر –معاملات فهرييو   ,21 21, xxf. 

 

 

  

                                                           
1

 جامعة البعث.  –أستاذ مساعد في كلية العلوم  - 
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Studing absolute Convergence of the Double Series  

of Fourier - Haar  coefficients in the generalized  

class    

              Dr. Moner . M. Makhlouf 
(1)

 

Abstract 

In this paper we study the absolute  convergence of the double 

Series Of Fourier- Haar coefficients in the generalized class    

The following 0n theorem  will be proved: 

Theorem (1):  Let   1,, 21  Wxxf   ,  and  convergence of  

series : 
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:Then the  series  : 
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         convergence , where :   Hfc nn ,
21,    the Fourier - Haar 

coefficeints  of function  21, xxf  .  
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 :مقدمة البحث -1

م البحث في تقارب متدمدلات ىاآر  1910عامفي  (     )بجأ العالم ىآار
أثبت أنَّ ىحه الستدمدلات تتقارب بانتظام من دالة قج و لمجوال الحقيقية , 

السجال  عمى خيباً في كل مكان من دالة جسهعيةمدتسخة وتتقارب تق
  ( انظخ - , - , ) .  -   ,

 التقارب السظمق وغيخ السذخوط تقخيباً في كل مكان لستدمدلات ودرس
 مقيدة -   ,من   , حيث التقارب يتم في مجسهعة جدئية ىاآر -فهرييو 
    - ,حجّد العلاقة بين ىحين التقاربين أنّو كسا وذات قياس مهجب, لهبيغياً 

 بذكل عام ذلك اىتمّ بجراسة التقارب غيخ السذخوط لستدمدلات ىاآر بعج
 في الفزاءات 1,0,1 pLp  . 

 متدمدلات ىاآرفي دراسة تقارب  كان ب. ل. أوليانهؼ من الدباقين
لهبيغياً وذات  في جسمة ىاآر ضسن مجسهعات مقيدة سعاملاتومتدمدمة ال

جسع متدمدلات ىاآر وفق طخائق بجراسة قابمية  أيزاً  واىتم قياس مهجب
 (- ,  انظخ) .وخظية نظامية تجسيع خظية

لجوال  ىاآر –ولقج قام ب. ي. كالهبهؼ بجراسة تقارب متدمدلات فهرييو 
 (- ,  - , )انظخوتحجيج الذخوط التي تزسن ىحا التقارب.  ثابتة

غ. كخوتهؼ  من خلال دراسة تقارب ىحا الشهع من  ثم عسّم ىحه الجراسة ؼ.
ربسا باستثشاء  -   , جل دالة ما ذات مذتقة مدتسخة عمىالستدمدلات لأ

 (- , )انظخ مجسهعة عجودة.
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 تقارب وقابمية جسعغ. آ. تذخايجزه بجراسة السدألة عسّم ىحه بعج ذلك و 
آبل وغيخىا( سيع خظيّة نظامية )مثل: سيدارو و وفق طخائق تج متدمدلات ىاآر

   الفزاءفي  n 2  .انظخ ( ,  -) 

 أنو إذا كانت الجالة ((C . N . Brenshtain بخنذتاين أثبت   xf  مدتسخة
 , فإنو من تقارب الستدمدلات:   ودورية بجور قجره 
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 يشتج التقارب السظمق لستدمدمة معاملات فهرييو لمجالة xf . 

: ن حيث إ fEn
بكثيخة حجود درجتيا  f قيسة أفزل تقخيب وسظياً لمجالة 

و يا ,أو تداوي  أقل من 








n
f

1
, لمجالة معامل الاستسخار f. انظخ(,   -) 

10 بأنو لكل Grigorian .M .G)غخيغهريان )  لقج أثبت    تهجج
 لهبيغياً  مجسهعة مقيدة 1,0E  يكهن بحيث : 1E , ولكل دالة

 :مثل   1,01Lxf   يسكن إيجاد دالة أخخى    1,01Lxg   تظابق  xf

ى  ءىاآر ليا متقاربة مظمقاً في الفزا –فهرييوومتدمدمة    عم
 1,0,10 pLp  .انظخ(,  -) 
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 :البحث هدف -2

 -بجراسة التقارب السظمق لستدمدلات معاملات فهرييو في ىحا البحث نقهم 
 في السزاعفة وذلك باستخجام طخيقة التقخيب بكثيخات حجود ىاآر Haar))ىاآر 

 ,ىحا الشهع من التقارب التي تزسن الذخوط الكافية نحجدو  ,  صف معسم 
عن الستدمدلات  الجهىخعمساً أن ىحه الستدمدلات يسكن أن تختمف من حيث 

 السثمثية. 

 ذلك من خلال إثبات صحة السبخىشة الآتية :  ويسكن

 السخبع عمىمعخفة  (     ) لتكن الجالة  :(1)مبرهنة    ,   -  ,   -    
 , وبفخض أن الستدمدلات الآتية متقاربة :  وتشتسي إلى الرف 
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 : عشجئح تتقارب الستدمدمة
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 حيث Hfc nn ,
 ىاآر لمجالة –معاملات فهرييو   ,21 21, xxf . 
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التي نحتاج إلييا الخمهز  التعاريف والسفاهيم الأساسية و  بعض الآن لشدتعخض
 :في ىحا البحث 

 ( 1تعريف),        - : الفزاء  ( 
الجوال السقيدة كل مجسهعة ىه  ( 

-   ,   السخبع:   عمىالسعخفة  (     ) والسحجودة   ,   -  

  :والسحققة لمذخط الآتي   
1

0

1

0

21

2

21, dxdxxxf  . 

وبالتالي تكهن , أو الاستسخار تقخيباً في كل مكان  )وىحا يتحقق بحكم الاستسخار 
ومحجودة عميو والتي تعتبخ من الذخوط الأساسية    مقيدة حدب ليبيغ عمى 

 لهجهد تكامل ليبيغ السزاعف( .

  السخبع السعخفة عمى إن جسمة الجوال :(2)تعريف :   ,   -  ,   - 
   :بالذكل    )2,1(,....,2,1,0:21 21

 nxHxH nn 

ر نظامية والتي تسثل جسمة متعامجة السزاعفة  (     )تدسى جسمة ىاآ
  :حيث,    ( انظخ -        ,)وتامة.
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  ̅      ن :إ إذ
(  )  [
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                           (           )  

  بالذكلالشذخ السعظى ليكن : (- ,)انظخ  (3)تعريف  : 
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 ن :حيث إ 21

21

,

,

ii

mma   أعجاد حقيقية و    




i

mH,2,1 دوال ىاآر. 

  :الجرجات ذاتالحجود احتهى فقط وإذا  ,ىاآر يدسى نذخالشذخ  ىحا

,1212 ,, kkmm  ,: حيث  12 21,21 12

mm
kk   كثيخة فإنو يؤول إلى

 حجودال 21

21

,

,

kk

mmP  ىاآر . تدسى كثيخة حجود التي 

 وتججر الإشارة إلى أنو عشج تغييخ السعاملات 21

21

,

,

ii

mma  نحرل عمى نذهر مختمفة
 ىاآر يشتج عشو أيزاً كثيخات حجود والحي  21

,

, ,21

21
xxP

kk

mm  مختمفة. 

 لتكن : (-   , )انظخ(4)تعريف (     )     ( 
       : وبفخض أن, ( 

 :أي عجدين طبيعيين , عشجئح 



 Wهاآر المضاعفة  في صف معمم   -دراسة التقارب المطلق لمتسلسلة معاملات فورييه 

04 
 

      
( )

(   )     
       
(     ) ‖ (     )         

(     )(     )‖
  

  

ة كميةيدسى أفزل قيسة تقخيبية   حجود ىاآر بكثيخات (     ) وسظياً لمجال
       :حيث

      معاملات كثيخة الحجودىي  (     )
                     والأعجاد   (     )

     : تؤخح بحيث يكهن 
           

        . 

 : كان إذا وبرهرة خاصة ,
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    السعاملات  نإ حيث
يحقق     والعجد    تشتسي إلى الفزاء  (  )(  )

       الستبايشة :  
  فإنشا ندسي القيسة:,    

   
  

     
2

1

1
2

1
1

1 21,21

2

, ,,inf,
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k
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n xxPxxfHfS
i  


 

بالشدبة بكثيخات حجود ىاآر  (     )   أفزل قيسة تقخيبية جدئية وسظياً لمجالة
 .  لمستغيخ 

 ىه مجسهعة كل        (     ) الرف إن -        ,:(5)تعريف
 :التي تحقق الذخط   السعخفة عمى (     )  الجوال

     222

2121 ,,


  hOxxfxhxf
c
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   السزاعفة السدتسخة عمى (     ) الجوال  كل لفزاء (  ) نخمد بػ وسهؼ
 :والسدود بالشظيم

 
 21

,
,max

2
21

xxff
Ixxc 

 

 الجالة الحقيقية :  تدسى -    ,: (6)تعريف  ,   -  ,   -       

 أيلأجل  أنوبحيث    إذا وجج ثابت مهجب    عمى  جدئياً  محجودة التغيخ
 مختمفتين : تجدئتين

   *                 +  
    *                 +  

 :يكهن 
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 )     بػ     عمى  الجوال السحجودة التغيخ جدئياً كل  نخمد لفزاءهؼ وس
 ) . 

 لتكن الجالة -     ,:(7)تعريف      ( 
        , وبفخض أن: ( 

 البحت والسختمط للاستسخارية الستكامل عشجئح السعامل الجدئي. (     )
 : بالذكليعظى        لػ بالشدبة (     )  لمجالة

    (    )      (     )      {‖ (        )   (     )‖  }  
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    (    )     (     )      {‖ (        )   (     )‖   }  

     (       )     (     )      {‖ (           )  

                      (        )    (        )   (     )‖  }  

|  |       (     )حيث :    عمى التختيب .     

 معخؼ كسا يمي  إن الرف السعسم  :(8) تعريف : 

   * (     )         ( 
 )           ( 

 )+  

      :نخمد بػهؼ سو 
(  )(  )      (  )            

(     )( )        (   ) 

     
(  ) ( )       (   )           

(  ) ( )       (   ) 
    

         (                     
         )  

وقيسة , وسظياً كمي قيسة أفزل تقخيب و  ,دوال ىاآر عمى التختيب التي تسثلو
 :السهافقة لمجالة       بالشدبة لمستغيخين أفزل تقخيب جدئي وسظياً 

 (     )   ( 
 )          ,   -  ,   -  

 

 :بالحدبان أنمع الأخح 
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 الآتية :( نحتاج إلى التسييجية 1) السبخىشة لإثباتالمناقشة والنتائج :  -3

 )      إذا كان : ( - , )انظخ :(1) تمهيدية
 : فإن ( 
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   (   )   √      ( )         (     )            

 .   بالشدبة لمستغيخ  ىه التغيخ الجدئي لمجالة       ( )    : حيث

 نسيد حالتين :فإنشا ,  (  )   إذا كان:  (1إثبات المبرهنة )

 )     إذا كان :الحالة الأولى 
 :لجيشا يكهن بارسيفال  مداواة حدب فإنو ,  ( 
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واحجة  يجاد من بين كثيخات حجود ىاآرجية ثانية عمى اعتبار أنو يسكن إ ومن
ىاآر الجدئية  -تسثل مجاميع فهرييو ليا والتي  أفزل تقخيب وسظياً  عمى الأقل

 :فإن (     ) لمجالة 
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 :  ومداواة بارسيفال ندتظيع أن نكتب ( )الآن حدب العلاقة 
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 نحرل عمى: ( ) الستخاجحةو  ( )  ( )الآن له أخحنا بالحدبان العلاقات 
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 : الستدمدمةالإثبات نحتاج إلى تقارب لإتسام 
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 من أن: التحققلكن يسكن 

 
 

  

 

  

   
 

      

    

   

 





















































































































1 1

2

1

1 1

2

,

21

2

1

1 1

2

,

2

1

1 1 1 1
2

2

2

1

1 1 1 1 21

,

2 2

1

1

1

1 21

,

2 2

,

1 2 11 22

21

11 22

21

1 2 11 22

1 2 11 22

21

1 2

1

1

2

2

21

1 2

21

,
1

10

,.
11

1

11

,

11

,
,

n n ni ni

ii

ni ni

ii

n n ni ni

n n ni ni

ii

i i

i

n

i

n

ii

i i

ii

Hfc
nn

Hfc
ii

ii

Hfc

ii

Hfc
Hfc

 

 نجج أن :  ( )الآن له أخحنا بالحدبان الفخض و العلاقة 
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 ندتظيع أن نكتب :   ( )وبسشاقذة مساثمة وحدب العلاقة 
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 لجيشا: أخخى ومن جية 
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 الستدمدمة : عمى تقاربومن ىحا كمو نحرل 
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 . ( في ىحه الحالة1وبيحا يكتسل إثبات السبخىشة )

 )                      :  أن نفخض :الحالة الثانية
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 : تكتب بالرهرة

     

   10,

,,,

1 1

,

0

,0

0

0,

0 0

,

1 2

21

2

2

1

1

1 2

21

 

 





























n n

nn

n

n

n

n

n n

nn

Hfc

HfcHfcHfc





 

                                                         :الآن لتكن 
       

                                                  
       

 ( نجج أن :1باستخجام متخاجحة  ىهلجر والتسييجية )فإنو 
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 الآن من أجل
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 ,  ىهلجر التكاممية وباستخجام متخاجحة

 : يكهن لجيشا   (  )والعلاقة
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 fcV  ثابت مهجب.  
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 ومن الفخض الهارد في السبخىشة نجج أن: (  )من العلاقة 
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 وبرهرة مساثمة تساماً يسكن الإثبات عمى أنو من أجل 21    يكهن : 
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 ( نجج أن : 1( والتسييجية )10) متخاجحة ىهلجر والعلاقة اعتساداً عمىأيزاً 
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 :ليكنالآن 
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 يكهن  (  )والعلاقة رعشجئح حدب متخاجحة ىهلج

 لجيشا:
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 :نجج أن (  ) حدب الفخض والعلاقة فإذاً 
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 ( قج تم .1أن إثبات السبخىشة )يعشي  وىحا

 البحث نتائج : 

 أي :)  1 وضعشاذا إ(1)   2

2 ILWf    فإن :( 1السبخىشة )في 
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 كان : (  وإذا1في السبخىشة )  1إذا وضعشا  (2)
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 من الستخاجحة : ثم
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 .    (  )تقارب الستدمدمة يشتج

أجل: مع الأخح بالحدبان أنو من 2,1,0  .  

)01  0أو( 2  ,  متباعجة  (  )تكهن الستدمدمة. 
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 إذا كان :( (3
3

4
  :أي  2

2 IPBVWf   ( 1السبخىشة )فإنو من

 :      يكهن 
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 إذا كان( 4)   Wxxf 21, فإنو من أجل 
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أن يكهن التقارب السظمق عمى أنو فيسا عجا ذلك ليذ بالزخورة الإشارة  وتججر
 .اً محققليحا الشهع من الستدمدلات 
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  التوصيات: 

معاملات  متدمدمةإنجاز ىكحا عسل وذلك من خلال دراسة تقارب  محاولة (1
مع  بعج   ذاتفزاءات  في أي     مخة (    )ىاآر السكخرة -فهرييو

 .إن أمكن لحلك الكافيةتحجيج الذخوط 

فزاءات  فيىاآر –معاملات فهرييو  قابمية جسع متدمدلات( محاولة دراسة 2
وفق طخائق تجسيع خظية بذكل عام أو طخائق تجسيع خظية بعج     ذات

لأجل الستدمدلات  تحجيجاً  نظامية بذكل خاص وىحا الأمخ ميم
 .الستباعجة
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