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 إلى مصفوفةحدود ليجندر  اتكثيرتحويل 
   مثلثيةمربعة 

 
 أحمد الجاعور الدكتور: 

 جامعة البعث -أستاذ مساعد في كلية العلوم 
 

 الملخص 
التفاضلية العادية من المرتية    رودريغعادلة  ميرات حدود ليجندر المستنتجة من  نعلم أن كث

n  هي: و 

𝑃𝑛(𝑥) =
1

2𝑛. 𝑛!
.
𝑑𝑛(𝑥2 − 1)𝑛

𝑑𝑥𝑛
 

من التطبيقات الهندسية   والتي تستخدم في العديدn تولد كثيرات حدود جبرية من الدرجة   
 .. الخ تقنيةوال

بصي نقوم  هذا  بحثنا  مصفوفاتوفي  شكل  على  الحدود  كثيرات  من  مثلثية    مربعة  اغة 
ولتوظيفها    لتسهيل التعامل مع كثيرات الحدود من الناحية التطبيقية والحاسوبية  nالمرتبة  

 . في المجالات الهندسية

  
ليجندر  المفتاحية:الكلمات   حدود  كثيرات  ، كثيرات  مصفوفة   ليجندر،حدود    مصفوفة 

الأولي  ماركوف  ) الال  ،(nبالقياس  مصفوفة.السفلى مثلثية  مصفوفة  مقلوب  علاقة   ، 
 رودريغ. 
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Converting Legendre Polynomials to Square 

 triangle Matrix 
 

 

Summary 

 

 

We know that Legendre polynomials deduced from the ordinary 

differential equation of nth magnitude are: 

 

𝑃𝑛(𝑥) =
1

2𝑛. 𝑛!
.
𝑑𝑛(𝑥2 − 1)𝑛

𝑑𝑥𝑛
 

 

Generates n-degree algebraic polynomials, which are used in many 

engineering and algebraic applications.etc 

In our research, we formulate polynomials in the form of an n-

ranked square matrix to facilitate dealing with polynomials from an 

applied and computational point of view, and to employ them in 

engineering fields. 

 

key words: 

 

  Legendre polynomial, matrix Legendre polynomial, matrix 

(Markov with prime n), lower trigonometric matrix, invers matrix, 

Rodrig relation.  
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 مقدمة: .1
 

فععععي تحديععععد أهميععععة  كثيععععرات حععععدود ليجنععععدراكتسععععب   المعلومععععات،مععععع تقععععدم ت نولوجيععععا    

 الموائععع،وهي قابلة للتطبيق في ديناميكععا    الذرة،في مدارات    للإل تروناتالوظائف الموجية  

 العععالمي،نظععام التنبعع   ،المثععا وعلععى سععبيل  الجويععة.أيضععا فععي النمععايف الطيريععة ل ر ععاد و 

شععكا  كان لابد مععن نقععل الأ  وبالتالي،  ،النوويةفي فيزياء المفاعلات    بالإضافة لاستخدامها

يعتمععععد علععععى المصععععفوفات لسععععهولة التعامععععل معهععععا  لمععععيإلععععى شععععكل عوالعلاقععععات العلميععععة 

مععععن  (nبالقيععععاس الأولععععي  ومصععععفوفة مععععاركوف)مععععاركوف مصععععفوفة تعععععد كمععععا  حاسععععوبيا،

 ،المعلومعععاتوكعععذلف حفععع   الهندسعععية،المصعععفوفات الهامعععة للاسعععتفادة منهعععا فعععي التطبيقعععات 

فععي  معتمععدين ،n بالقيععاسالضععربي  النظيععر وخصو ععا   ،والتععي تعتمععد علععى نظريععة الأعععداد

  .ليعطي نتائج سريعة وكبيرةيلف على برنامج حاسوبي 

 ][1: دراسة مرجعية .2
 
 ليجندر التفاضلية الشهيرة: ثيرات حدود ل)رودريغ( إن علاقة   
 

𝑃𝑛(𝑥) =
1

2𝑛. 𝑛!
.
𝑑𝑛(𝑥2 − 1)𝑛

𝑑𝑥𝑛
         (1) 

  
تسععاعد البععاحثين  كثيععرة،تتصععف بصععفات  ،nالتععي تولععد كثيععرات حععدود جبريععة مععن الدرجععة  

  ،على الاعتماد عليها
 وهي حل عام للمعادلة التفاضلية: 

(1 − 𝑥2)𝑦′′ + 2𝑥𝑦′ + 𝑛(𝑛 − 1)y = 0         (2) 
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مععن حععدود ليجنععدر  مجمععو   كثيععرات تععرد إلععىK مععن الدرجععةوبما أن كل كثيرة حععدود جبريععة 

, 𝑎0      وفععق حسععاب توابعع  ليجنععدرK المرتبععة  𝑎1 , … , 𝑎𝑛  ،   فعع ن هععذا الموضععو

وفععي تحديععد ، مثععل الاسععتيفاء الرياضععي  ،يسععاعدنا فععي حععل العديععد مععن القضععايا الرياضععية

 الوظائف الموجية للإل ترونات في مدارات الذرة .

 
  
 : هدف البحث .3

مربعععة مقلععوب مصععفوفة  علععى اعتمععاداK كثيرة حععدود مععن الدرجععة ايجاد الثواب  المولدة ل ل

𝐿−1)مثلثيعععة سعععفلى( 
𝑘  معععع كثيععععرات لتسعععهيل التعامعععل ،مصععععفوفة ليجنعععدر مقلعععوب نسعععميها

درجععة  )فرديععة ، ةوجيععة  ، ومن تم تشكيل كثيرات حععدود مععن[6-5] الحدود تقنيا وحاسوبيا

 . 𝐿𝑘على تواب  و مصفوفة ليجندر  عتمادا  ا ،، مختلطة( 

 
 [4-3-2] كثيرات حدود ليجندر:

ها  نستنتج بعضا  من كثيرات الحدود من خلا  اشتقاق   (1)علاقة ليجندر التفاضلية من  
 : يأتيعددا  من المرات كما  

 :نيوتنمن منشور تنائي حد لدينا، 
 

(𝑥2 − 1)𝑛 = 𝐶𝑛
0𝑥2𝑛 − 𝐶𝑛

1𝑥2𝑛−1 + 𝐶𝑛
2𝑥2𝑛−2

− ⋯(−1)2𝑛−𝑘𝐶𝑛
𝑘𝑥2𝑛−𝑘+. . (−1)2𝑛−𝑛𝐶𝑛

𝑛𝑥2𝑛−𝑛 
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 وبالإ لاح نجد:

(𝑥2 − 1)𝑛 = 𝑥2𝑛 − 𝑛𝑥2𝑛−1 +
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝑥2𝑛−2

− ⋯(−1)2𝑛−𝑘
(𝑛)!

(𝑘)! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥2𝑛−𝑘+. . (−1)𝑛𝑥𝑛 

 
 وب دخا  خا ة المشتق النوني نجد: 

 
 

𝑃𝑛(𝑥)

=
1

2𝑛. 𝑛!
.
𝑑𝑛(𝑥2 − 1)𝑛

𝑑𝑥𝑛
                                                                       

=
1

2𝑛. 𝑛!
.
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
  [𝑥2𝑛 − 𝑛𝑥2𝑛−1 +

𝑛(𝑛 − 1)

2
𝑥2𝑛−2                           

− ⋯ (−1)2𝑛−𝑘
(𝑛)!

(𝑘)! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥2𝑛−𝑘+. . (−1)𝑛𝑥𝑛 ] 

 
 وبالإ لاح نجد: 

 
𝑃𝑛(𝑥)

=
1

2𝑛. 𝑛!
. [

(2𝑛)!

𝑛!
𝑥2𝑛 − 𝑛

(2𝑛 − 1)!

(𝑛 − 1)!
𝑥2𝑛−1 

+
𝑛(𝑛 − 1)

2

(2𝑛 − 2)!

(𝑛 − 2)!
𝑥2𝑛−2                                                                           

− ⋯ (−1)2𝑛−𝑘
(𝑛)!

(𝑘)! (𝑛 − 𝑘)!

(2𝑛 − 𝑘)!

(𝑛 − 𝑘)!
𝑥2𝑛−𝑘+. . (−1)𝑛

(𝑛)!

(𝑛)!
𝑥𝑛 ] 

 
 : والي على الت 𝑃𝑛(𝑥)وبأخذ المشتقات  
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 𝑃𝑛(𝑥) = 

عدد مرات  
  فر   الاشتقاق

𝑃0(𝑥) = 1 

𝑃1(𝑥) المشتق الأو   = 𝑥 
 المشتق الثاني 

𝑃2(𝑥) =
1

2
(3𝑥2 − 1) 

 المشتق الثالث 
𝑃3(𝑥) =

1

2
(5𝑥3 − 3𝑥) 

 المشتق الرابع 
𝑃4(𝑥) =

1

8
(35𝑥4 − 30𝑥2 + 3) 

 المشتق الخامس
𝑃5(𝑥) =

1

8
(63𝑥5 − 70𝑥3 + 15𝑥) 

 المشتق السادس
𝑃6(𝑥) =

1

16
(231𝑥6 − 315𝑥4 + 105𝑥2 − 5) 

 المشتق  السابع 
𝑃7(𝑥) = 

الثامن المشتق   
𝑃8(𝑥) =  

 المشتق التاسع 
𝑃9(𝑥) =  

عاشر المشتق ال  
𝑃10(𝑥)

=  
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 أي أن : ،هي الواحد   𝑃𝑛(1)لأية كثيرة حدود   لمعاملاتمجمو  انتيجة :  

 

𝑃𝑛(1) =
1

2𝑛. 𝑛!
. [

(2𝑛)!

𝑛!
− 𝑛

(2𝑛 − 1)!

(𝑛 − 1)!

+
𝑛(𝑛 − 1)

2

(2𝑛 − 2)!

(𝑛 − 2)!
                            

− ⋯ (−1)2𝑛−𝑘
(𝑛)!

(𝑘)! (𝑛 − 𝑘)!

(2𝑛 − 𝑘)!

(𝑛 − 𝑘)!
+. . (−1)𝑛 ]

= 1 
 خصائص كثيرات حدود ليجندر:

 :لآتيباتتصف كثيرات حدود ليجندر   
 
 1                                )             𝑃𝑛(1) = 1         ;          ∀𝑛 ∈

𝑁        

 

2  )                                𝑃𝑛(0) = 0  ;   ∀ 𝑛 = 2𝑘 − 1      ,    𝑘 ∈

𝑁   

 

3                          )  𝑃𝑛(−1) = −1      ;        ∀ 𝑛 = 2𝑘 − 1    ,   𝑘 ∈

𝑁 

 

4     )                       𝑃𝑛(−1) = 1         ;         ∀ 𝑛 = 2𝑘     , 𝑘 ∈ 𝑁   
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 جبرية:ود ليجندر وأية كثيرة حدود علاقة الارتباط بين كثيرة حد 
 

 تعريف مصفوفة ليجندر: 
  معاملاتمن   تنتج  kالمرتبة مصفوفة مربعة من   هي kالمرتبة  مصفوفة ليجندر من   

   كثيرات حدود ليجندر 
 

                                                                {𝑃𝑛 (𝑥)}
𝑛=0

𝑘 
 

نضع  و   في السطر الثاني ، 𝑃1نضع تواب   في السطر الأو  ، و  𝑃0حيث نضع تواب   
 ..... وهكذافي السطر الثالث  𝑃2تواب   

 
 

 (:  1مثال )
𝐿3ومقلوبها  : (𝐿3)    الرابعة مصفوفة ليجندر من المرتبة  لن تب 

مصفوفة مثلثية  هو    1−
 سفلى أيضا      

 

  

𝐿3 أو المصفوفة   𝐿3 نلاح  أن مجمو  عنا ر أي سطر من المصفوفة  
هو   1−

 الواحد 
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 (:  2مثال )

𝐿5)ومقلوبها  (: 𝐿5)  سادسة  مصفوفة ليجندر من المرتبة اللن تب 
مصفوفة هو    (1−

 مثلثية سفلى أيضا       
 

  

𝐿5 أو المصفوفة   𝐿5 نلاح  أن مجمو  عنا ر أي سطر من المصفوفة  وهنا 
هو   1−

 الواحد 
 

                                البحث:أهم نتائج 
 
,   𝐿𝑛ليجندر   كل مصفوفة أن   الأولى نقوم ب تبات مبرهنتين أساسيتين   𝑛 =

1,2, . مثلثية سفلى ومقلوبها أيضا  مصفوفة مثلثية  مصفوفة   ت تب على شكل  ،    10.
 جبريةكثيرة حدود كل    الثانية ، والمبرهنة سفلى

𝐵𝑛   , 𝑛 = 1,2, . 𝐿𝑛)ليجندر   مصفوفةجداء مقلوب  إلى ترد  nمن الدرجة     10.
−1)  

        𝐵𝑛تواب   مع مصفوفة 
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 (: 1مبرهنة )

,   𝐿𝑛ليجندر   مصفوفة  ت تب  𝑛 = 1,2, . على شكل مصفوفة مثلثية سفلى   10.
𝐿𝑛 ومقلوبها أيضا   

 مصفوفة مثلثية سفلى   1−

 الإثبات: 
زئية من  وي جميع المصفوفات الجتالتي تح (11) المرتجةمن ليجندر  لدينا مصفوفة   

 عشرة.الحادية الأولى وحتى المرتبة  جميع المراتب من 
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𝐿𝑛} وي مقلوب جميع المصفوفات الجزئية  تسفلى ف ن مقلوبها يحوبما أنها مثلثية  
−1}𝑛=1

10  
 الحادية عشرة.من جميع المراتب من الأولى وحتى المرتبة 

 
 

 : (1)نتيجة 
 

( نجد أن مقلوب أية مصفوفة من النمط  2و ) (1من المثالين السابقين ) .1
𝐿𝑛   , 𝑛 = 1,2, . 𝐿𝑛متضمنا في مقلوب المصفوفة   10.

−1   , 𝑛 =

1,2, . .10 
 أو المصفوفة  𝐿𝑛 نلاح  أن مجمو  عنا ر أي سطر من المصفوفة     .2

𝐿n
 هو الواحد  1−
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 (: 2مبرهنة )

 
,  𝑏0 ]  معاملاته  𝑛من الدرجة   𝐵𝑛كثيرة حدود جبرية  كل    𝑏1    , 𝑏2  , … 𝑏𝑛] 

و تواب  ليجندر       𝐿−1𝑛   المرتبةليجندر من  مصفوفة مقلوب  ترتبط ب 
[ 𝑎0  , 𝑎1    , 𝑎2  , … 𝑎𝑛]  بالعلاقة الآتية: 

 
                                      [ 𝑎0  , 𝑎1    , 𝑎2  , … 𝑎𝑛] =

[ 𝑏0  , 𝑏1    , 𝑏2  , … 𝑏𝑛]. 𝐿𝑛
−1  

 
 الإثبات: 

ليجندر   ت تب على شكل مجمو  ل ثيرات حدود   𝐵𝑛برية جبما أن كل كثيرة حدود   
   nمن المرتبة 

 كما يلي   
                                                              𝐵𝑛 =

∑ 𝑎𝑘 𝑃𝑘 
𝑛
𝑘=0 (𝑥)  

   أن: نستنتج   
[ 𝑏0  , 𝑏1    , 𝑏2  , … 𝑏𝑛]  = [ 𝑎0  , 𝑎1    , 𝑎2  , … 𝑎𝑛]. 𝐿𝑛 

 
𝐿𝑛  وبضرب الطرفين  بالمصفوفة  

 أن :    نجد 1−
[ 𝑎0  , 𝑎1    , 𝑎2  , … 𝑎𝑛] = [ 𝑏0  , 𝑏1    , 𝑏2  , … 𝑏𝑛]. 𝐿𝑛

−1 
 (: 3مثال )

,  𝑎0 ]لنوجد تواب  ليجندر         𝑎1    , 𝑎2  , … 𝑎𝑛]    المكونة ل ثيرة الحدود من
    الدرجة الثالثة

     𝐵3 = 1 + 3𝑥 − 5𝑥2 + 7𝑥3 
    أن:( نجد 2بتطبيق المبرهنة ) الحل:

 
[ 𝑎0  , 𝑎1    , 𝑎2  , … 𝑎𝑛] = [ 𝑏0  , 𝑏1    , 𝑏2  , … 𝑏𝑛]. 𝐿𝑛

−1 
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[ 𝑎0     𝑎1     𝑎2     𝑎𝑛] = [ 1   3   − 5    7].

[
 
 
 
 
 
1 0
0 1

0 0
0 0

1

3
0

0
3

5

2

3
0

0
2

5]
 
 
 
 
 

 

 
𝐿3 هي المصفوفة   𝐿3إن مقلوب المصفوفة   حيث 

 :  الآتية1−
 

                                  
 
 

 وبالإ لاح ت ون تواب  ليجندر:
 

[ 𝑎0  , 𝑎1    , 𝑎2  , … 𝑎𝑛] = [−
2

3
  ,

36

5
    , −

10

3
  ,

14

5
] 

 
  نجد:وللتحقق من  حة الحل 
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[ 1   3   − 5    7]  = [−
2

3
  ,

36

5
    , −

10

3
  ,

14

5
]

[
 
 
 
 
 

1 0
0 1

0 0
0 0

−
1

2
0

0
−3

2

3

2
0

0
5

2]
 
 
 
 
 

 

   هامة:نتائج 
 نستنتج أن:    nمن أجل جميع كثيرات الحدود من الدرجة   .1

      ∑ 𝑏𝑘 
𝑛
𝑘=0 = ∑ 𝑎𝑘 

𝑛
𝑘=0      

 : 4)مثال )
,  𝑎0 ]لنوجد مجمو   تواب  ليجندر     𝑎1    , 𝑎2  , … 𝑎𝑛]   المكونة ل ثيرة الحدود من

    الدرجة الثالثة
 

     𝐵3 = 1 + 3𝑥 − 5𝑥2 + 7𝑥3  
 :   ( نجد أن1) : بتطبيق النتيجةالحل

 

∑ 𝑏𝑘 

𝑛

𝑘=0

= 1 + 3 − 5 + 7 = −
2

3
+

36

5
 −

10

3
 +

14

5
= 6 = ∑ 𝑎𝑘 

𝑛

𝑘=0

 

 
يات حدود ةوجية نختار الحدود     nالدرجة  من لتوليد كثيرات حدود .2

𝑎𝑘= [ 𝑎0    0     𝑎2  …   𝑎2𝑘] . فنحصل على كثيرة حدود ةوجية  
 

 : )5مثال )

,  0,  1 ]من تواب  ليجندر   يلف لنوجد           المكونة ل ثيرة الحدود   [0,2,0,  3−
 من الدرجة الرابعة

    فيكون لدينا 
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[ 𝑏0  , 𝑏1    , 𝑏2  , … 𝑏𝑛]  = [ 𝑎0  , 𝑎1    , 𝑎2  , … 𝑎𝑛]. 𝐿4 

 

 
 

 
 
 
 

[ 𝑎0  , 𝑎1    , 𝑎2  , … 𝑎𝑛]  . 

 
 
 
 

[ 𝑏0  , 𝑏1    , 𝑏2  , … 𝑏𝑛]  = 

 

 
 

 
[ 𝑏0  , 𝑏1    , 𝑏2  , … 𝑏𝑛]  = 

 حيث إن:      

𝑏0  + 𝑏1   +  𝑏2  + 𝑏3 + 𝑏4  = 𝑎0  + 𝑎1   +  𝑎2  + 𝑎3 + 𝑎4

= 1 + 0 − 3 + 0 − 2 + 0 = −4 

 

 
 
 

 
 
 
 

[𝑏0 , 𝑏1  , 𝑏2 , 𝑏3, 𝑏4] =
[1  0 − 3   0   2  ].   
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 الحل:    

       
 ( نجد أن:  1بتطبيق النتيجة )

 

∑ 𝑏𝑘 

𝑛

𝑘=0

= 1 + 3 − 5 + 7 = −
2

3
+

36

5
 −

10

3
 +

14

5
= 6 = ∑ 𝑎𝑘 

𝑛

𝑘=0

 

 

يات حدود فردية نختار الحدود    nلتوليد كثيرات حدود من الدرجة  .3
𝑎𝑘= [ 0    𝑎1    0     𝑎3  …   𝑎2𝑘+1]  فرديةفنحصل على كثيرة حدود.  

 
 : )6مثال )

, 0 ]لنوجد من تواب  ليجندر           المكونة ل ثيرة الحدود من الدرجة    [0,5,0,7, 3
 الخامسة    

      𝐵5 = 3𝑥 + 5𝑥3 + 7𝑥5     

    الحل:

[ 𝑏0  , 𝑏1    , 𝑏2  , … 𝑏𝑛]  = [ 𝑎0  , 𝑎1    , 𝑎2  , … 𝑎𝑛]. 𝐿5 

   إن:حيث 
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,  𝑏0 ]وتوابته    𝐴𝑛فنحصل على كثيرة الحدود   𝑏1    , 𝑏2  , … 𝑏𝑛] 

 
( محققة   أن مجمو  الثواب  محققة  :  1كما نلاح  النتيجة )  

 
0 + 3 + 0 + 5 + 0 + 7 = 0 + 9 + 0 +

46

9
+ 0 +

8

9
= 15 

         
 

 [8-7] :مقترحات

فهي تصلح للتشفير وحف    ونظاميةسفلى  مصفوفة مثلثية  𝐿𝑛     بما أن المصفوفة .1

𝐿𝑛البيانات وكذلف 
 تصلح لفف التشفير .  1−

.مثلثية اليمكن تمديد المصفوفة  .2 𝐿𝑛   صبحبحيث ي 𝑛   عدد طبيعي بقدر ما نشاء

 بالاستقراء الرياضي .  هوهذا يتطلب اتبات،
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