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 2بشار الحسين                                1حاكميحمزة 

 قســـم الــريـــاضيــــات كميــــة العــمـوم جــامعــــة دمشـــــق
 

 الممخص
 

MEndS)(يعة أو خواص حمقة الإندومورفيزماتنعمم أن معرفة طب R  لمودول
تعطينا  S, وفي بعض الأحيان, خواص الحمقةMليا تأثير كبير عمى المودول Mما

 نفسو. Mفكرة كاممة أو شبو كاممة عن المودول 
 

مودول وحمقة الإندومورفيزمات لو. حيث نقول عن 2Dفي ىذه المقالة, درسنا مفيوم
 Mلممودول ,BA إذا كان لأجل أي مودولين جزئيين مودول2Dإنو Mالمودول

ABMان أنيحقق  وأنA حد مباشر لممودولMينتج أن ,B  حد مباشر
MEndS)(. وقد أثبتنا أن حمقة الإندومورفيزمات Mلممودول R  لمودول ما تكون

مودول ويحقق أنو لأجل كل 2Dىو Mوفقط عندما يكون المودولمنتظمة عندما 
Sfعنصر  فإن)( fmI حد مباشر لممودولM. 

 

ندومورفيزمات لو. حيث نقول عن مودول وحمقة الإ2Cفضلًا عن ذلك, درسنا مفيوم
من  ,BA إذا كان لأجل أي مودولين جزئيين مودول,2Cإنو Mالمودول
BAوكان Mالمودول  وأنA حد مباشر لممودولMينتج أن ,B  حد مباشر

                                                 
1

 أستاذ في قسم الرياضيات كمية العموم جامعة دمشق. 
2

 قسم الرياضيات كمية العموم جامعة دمشق.طالب دراسات عليا  



2
C مــــــــــــــــــودولات و

2
D مــــــــــــــــــــــــودولات 

55 

 

MEndS)(وقد أثبتنا أن, حمقة الإندومورفيزمات  .Mلممودول R لمودول ماM 
مودول ويحقق أنو لأجل 2Cىو Mتكون منتظمة عندما وفقط عندما يكون المودول

Sfكل عنصر  فإن)( fKer حد مباشر لممودولM. 
 

آن معاً عندما مودول في 2Dمودول و 2Cيكون Mأخيراً وجدنا أن المودول
Sfوفقط عندما يتحقق الشرط الآتي: لأجل كل عنصر  فإن)( fmI  ًيكون حدا

)( إذا وفقط إذا كان Mمباشراً لممودول fKer حداً مباشراً لممودولM. 
 

المودولات  مودول,2Cمودول, 2D الحمقة المنتظمة وشبو المنتظمة, احية:الكممات المفت
 الإسقاطية )الأفقية( المباشرة.

 
 .16P40 ,16P20 ,16D40 ,16D50 (:0202العالمي لمعام ) يالتصنيف الرياضيات
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We have known that basic quality or the properties of the 

endomorphism )(MEndS R  for some module M  has a big effect 

of the module M . In some times the properties of ring S  give a 

complete or semi-complete idea of  the same module M . 
 

 

In this paper we study the concept of 2D module and its 

endomorphism ring. Where the module M  is said to be 

2D module, if for every two sub-modules BA,  of M  such that 

ABM   and A  is a direct summand of M , then B  is a direct 

summand of M .  
 

We have proved that the endomorphism ring S  of some 

module M , is regular if and only if the module M  is 2D module 

and for every element Sf  , )( fmI  is a direct summand of M . 

 

In addition to that, we study the concept of 2C module and 

its endomorphism ring. Where the module M  is said to be 

2C module, if for every two submodules BA,  of M  such that 
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AB   and A  is a direct summand of M , then B  is a direct 

summand of M .  
 

We have proved that the endomorphism ring S  of some 

module M , is regular if and only if the module M  is 2C module 

and for every element Sf  , )( fKer  is a direct summand of M . 

 

Finally, we found that the module M  is 2D module and 

2C module at the same time if and only if  the module satisfy the 

following condition: for every element Sf  , )( fKer  is a direct 

summand of M  if and only if )( fmI  is a direct summand of M . 

 
Key Words: Regular and semi-regular ring, 2D Module and 2C  

Module, Direct Projective (Injective) module. 
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 المقـــــدمــــــــــــة.
حد  A, وأنMمودولين جزئيين في ,BA. لنفرض أنRمودولًا فوق حمقة Mليكن

 .Mمباشر لممودول
MMfنعمم أنو إذا كان : تماثلًا لممودولM فإن)(Af  ىو حد مباشر

BAg. ولكن إذا كانMلممودول :  تماثل مودولات, فإنو ليس بالضرورة أن
BAgيكون )( حداً مباشراً لممودولM. 

 الذي يحقق الشرط الآتي: Mمودول, وىو المودول2Cلأجل ذلك تم إدخال مفيوم
BAوكان Mمودولين جزئيين في ,BAإذا كان  وأنA حد مباشر لممودولM ,
 .Mحد مباشر لممودول Bينتج أن

 

MMfمن جية أخرى, لدينا حسب مبرىنة التماثل الأولى, أنو إذا كان : 
)()(فإن Mتشاكلًا لممودول fmIfKerM [ ,4]. 

)(وىنا نعمم أنو إذا كان المودول الجزئي fmI حداً مباشراً لممودولM فإنو ليس ,
)(بالضرورة أن يكون المودول الجزئي fKer حداً مباشراً لممودولM إن ىذه القضية .

 مى النحو الآتي:قد تم تعميميا ع
ABMوكان Mمودولين جزئيين في مودول ,BAإذا كان  وأنA  حد مباشر
 .Mدولليس بالضرورة أن يكون حداً مباشراً لممو  B, فإن Mلممودول

 الذي يحقق الشرط الآتي: Mمودول, وىو المودول2Dلأجل ذلك تم إدخال مفيوم
ABMوكان Mمودولين جزئيين في ,BAإذا كان  وأنA  حد مباشر
 .Mحد مباشر لممودول B, ينتج أنMلممودول

مودولات يعد مفيوماً ثنوياً لمفيوم 2Dمن الجدير ذكره ىنا, أن مفيوم الـ
 مودولات.2Cالـ
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مودولات 2Cمودولات والـ2Dلمقالة, درسنا جانباً من مفيومي الـفي ىذه ا
والشروط المكافئة ليذين المفيومين, فضلًا عن دراستنا لحمقة الإندومورفيزمات ليذين 

  الصفين من المودولات, وعلاقة ىذه الحمقة بمفيوم الانتظام في الحمقات.
MEndS)(بات أن, حمقة الإندومورفيزماتحيث تم إث R لمودول ماM  تكون

مودول ويحقق أنو لأجل كل 2Cىو Mمنتظمة عندما وفقط عندما يكون المودول
Sfعنصر  فإن)( fKer مباشر لممودول حدM .حمقة  فضلًا عن ذلك, وجدنا أن

MEndS)(الإندومورفيزمات R  لمودول ما تكون منتظمة عندما وفقط عندما يكون
Sf مودول ويحقق أنو لأجل كل عنصر2Dىو Mالمودول  فإن)( fmI  حد

 مودول 2Cىو M. إضافة إلى ذلك, تم إثبات أن المودولMمباشر لممودول
 مودول في آن معاً عندما وفقط عندما يتحقق الشرط الآتي:2Dو

Sfلأجل كل عنصر  فإن)( fmI يكون حداً مباشراً لممودولM  إذا وفقط إذا
)(كان fKer حداً مباشراً لممودولM. 

 

 ــــــــــــة.تعــــــــــــــاريــــــــــف ومفـــــــــاهيــــــــــم أســــــــــاسي. 1
 

eeإنو جامد إذا كان Re, نقول عن العنصرحمقة R. لتكن1-1 تعريــــــف 2 ,
[1]. 
 

جد إنو منتظم إذا و  Ra, نقول عن العنصرحمقة R. لتكن2-1 تعريــــــف
abaaيحقق أن  Rbعنصر ونقول عن الحمقة ,R  جميع  إذا كانتإنيا منتظمة

 [.5عناصرىا منتظمة, ]
 

شبو و إن Raالمغاير لمصفر , نقول عن العنصرحمقة R. لتكن3-1 تعريــــــف
babbيحقق أن Rbمنتظم إذا وجد عنصر ونقول عن الحمقة ,R  إنيا شبو

 [.3منتظمة, ]المغايرة لمصفر شبو جميع عناصرىا  تنمنتظمة إذا كا
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 .[6] 4-1 مبرهنــــــــة
MEndSf)(وليكن Rقةمودولًا فوق حم Mليكن R عندئذ الشرطان الآتيان .

 متكافئان:
Sfالعنصر - 1  .ىو عنصر منتظم 
)(كل من – 2 fmI و)( fKer ىو حد مباشر لممودولM. 

 

 .2Dوع ـــــــــن النــــلات مودو ـــــــالم .0
 .[7] تعريــــــــــــف

مودول إذا كان لأجل 2Dإنو Mالمودول. نقول عن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن
ABMيحققان Mمن المودول ,BAأي مودولين جزئيين / وكانA اً مباشر  اً حد 

 .Mحد مباشر في Bينتج أن Mفي
 

 .1-0ة ــــــــــــــــتمهيدي
أي حد  مودول, عندئذ2Dىو Mالمودول . إذا كانRمودولًا فوق حمقة Mليكن

 مودول.2Dىو أيضاً  M مباشر لممودول
 ان.ـــــــــــــــــالبره

, Mحداً مباشراً في Nمودول وليكن2Dىو Mلنفرض أن المودول
KNMعندئذ   حيثK مودول جزئي فيMلنفرض أن .A ر حد مباش

AAN, عندئذNلممودول  حيثA مودول جزئي فيNوليكن ,B  مودولًا
ABNبحيث إن Nجزئياً آخر في :لما كان . 

KAAKNM  
MNB. فضلًا عن ذلك, لما كانMحد مباشر لممودول Aنجد أن  نجد أنB 

ABN, ولما كانMمودول جزئي في  :ومنو فإن 
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)()()( KBMKBKNBNA  
KBمودول نجد أن المودول الجزئي2Dىو Mولما كان   ىو حد مباشر فيM 

KKBMومنو فإن   Kحيث )(  مودول جزئي فيMان. ولما كNB 
 نجد أن:

0 KNKB 
)(, ومنو فإن0KBأي إن KKBM ولما كان .NB :نجد أن 

))(( KKNBN  
 مودول. 2Dىو Nيبين أن وىذا Nحد مباشر في Bومنو فإن

 

 . 0-0مبرهنـــــــــــة 
 الشروط الآتية متكافئة:عندئذ . Rمودولًا فوق حمقة Mليكن

 مودول.2Dىو Mالمودول - 1
فإن أي تشاكل مودولات  Mلممودول ,BAلأجل أي حدين مباشرين – 2

BAfغامر : .ينشطر 
AMfغامرفإن أي تشاكل مودولات  Mلممودول Aلأجل أي حد مباشر – 3 : 

 ينشطر.
 البرهـــــــــــان.

(1)(2لنفرض أن .)M 2ىوDمودول. وليكنBA, حدين مباشرين لممودولM 
BAfولنفرض أن  : أيضاً أن تشاكل مودولات غامر. لنفرضAM : 

BMfالتشاكل الإسقاطي الغامر, عندئذ فإن :  تشاكل مودولات غامر, ومنو
BfKerMفإن )( ولما كان ,B حداً مباشراً لممودولM وأنM 
)(مودول نجد أن2Dىو fKer حد مباشر فيMولما كان .A  ًحداً مباشرا

AAMفإن Mلممودول حيث ,A مودول جزئي فيM. 
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AfKerfKerلنبرىن عمى أن  )()( . 
)(ليكن fKerxعندئذ فإن ,Mx وأنaax حيث ,Aa وAa  

 ومنو نجد أن:
0)()()(  afaafxf  

)(ومنو فإن fKera لي فإنوبالتاAfKeraax   , أي إن:)(
AfKerfKer  )()(  

AfKeryليكن  21وأن My, عندئذ فإن)( yyy  
1)(حيث fKery  وAy 2 ولما كانAfKer )( :نجد أن 

0)()()( 121  yfyyfyf  
)(ومنو فإن fKery وبالتالي يكون)()( fKerAfKer  مما سبق نجد .

 أن:
AfKerfKer  )()(  
)()(0ولما كان   AfKerAfKer نجد ,

AfKerfKerأن  )()(  ولما كان .)( fKer في اً مباشر  اً حدM  نجد
)(أن fKer حد مباشر فيMوىكذا نجد أن التشاكل ,f .ينشطر 
(2)(3.واضح .) 
(3)(1ليكن .)A حداً مباشراً لممودولM وB مودولًا جزئياً فيM  بحيث
ABMإن لنفرض أن .ABM :ولنفرض أيضاً  ىذا التشاكل
BMMأن : تشاكل القانوني الغامر, فنجد أنAM :  ىو تشاكل

حد  Ker)(ينشطر وبالتالي فإن مر, وحسب الفرض فإن التشاكلمودولات غا
BKer. لنبرىن عمى أنMمباشر في  )(. 

)(0وأن Mx, عندئذ فإنKerx)(ليكن x :وبالتالي فإن 
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0)()(  Bxx  
BBxتماثلًا نجد أن ولما كان   ومنو فإنBx  وبالتالي

BKerفإن )(. 
BBb, عندئذ فإنBbليكن  0ومنو فإن)(  Bbb 
))(()0(0وأن  b ومنو نجد أن)(Kerb وبالتالي)(KerB .

BKerمما سبق نجد أن )( وبالتالي فإنB حد مباشر لممودولM  ومنو
 مودول. 2Dىو Mفإن

 

 .[2] تعريــــــــــــف
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن Rنقول عن المودول .M  إنو

ولأجل كل تشاكل  Mلممودول Kإسقاطي مباشر إذا كان لأجل كل حد مباشر
KMfغامر : يوجد عنصرSg يحقق أنfgحيث ,KM : 

 التشاكل الإسقاطي الغامر.
 

 .3-0مبرهنـــــــــــــة 
MEndS)(وأن Rوق حمقةمودولًا ف Mليكن R ان الآتيان ط. عندئذ الشر
 :متكافئان

 إسقاطي مباشر. Mالمودول - 1
 مودول.2Dىو Mالمودول - 2

 البرهــــــــــــــان.
(1)(2لنفرض أن المودول .)M إسقاطي مباشر وليكنA حداً مباشراً فيM 

ABMويحقق Mمودول جزئي في Bولنفرض أيضاً أن / . 
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ABMلنفرض أن /: ل وأنىذا التشاكAM :  التشاكل الإسقاطي الغامر
BMMوأن  /:  التشاكل القانوني الغامر, فنجد أنAM :  ىو تشاكل

بحيث  Sإسقاطي مباشر فإنو يوجد Mغامر, ولما كان المودول
إن )(. :لنبرىن عمى أن 

)()(  KerKer  
)()(واضح أن  KerKer ليكن .)(Kerx عندئذMx 

)(0وأن x  0ومنو فإن)()( x 2)()(0وبالتالي فإن  xx  ,
 ومنو فإن: Kerx)(أي إن

)()(  KerKer  
)()(وىكذا نجد أن  KerKer ولما كان. )(  نجد

أن )(  وبالتالي فإن ))()(( 
))(()(لنبرىن الآن عمى أن  KerKer  واضح .

)())((أن  KerKer . 
))((ليكن Kerx0, عندئذ فإن))()(( x  ومنو
))()()((0فإن x 2))((0 وبالتالي فإن x ومنو يكون 
0))(( xولما كان , Ax ))((  0نجد أن))(( x  ومنو
))(()(وىكذا نجد أن Kerx)(نفإ  KerKer   ومنو فإن
)())((  KerKer لنبرىن عمى أن .BKer )(. 

))((0, عندئذ فإنKery)(ليكن y 0ومنو فإن)( y 
BByوأن  نو فإن ومByأي إن ,BKer )(ليكن .Bb عندئذ ,
BBbفإن  0ومنو يكون)(  Bb 0ومنو))(( b  وبالتالي
KerB)(ومنو Kerb)(فإن  إنوىكذا فBKer )( ولما .
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))((Sكان   فإن اً جامد اً عنصر))(( Ker ىو حد مباشر فيM 
BKerوبالتالي فإن  )( حد مباشر فيM. 

(2)(1لنفرض أن .)K حد مباشر لممودولM وأنKMf :  تشاكل مودولات
KMغامر ولنفرض أيضاً أن :  التشاكل الإسقاطي الغامر. لما

KfmIfKerMكان  )(فإن مودول2Dىو Mوأن /)()( fKer  حد
ffgfبحيث Sgمنتظم وبالتالي يوجد fومنو فإن التشاكل Mمباشر في   وىذا
Sfgيبين أن  عنصر جامد ولما كانKxfg )(  ًكان أياMx  وأن

))(1()( xfgxfgx  نجد أن)()( xfgx  ومنو فإنfg  وىكذا فإن
  إسقاطي مباشر. Mالمودول

 

وع ـــــــــن النــــودولات مـــــــ. الم3
2

C. 
 .[7] ــفتعريــــــــــ
مودول إذا كان لأجل أي 2Cإنو M. نقول عنRمودولًا فوق حمقة Mليكن

ABيحققان إن Mمن المودول ,BAمودولين جزئيين   وكانA حد مباشر فيM 
 .Mحد مباشر في Bينتج أن

 

 .1-3ة ــــــــــــــــتمهيدي
مودول, عندئذ فإن أي حد 2Cىو M. إذا كانRمودولًا فوق حمقة Mليكن

 مودول.2Cىو أيضاً  Mمباشر لممودول
 ان.ـــــــــــــــــالبره

, Mحداً مباشراً في Nمودول وليكن2Cىو Mلنفرض أن المودول
KNMعندئذ  حيثK مودول جزئي فيMلنفرض أن .A  حد مباشر
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AAN, عندئذNلممودول  حيثA مودول جزئي فيNوليكن ,B  مودولًا
ABبحيث إن Nجزئياً آخر في :لما كان . 

KAAKNM  
MNB. فضلًا عن ذلك, لما كانMحد مباشر لممودول Aنجد أن  نجد أنB 

ABولما كان Mمودول جزئي في  وأنM 2ىوCمودول نجد أنB  حد مباشر
BBMومنو فإن  Mفي  حيثB مودول جزئي فيMولما كان .NB 

)(نجد أن BNBN  ومنو فإنB حد مباشر فيN وىذا يبين أنN 
  مودول.2Cىو

 

 .0-3مبرهنـــــــــــة 
 . الشروط الآتية متكافئة:Rمودولًا فوق حمقة Mليكن

 مودول.2Cىو Mالمودول - 1
فإن أي تشاكل مودولات  Mلممودول ,BAباشرينلأجل أي حدين م – 2

BAfمتباين : .ينشطر 
MAfفإن أي تشاكل مودولات متباين Mلممودول Aلأجل أي حد مباشر – 3 : 

 ينشطر.
 هـــــــــــان.البر 
(1)(2لنفرض أن .)M 2ىوCمودول. وليكنBA, حدين مباشرين لممودولM 

BAfولنفرض أن  :  تشاكل مودولات متباين. عندئذ فإن
:)(لالتشاك fmIAf   ىو تماثل, أي إن)( fmIAولما كان .A  ًحداً مباشرا

)(مودول نجد أن2Cىو Mوأن Mلممودول fmI حد مباشر فيM  وبالتالي
KfmIMفإن  BfmI. ولما كان)( )( :نجد أن 

)()( KBfmIB  
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)(وىذا يبين أن fmI حد مباشر فيB وبالتالي فإن التشاكل المتباينf .ينشطر 
(2)(3.واضح .) 
(3)(1ليكن .)A حداً مباشراً لممودولM وB مودولًا جزئياً فيM  بحيث
ABإن  لنفرض أن .BA: ل ولنفرض أيضاً أنىذا التشاكMB : 

 تشاكل الاحتواء القانوني, عندئذ فإن:

MA: 
 mI)(ينشطر وبالتالي فإن تشاكل مودولات متباين وحسب الفرض فإن التشاكل

 ولما كان: Mحد مباشر في 
BBAmI  )()()(  

  مودول.2Cىو Mومنو فإن Mحد مباشر لممودول Bنجد أن
 

 . 3-3مبرهنـــــــــــة 
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R عندئذ لأجل أي عنصر .
Sfولأجل أي عنصر Seجامد  :الشروط الآتية متكافئة 

 مودول.2Cىو Mالمودول - 1
:)()(كل تماثل – 2 emIfmI   إلى تشاكليمكن تمديدهMM . 
)()(إذا كان – 3 eKerfKer  فإنfSe. 
)()(إذا كان - 4 eKerfKer  فإنfSeS . 
)()(إذا كان - 5 eKerfeKer  فإن)( femI حد مباشر فيM. 

 البرهـــــــــــان.
(1)(2لنفرض أن .)M 2ىوCمودول وأن)()(: emIfmI   تماثل

)(مودولات, عندئذ فإن  fmI حد مباشر فيM وبالتالي فإنKfmIM  )( 
 . Mمودول جزئي في Kحيث
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:)(لنفرض أن fmIM   التشاكل الإسقاطي الغامر, عندئذ
:)(فإن emIM  تشاكل مودولات غامر وأنو أياً كان)( fmIz 
)()(فإن zz    أنوىذا يبينMM : ىو تمديد لمتماثل. 
(2)(3لنفرض أن .))()( eKerfKer  عندئذ فإن ,

:)()(العلاقة emIfmI  المعرفة بالشكل)())(( memf   ًوذلك أيا
)()(مودولات متباين, لأنو إذا كان ىي تشاكل  Mmكان Kermf  
))((0فإن mf 0وبالتالي فإن)( me:ومنو فإن , 

)()( fKereKerm  
)(0وبالتالي يكون mfوىذا التشاكل غامر أيضاً, لأنو إذا كان .)(emIz 

mez)(فإن   حيثMm وأن)()( fmImf  ويحقق)())(( memf  
:)()(ومنو نجد أن emIfmI  تماثل وحسب الفرض فإنو يوجدSg  تمديد

 , أي إن:لمتماثل
MfmIg

fmI
 )(:

)(
 

 فإن: Mmومنو نجد أنو أياً كان
)())(()( mgfmfme  

Sfgfeومنو يكون . 
(3)(4لنفرض أن .))()( eKerfKer عندئذ حسب الفرض فإن ,Sfe ومنو

 .SfSeفإن
 أخرى, لما كان: من جية

)1()()( emIeKerfKer M  
)1(0نجد أن  ef M ومنو فإنSefef  وبالتالي فإنSeSf   وىكذا نجد

SfSeأن . 
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(4)(5لنفرض أن .))()( eKerfeKer  عندئذ حسب الفرض ,
SeSfeإنف  ومنو يوجد عنصرSإن تحققfee  وأنfeee   ومنو

)()(يكون  efee لنضع .feg  فنجد أن Sg :عنصر جامد وأن 
)()()( femIfemIgmI   

 ا أن:كم
)()()()()( gmIfemIfefemIfeemIfemI   

)()(ومنو فإن femIgmI  وبالتالي فإن)( femI حد مباشر فيM. 
(5)(1ليكن .)A حداً مباشراً لممودولM وأنB في مودول جزئيM 

BAبحيث   ولنفرض أنBA: ل. لما كانىذا التشاكA حداً مباشراً فيM 
gmIA)(بحيث إن Sgفإنو يوجد عنصر جامد  ومنو فإنBMg : 

 تشاكل مودولات وأن:
)()0())(()( 11 gKergKerggKer    

)(وبحسب الفرض فإن gmI  حد مباشر فيM :ولما كان 
BAMggmI  )()()(  

  مودول.2Cىو Mالمودول ومنو فإن Mحد مباشر في Bنجد أن
 

 .[2] تعريـــــــــــف
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن Rنقول عن المودول .M  إنو

ولأجل كل تشاكل  Mلممودول Kجل كل حد مباشرأفقي مباشر إذا كان لأ
MKfمتباين :  يوجد عنصرSg يحقق أنgfحيث ,MK : 

 .تشاكل الاحتواء القانوني
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 . 4-3مبرهنـــــــــــة 
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R عندئذ لأجل أي عنصر .
Sfولأجل أي عنصر Seجامد  :الشروط الآتية متكافئة 

 مودول.2Cىو Mالمودول - 1
eSfإذا كان – 2  وأن))(( fKere S فإنeSfS . 
)()(إذا كان – 3 eKerfKer  فإنfSe. 

 ـــان.ـــالبرهــــــــ
(1)(2لنفرض أن .)M 2ىوCمودول وأنeSf   ًولنفرض أيضا
))((أن fKere S0, عندئذ فإن))(( fKere ومنو فإن)()( eKerfKer  .

Sefولما كان  فإنو يوجدSg بحيث إنgef   وىذا يبين
)()(أن fKereKer ومنو نجد أن)()( eKerfKer  ( 3-3وبحسب المبرىنة )

SeSfنجد أن . 
(2)(3لنفرض أن .))()( eKerfKer  عندئذ ,

)()()1(فإن emIeKerfKer  1(0ومنو فإن(  ef لتالي وبا
Sefefيكون . 

)()(من جية أخرى, لما كان eKerfKer  0فإن))(( fKere  ومنو
))((فإن fKere S وبالتالي نجد أن))(( fKerSe S. 
))((ليكن fKerS0, عندئذ فإن))(( fKer :ومنو نجد أن 

0))(())1(())1((  fKeremIemI  
)1(0ومنو فإن  eأي إن ,See  ومنو يكونSefKerS ))(( 

 وىكذا نجد أن:
SfSefKerS ))(( 
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(3)(1لنفرض أن .)A حد مباشر لممودولM وأنB مودول جزئي فيM  بحيث
BAإن لنفرض أن ىذا التماثل ىو ,BA:لما كان .A حداً مباشراً فيM 

AgmIبحيث إن Sgفإنو يوجد عنصر جامد  )( ومنو نجد أنBMg : 
 تشاكل مودولات وأن:

)()0())(()( 11 gKergKerggKer    
gSgKerSوحسب الفرض نجد أن  ))((ولما كان .)()( gKergKer  

 نجد أن:
0))(( gKerg  

gSgKergومنو فإن S   ))(( لي يوجدوبالتاS بحيث إنgg  
gggنوا    ومنو يكون)()(  ggg لنضع . g فنجد أنS 

 . فضلًا عن ذلك, إن:Mحد مباشر في mI)(عنصر جامد وبالتالي فإن 
)()()()()()(  mIgmIggmIgmIgmImI  

 ومنو فإن:
BAMggmImI  )()()()(  

  مودول.2Cىو Mالمودول ومنو فإن Mحد مباشر لممودول Bوىذا يبين أن
 

 . 5-3مبرهنـــــــــــة 
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R ان الآتيان ط. عندئذ الشر
 :متكافئان

 أفقي مباشر. Mالمودول - 1
 مودول.2Cىو Mالمودول - 2
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 ان.ــــــــالبرهــــــ
(1)(2لنفرض أن المودول .)M أفقي مباشر وليكنBA, مودولين جزئيين فيM 

BAبحيث إن   وأنA حد مباشر فيM ولنفرض أنBA:  ىو ىذا التماثل
MAAوأن : وMBB :  تشاكمي الاحتواء القانونيين, عندئذ فإن
MAB : ىو تشاكل مودولات متباين ولما كان المودولM  أفقي مباشر فإنو
ABبحيث إن Sيوجد  )(. 

AMلنفرض أن :  التشاكل الإسقاطي الغامر, عندئذ
يكون  AB وبالتالي فإن )(  2))(( B  وىذا يبين
AmImIأن  )()( :لأن , 

)()())(()(  mImImImI B  
نفضلًا عن ذلك, إ ))()(( B وىذا يبين أنSB ))((   عنصر
))((جامد ومنو فإن  BmI حد مباشر فيM :وأن 
BAMmI BBB  ))(())()(())((  

 .Mحد مباشر في Bومنو فإن
(2)(1لنفرض أن .)K حد مباشر لممودولM وأنMK :  تشاكل مودولات

:)(متباين, عندئذ فإن KK   تماثل, أي إن)(KK  ولما كانM 
 Mحد مباشر لممودول K)(نجد أن Mحد مباشر لممودول Kمودول وأن2Cىو

NKMومنو فإن  )( لنفرض أن .)(: KM    التشاكل الإسقاطي
)()(الغامر, عندئذ فإن KM   :ومنو نجد أن 

))(())(()( KMM   
)()()(فإن Kkولما كان لأجل كل MKk    نجد

))(()(أن kk   وىذا يبين لنا أن  ولما كان)(: KK    تماثل
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نجد أن 1 يثحMK :  تشاكل الاحتواء القانوني. لنفرض
أن 1f فنجد أنSf  وأن f وىذا يبين أن المودولM .أفقي مباشر  

 

MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R:لنأخذ المجموعتين الآتيتين . 
} of sumannddirect  is  )(;:{)( MfmISffMI  
} of sumannddirect  is  )(;:{)( MfKerSffML  

ىي مجموعة جزئية وغير خالية  ML)(و MI)(إن كل مجموعة من المجموعتين
 .Sمن

 

 .6-3ــــة مبرهنـــــــ
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R عندئذ الشرطان الآتيان .

 متكافئان:
 .مودول2Cو مودول2Dىو Mالمودول - 1
2 - )()( MLMI . 

 ـــــان.ـــالبرهــــ
(1)(2.) لنفرض أن المودولM 2ىوD2و مودولCمودول .

MIf)(ليكن  عندئذ فإن ,Sf  وأن المودول الجزئي)( fmI  حد مباشر
)()(, لما كانMفي fmIfKerM  وأن المودولM 2ىوD مودول نجد
)(أن fKer حد مباشر لممودولMومنو فإن ,)(MLf جد , وىكذا ن
)()(أن MLMI . 

, وبالتالي Mحد مباشر لممودول gKer)(وأن Sg, عندئذ فإنMLg)(ليكن
BgKerMبحيث إن Mفي Bيوجد مودول جزئي  . لنفرض )(

BMأن :التشاكل الإسقاطي الغامر, عندئذ فإنBmI )(:ومنو فإن , 
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)()()( gmIgKerMBmI  
BmIوأن مودول2Cىو Mولما كان المودول )( حد مباشر لممودولM  نجد

, وبالتالي MIg)(ومنو فإن Mحد مباشر لممودول gmI)(أن
)()(يكون MIML :مما سبق نجد أن . 

)()( MLMI  
(2)(1.) لنفرض أن)()( MLMI ولنبرىن أولًا عمى أن المودول ,M 

 مودول.2Dىو
AMfوأن Mحداً مباشراً لممودول Aليكن :  تشاكلًا مودولياً غامراً, عندئذ
Sfفإن   وأنAfmI )( حد مباشر لممودولM  ومنو
)()(فإن MLMIf  وبالتالي فإن)( fKer حد مباشر لممودولM ذا يبين وى

 مودول.2Dىو M( نجد أن المودول2-2ينشطر, وبحسب المبرىنة ) fأن التشاكل
 مودول.2Cىو Mلنبرىن الآن عمى أن المودول

MBgوأن Mحداً مباشراً لممودول Bليكن : لنفرض  اً.تشاكلًا مودولياً متباين
BMأن : التشاكل الإسقاطي الغامر, عندئذ فإنMMg : ىو تشاكل

Sg, أي إنMلممودول :وأن , 
)()(  gKerKer  

)(ليكن  gKerx 0, عندئذ فإن)( xg  0ومنو فإن)()(  gKerx 
)()(, وىكذا فإنKerx)(وبالتالي يكون  gKergKer  ما سبق نجد .

)()(أن  KergKer ولما كان .)(Ker لممودول اً مباشر  اً حدM نجد ,
)(أن gKer باشر لممودولحد مM ولما كان ,Sg   وبحسب الفرض
)()(فإن MIMLg  ومنو فإن)( gmI حد مباشر لممودولM:ولما كان , 

)()()()( gmIBgMggmI   



2
C مــــــــــــــــــودولات و

2
D مــــــــــــــــــــــــودولات 

75 

 

ينشطر, وبحسب المبرىنة  g, أي إن التشاكلMممودولحد مباشر ل gmI)(نجد أن
  .مودول2Cىو M( نجد أن المودول3-2)
 

 .7-3مبرهنـــــــــــة 
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R عندئذ الشرطان الآتيان .

 متكافئان:
SMIوأن مودول2Dىو Mالمودول - 1 )(. 
 منتظمة. Sالحمقة – 2

 البرهـــــــــان.
(1)(2.) المودول لنفرض أنM 2ىوDوأن مودولSMI )(ليكن .Sf  ,

MIf)(عندئذ فإن  , ومنو فإن المودول الجزئي)( fmI حد مباشر فيM لما ,
 كان:

)()( fmIfKerM  
)(مودول نجد أن2Dىو Mوأن المودول fKer حد مباشر لممودولM وبحسب ,
Sf( نجد أن العنصر4-1المبرىنة )  ىو عنصر منتظم ومنو فإن الحمقةS 
 منتظمة.

(2)(1.) لنفرض أن الحمقةS .لنبرىن أولًا عمى أن منتظمةSMI )(.  واضح
SMIبحسب التعريف أن )(ليكن .Sf لما كانت الحمقة ,S عندئذ منتظمة ,
)(( فإن 4-1حسب المبرىنة ) fmI حد مباشر فيM ومنو نجد أن)(MIf  

MIS)(وبالتالي يكون  وىذا يبين أن ,SMI )(. 
 Mحداً مباشراً لممودول Aليكن مودول.2Dىو Mلنبرىن الآن عمى أن المودول

AMgولنفرض أن  : تشاكل مودولات غامر, عندئذ فإنSg ولما كانت ,
 Mحد مباشر لممودول gKer)(( فإن 4-1منتظمة, عندئذ حسب المبرىنة ) Sالحمقة

 M( نجد أن المودول 2-2ينشطر, وبحسب المبرىنة ) gوىذا يبين أن التشاكل
  مودول.2Dىو
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 .8-3مبرهنـــــــــــة 
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R عندئذ الشرطان الآتيان .

 متكافئان:
SMLوأن مودول2Cىو Mالمودول - 1 )(. 
 منتظمة. Sالحمقة – 2

 ــــــان.البرهـــ
(1)(2.) لنفرض أن المودولM 2ىوCوأن مودولSML )(ليكن .Sf  ,

MLf)(عندئذ حسب الفرض فإن ومنو فإن ,)( fKer مودولحد مباشر لمM 
AfKerMبحيث إن Mفي Aوبالتالي يوجد مودول جزئي  , ومنو نجد )(

)()(أن fmIfKerMA ولما كان ,A حداً مباشراً لممودولM  وأن
)(مودول, ينتج أن2Cىو Mولالمود fmI حد مباشر لممودولM أصبح لدينا .

)(كل من fmI و)( fKer حد مباشر لممودولM( 4-1, وحسب المبرىنة ) نجد أن
Sfالعنصر  منتظم وبالتالي تكون الحمقةS .منتظمة 

(2)(1.) لنفرض أن الحمقةS .لنبرىن أولًا عمى أن منتظمةSML )(.  واضح
SMLبحسب التعريف أن )(ليكن .Sf لما كانت الحمقة ,S  منتظمة, عندئذ
)(( فإن 4-1حسب المبرىنة ) fKer حد مباشر لممودولM  ومنو نجد

MLf)(أن  وبالتالي يكون)(MLS ن أن, وىذا يبيSML )(. 
 Mحداً مباشراً لممودول Bليكن مودول.2Cىو Mلنبرىن الآن عمى أن المودول

MBgولنفرض أن  : تشاكل مودولات متباين, ولنفرض أيضاً أنBM : 
MMgالتشاكل الإسقاطي الغامر, عندئذ فإن : تشاكل لممودولM أي ,

Sgإن ولما كانت الحمقة ,S ( نجد 4-1منتظمة, عندئذ حسب المبرىنة )
)(أن gmI اشر لممودولحد مبM:ولما كان , 

)()()()( gmIBgMggmI   
 gوىذا يبين أن التشاكل Mحد مباشر لممودول gmI)(نجد أن المودول الجزئي

  مودول.2Cىو M( نجد أن المودول2-3ينشطر, وبحسب المبرىنة )
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