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 هوكوهقرا المعمم للدوال الضبقبية المثلثية
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 الممخص

 
لدالة ضبابية  هوكوهارا المعممدراسة العلاقة بين مشتق  إلىهدف من هذا البحث ن

 .الكسريين الضبابيين شتااقمفهومي التكامل والا افة إلى، بالإضطول الدالة الضبابيةو 

الضبابية لمدوال بعرض بعض أنواع المشتاات الكسرية الضبابية  كما قمنا في هذا البحث

 .ودراستها المثمثية

 
 
 
 

 -تكامل ريمانلدالة الضبابية، فرق هوكوهارا المعمم، طول ادالة ضبابية،  8الكممات المفتاحية
 كاتاغامبولا الكسري الضبابي -الضبابي المعمم، مشتق كابوتوليوفيل الكسري 

                                                 
1
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 مقدمـةال

 عمــــ  حــــا ، و 8756ل مــــرم عــــام المعــــادلت التفا ــــمية ال ــــبابية  و فهــــومر مظهــــ
 المو ــــوعحيــــ  تــــم تطــــوير المفــــاهيم المتعمقــــة بهــــ ا  ،ينحثاالبــــ اهتمــــام عــــدد مــــن

ال ـــبابي  مشـــت عـــن ال ا  مـــو    ا  هـــ ا البحـــ  عر ـــ فـــي قـــدم. نهميـــة تطبيقاتـــ نظـــرا   
خــــــتلا  نظــــــرا  لو  ،ثلاثيــــــةالكســــــر  لدالــــــة  ــــــبابية ال ــــــبابي والمشــــــت  العــــــاد  

تـــم تعريــــ  عـــدم لنــــواع مـــن المشــــتقات  شــــتقا ال فــــي عمميـــة ة  المســـتخدموالفـــر 
ـــــــر   باســـــــتخدامالمشـــــــت  ال ـــــــبابي العـــــــاد  ، كالعاديـــــــة والكســـــــرية ال ـــــــبابية ف

ــــــارا  والمشــــــت   8761عــــــام Ralescuو Puriمــــــن  بــــــل والــــــ   عــــــر  هوكوه
ـــفـــر  هوكوهـــارا المعمـــم ال ـــبابي العـــاد  باســـتخدام  مـــن  بـــل مـــن  بـــل  رِ   والـــ   ع 

Bede  ـــــابوتو الكســـــر  باســـــتخدام مشـــــت  لـــــ بالإ ـــــافة إ ،3181عـــــام فـــــر   ك
 .3182فر  هوكوهارا المعمم عام  وباستخدام 3183هوكوهارا عام 

 .هد  البح 
المشتتق الضتبابي متن مرتبتة صحيحة و ة رتبلمشتق الضبابي من ما صيغة التعرف عمى

توضتتي  فضتتلاع عتتن  ،فتترق هوكوهتتارا المعمتتم باستتتاداملدالتتة ضتتبابية ثلاثيتتة وذلتتك كستترية 
بمشتتتااتها ذات المراتتتب الصتتحيحة والكستترية باستتتادام فتترق طتتول الدالتتة الضتتبابية  علاقتتة

تاتديم إثبتات جديتد لتبعض المبرهنتات ماتمتف كما يهدف هذا البحث إلى  هوكوهارا المعمم.
صتتتيغة مشتتتتق بالإضتتتافة إلتتتى توضتتتي  ، عتتتن متتتا تتتتم عرضتتتم فتتتي معظتتتم المراجتتت  العمميتتتة

 [.3،1ا ورد في المرجعين ]كاتاغامبولا الكسري الضبابي لم -كابوتو
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 8تعاري  ومبرهنات لساسية. 8

 .[7]. (8).تعري 
لنعتتتترف و ، Xمجموعتتتتة جزئيتتتتة متتتتن Aمجموعتتتتة غيتتتتر االيتتتتة ولنفتتتترض أن   Xلتتتتتكن

 بالشكل: Aالدالة
: [0,1]

( )

A

A

X

x x








 

نتتدعو ، و Xمجموعتتة جزئيتتة ضتتبابية متتن Aالمتتزودة بالدالتتة Aجموعتتةنتتدعو الم عندئتتذ
xإذا كتتتان، فتتتبدالتتتة العضتتتوية Aالدالتتتة X  الايمتتتةفإننتتتا نتتتدعو( )A x   بدرجتتتة انتمتتتا

 Xمتتن Aيتتتم التعبيتتر عتتن المجموعتتة الجزئيتتة الضتتبابية .Aإلتتى المجموعتتة xالعنصتتر
)بالشكل , )AA  بالشكل ، وأحياناع

A .للااتصار 

 .[7]. (3). تعري 
 يعرف. Xمن ضبابية مجموعة جزئية Aمجموعة غير االية ولنفرض أن   Xلتكن

 :أنم المجموعةب supp(A)بالرمزوالذي يرمز لم  Aحامل المجموعة الجزئية الضبابية
{ : ( ) 0}Asupp(A) x X x   

 .[2] .(1) .تعري 
 Xوأن   Xمن ضبابية مجموعة جزئية Aمجموعة غير االية ولنفرض أن   Xلتكن

0مجموعتتتة الاطتتت  متتتن المستتتتو  تعتتترف .فضتتتا ع طبولوجيتتتاع  1r   لممجموعتتتة الجزئيتتتة
بالرمزوالتي يرمز لها  Aالضبابية A r أنها المجموعةب: 

 
; ( ) 0

( ( )) 0

Ax X x r if r
A r

cl supp A if r

  
 


 

)إن   حيث ( ))cl supp A لصاقة حامل المجموعة الجزئية الضبابية يهA. 
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 .(8) .ملاحظة

ة اأن تكون المساو بالضرورة  ليس 0 ( ( ))A cl supp A X  صحيحة. 

 .8.مثال
Xلنفرض أن    R  أن  وA ة فيمجموعة جزئية ضبابيR :مزودة بدالة العضوية 

( ) : [0, 1]A x R 
:  حيث إن 

1 ; 1 2

( ) 3 ; 2 3

0 ; [1,3[

A

x x

x x x

x



  


   
 

 

:  عندئذ فإن 

  [ 1,3 ] 0 1A r r r if r     

نلاحظ أن  و  0 ]1,3[ [1,3]A  . 

 .[2] .(2) .تعري 
Xلنفرض أن    R  أن  وA مجموعة جزئية ضبابية فيR :مزودة بدالة العضوية 

: [0, 1]A  
 تشكل عدداع حاياياع ضبابياع إذا تحاات الشروط الآتية: Aناول إن  

i.  A r  0وذلك أياع كان 1r . 
ii.  A r  مجال مغمق منR 0وذلك أياع كان 1r . 

iii. المجموعة( ) { : ( ) 0}Asupp A x x   .محدودة 
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 .(3) .ملاحظة
 ن  داع حايايتتتاع ضتتتبابياع فتتتإعتتتد Aإذا كتتتان 1 2( ) ( ), ( )A r a r a r ونرمتتتز لمجموعتتتة ،

 .RFبالرمز الأعداد الحاياية الضبابية

تجتتتدر الإشتتتارة إلتتتى أنتتتم يوجتتتد نتتتوعين أساستتتيين متتتن الأعتتتداد الضتتتبابية الحايايتتتة وهمتتتا 
ى عمتتت هتتتذا البحتتتثسناتصتتتر فتتتي عتتتداد الضتتتبابية الرباعيتتتة. والأ مثمثيتتتةالأعتتتداد الضتتتبابية ال
 .لمدالة عميها RFوسنستادم الرمز مثمثيةالأعداد الضبابية ال

 .[2]. (3). تعري 
عتتدد نتتم إ Aعتتن العتتدد الحاياتتي الضتتبابيعتتدداع حايايتتاع ضتتبابياع، عندئتتذ ناتتول Aلتتيكن

اني لدالة العضويةإذا كان التمثيل البي ضبابي مثمثي
A :لم الشكل 

 

 
 

 :قاعدة الربط لها مثمثينلاحظ أن  دالة العضوية لعدد ضبابي 
0

( )

0

A

if x a

x a
if a x b

b a
x

x c
if b x c

b c

if x c







  
 

 
  

 
 

 

)الضبابي المثمثي بالشكل الحاياي نعبر عن العدد , , )A a b c نلاحظ أن  ، و: 
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( ) 1, ( ) 0, ( ) 0A A Ab a c     
)لمعدد الضبابي الثلاثي rمجموعة الاط  من المستو ما أ , , )A a b c  الشكل:تأاذ 

   [ ( ) , ( ) ]A r a b a r c b c r      

 .ال بابية الحقيقية عم  ا عداد الحسابية العمميات .8.8

A, ليكن B
R

F  لنفرض أن  وR  و:  أن 
       1 2 1 2( ), ( ) , ( ), ( )A r a r a r B r b r b r  

عتترف العمميتتات ت عمتتى الترتيتتب، عندئتتذ لكتتل منهمتتا rمجموعتتة الاطتت  متتن المستتتو هتتي 
 :بالشكل الآتي RFالحسابية عمى
A,الحاياين الضتبابيين ناتج مجموع العددينإن   .[4] لول . ال مع. B الحاياتي هتو العتدد 

Aالضبابي B والذي مجموعة الاط  من المستو ،r :لمُ هي 
       1 1 2 2( ) ( ) ( ), ( ) ( )A B r A r B r a r b r a r b r      

A,الحاياتتتين الضتتتبابيين نتتتاتج الفتتترق بتتتين العتتتددينإن   .[4] .ثانيـــا . الفـــر  B هتتتو العتتتدد 
Aالضبابي الحاياي B! والذي مجموعة الاط  من المستو ،r :لمُ هي 

       1 2 2 1( ) ( ) ( ), ( ) ( )A B r A r B r a r b r a r b r    ! 
عتتتدد بال Aالحاياتتتي الضتتتبابي نتتتاتج ضتتترب العتتتدد إن   .[4] .ثالثـــا . ال ـــر  بعـــدد حقيقـــي

.الضبابي الحاياي هو العدد الحاياي A والتذي مجموعتة الاطت  متن المستتو ،r  ُلتم
 هي:

     
 
 

1 2

2 1

( ), ( ) 0
. .

( ), ( ) 0

a r a r if
A r A r

a r a r if

  
 

  

 
 


 

A,الحاياتين الضتبابيين العتددينإن  ناتج جدا   .[4] .رابعا . ال داء B  الحاياتي هتو العتدد
Aالضبابي B والذي مجموعة الاط  من المستو ،r :لمُ هي 

         ( ) min , maxA B r A r B r P r P r     
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حيث  1 1 1 2 2 1 2 2{ ( ) ( ), ( ) ( ) , ( ) ( ), ( ) ( )}P r a r b r a r b r a r b r a r b r. 
الحاياتتي  عمتتى العتتدد Aالحاياتتي الضتتبابي نتتاتج قستتمة العتتددإن   .[4] .خامســا . القســمة

0حيتتتتث إن  ، Bالضتتتتبابي ( )supp B  الضتتتتبابيالحاياتتتتي هتتتتو العتتتتدد( / )A B  والتتتتذي
 هي: rمجموعة الاط  لم من المستو 

 
 
 

 1 2

2 1

1 1
( / ) ( ), ( ) . ,

( ) ( )

A r
A B r a r a r

B r b r b r

 
   

 
 

 .8.مثال
,(1,2,3)مثمثيتتتينالضتتتبابيين ال الحايايتتتين ينلتتتدينا العتتتدد لتتتيكن (3,4,5)A B  ،

عندئذٍ وحسب الصيغة   نجد مجموعة الاطت  متن المستتوr لكتل متن العتددين,A B 
 هي عمى الرتيب   [ 1 ,3 ] , [3 ,5 ]A r r r B r r r     . 

 Bو Aلكتتل متتن rت الستتاباة عمتتى مجمتتوعتي الاطتت  متتن المستتتو بتطبيتتق العمميتتا
 نحصل عمى:

-      ( ) [4 2 ,8 2 ]A B r A r B r r r     ، (4,6,8):ومنمA B . 
-      ( ) [ 4 2 , 2 ]A B r A r B r r r     !، ومنم:( 4, 2,0)A B   !. 
-     (4. ) 4. [4 4 , 12 4 ]A r A r r r    ،4):ومنم. ) (4,8,12)A . 
-      ( ) [(1 )(3 ),(3 )(5 ) ]A B r A r B r r r r r     . 

-  
 
 

( / ) [(1 ) (5 ) ,(3 ) (3 ) ]
A r

A B r r r r r
B r

     . 

 .(8). ملاحظة
A,ليكن  B

R
F :  عندئذ فإن 

) ن  إ -3 )A B و( / ); 0 ( )A B supp B نمثمثيتتا انضتتبابي ان حايايتتانعتتدد اليستت ،
يستا من الشكل ل لهما r  مستو مجموعتي الاط  من الوذلك لأن  . 
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2-( )A B B A !. 

1- ( 1). 0A A A A   !. 
 .الحال فوق  اع متجهي فضا ع  لا تشكلالأعداد الحاياية الضبابية  مجموعة ن  إ -4

 
 .[3،2] .(8. )تعري 
A, ليكن B

R
F ، إذا وجد عدد حاياتي ضتبابيC   يحاتق أنB A C ،  عندئتذ

A,الضتتتتتتتتتتبابيين فتتتتتتتتتترق هوكوهتتتتتتتتتتارا لمعتتتتتتتتتتددين الحايايتتتتتتتتتتينب Cنتتتتتتتتتتدعو B، لتتتتتتتتتتمرمتتتتتتتتتتز وي 
HBبالرمز A!. 

 
 .[8،3،2] (.3) .تعري 
A,ليكن B

R
F ، إذا وجد عدد حاياي ضبابيC،    يحاق أن: 

. . ( 1)i A B C or ii B A C     
A,بفتترق هوكوهتتارا المعمتتم لمعتتددين الحايايتتين الضتتبابيين Cعندئتتذ نتتدعو B،  ويرمتتز لتتم

gHAبالرمز  B!. 
 

iنكتتتتتب  iفتتتتي الحالتتتتة  gHC A B iiنكتتتتتب   iiوفتتتتي الحالتتتتة  ! gHC A B ! .
ذا كتتانو  1ا  2 3 1 2 3( , , ), ( , , )A a a a B b b b  عندئتتذٍ نمثمثيتتان اضتتبابي انحايايتت انعتتدد ،
A,فرق هوكوهارا المعمم لمعددين إن  ف B هتو عتدد حاياتي ضتبابي مثمثتي لتم موجود دومتاع، و

 :الشكل
1 1 2 2 3 3 1 1 3 3

3 3 2 2 1 1 1 1 3 3

. ( , , )

. ( , , )

i C a b a b a b if a b a b

ii C a b a b a b if a b a b
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 [.8(. ]8مبرهنة. )

,لتكن ,M N K
R

Fعندئذ الاضايا الآتية صحيحة ، 

gHMإذا وُجد  -3 N!فهو وحيد ،. 

2- 0gHM M !. 

iيكون  -1 gHM N!  موجوداع عندما وفاط عندما يكونii gHM N! .موجوداع 

4-   gHM N N M !. 

gHMإذا كان -5 N! وgHN M! :  موجودان، فإن 

 0 gH gH gHM N N M! ! ! 

6- gH gHM N N M K ! Kإذا وفاط إذا كان ! K  وM N. 
 

 .ال بابية الدوال. 3.8

 .[8] .(8) .تعري 
 معرفة بالشكل: xتسمى كل دالة 

:

( )

x

t x t





RF 

 ضبابية. حاياية قيمها أعدادمجموعة دالة 
دالة مجموعة قيمها إعداد حاياية ضتبابية عندئتذ فتإن  مجموعتة الاطت  متن  xإذا كانت 

تأاذ الشكل:  هال rالمستو  1 2( , ) ( , ), ( , )x t r x t r x t r. 
 

 مجموعتتة مصتتطم  الدالتتة الضتتبابية لإشتتارة إلتتى الدالتتة التتتي هتتذا الورقتتةستتتادم فتتي سن
 ضبابية وذلك للااتصار. حاياية قيمها أعداد
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 .[8،3] .(3تعري . )
) لتكن )x t معرفتة عمتى المجتال  دالة ضتبابية] , [a b،  0 لنفترض أن  و ] , [t a b   وأن

h 0يحاتتتتتق أن   اع موجبتتتتت اع حايايتتتتت اع عتتتتتدد ] , [t h a b . 0إذا كتتتتتان 0( ) ( )gHx t h x t ! 
بتتالرمز والتتذي يرمتتز لتتم  0t عنتتد x مدالتتة الضتتبابيةهوكوهتتارا المعمتتم ل فتتإن مشتتتقموجتتوداع، 

0( )gHx t عطى بالصيغة:ي 

0 0 0
0

0 0

( ) ( ) ( )
( ) l im : l im

gH h
gH

h h

x t h x t x t
x t

h h 

 
  

! 

 .(8) .ملاحظة
لتكن x t  معرفة عمى المجال دالة ضبابية] , [a b :عندئذ 

0إذا كان  -3 ] , [t a b  0وكان( )gHx t   0موجوداع فإن( )gHx t  RF. 
[عنتد كتل  اع موجود xإذا كان مشتق هوكوهارا المعمم لمدالة الضبابية  -2 , [t a b  فإننتا

 ندعو الدالة:
: ] , [

( )

gH

gH

x a b

t x t

 



RF
 

 .xشتق هوكوهارا المعمم لمدالة الضبابية بم
iأو  iبمتتتا فتتترق هوكوهتتتارا المعمتتتم يممتتتك إحتتتد  الصتتتيغتين  -1 i  فتتتإن  مشتتتتق هوكوهتتتارا

)بالشتتتتتتتتكل  المعمتتتتتتتتم يرمتتتتتتتتز لتتتتتتتتم )i gHx t
  أو( )i i gHx t

  حستتتتتتتتب الصتتتتتتتتيغة بالترتيتتتتتتتتب
 المستادمة.

مدالة الضبابية ل rمجموعة الاط  من المستو  أن  لنفرض  -4 x t هي: 
 1 2( , ) ( , ) , ( , )x t r x t r x t r 

)لممشتق  rعندئذٍ فإن مجموعة الاط  من المستو  )gHx t :تأاذ أحد الشكمين 
 ا ول. 1 2( , ) ( , ) , ( , )i gHx t r x t r x t r

  . 
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 الثاني. 2 1( , ) ( , ) , ( , )i i gHx t r x t r x t r
  . 

1ن  حيتتتث إ 2( , ) , ( , )x t r x t r  ن لممفاضتتتمة بالنستتتبة إلتتتىدالتتتتان حايايتتتتان قابمتتتتاt ، هنتتتا و
) :نلاحظ أن   ) ( 1) ( )i gH H ii gHx t x t 

  !. 
 .[8] (.1تعري  )

لتتتتتتتتتتتتتتتتتتتكن x t معرفتتتتتتتتتتتتتتتتتتتة عمتتتتتتتتتتتتتتتتتتتى  دالتتتتتتتتتتتتتتتتتتتة ضتتتتتتتتتتتتتتتتتتتبابيةD   ولنفتتتتتتتتتتتتتتتتتتترض أن
 1 2( , ) ( , ) , ( , )x t r x t r x t r مجموعتتتة الاطتتت  متتتن المستتتتو هتتتيr طتتتول إن  ، لهتتتا

)ضبابيةالدالة ال )x t الحاياية الدالة هو ( )l x والتي تعطى وفق قاعدة الربط: 

2 1( )( , ) ( , ) ( , )l x t r x t r x t r  
 

tعدداع حاياياع موجباع يحاتق أن   h إذا كان h D   وذلتك لأجتل كتلt D عندئتذ ،
)الضبابيةالدالة  عنناول  )x t :إنها 
) إذا كان: متزايد طول ذات - )( , ) ( )( , );l x t h r l x t r t D   . 
) طول متناقص إذا كان: ذات - )( , ) ( )( , );l x t h r l x t r t D   . 
 طول متزايد أو متناقص. ذاتطرد إذا كانت ضمذات طول  -

 

 .[8،6] (.8مبرهنة. )

A,ليكن B RFتكون الاضايا الآتية صحيحة ، عندئذ: 
   

     

     

( ) ( 1)

( )

( ) gH

a l A l A

b l A B l A l B

c l A B l A l B

 

  

 !
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 .[8،1] (.2) .تعري 
)لتتتتتكن )x t  معرفتتتتة عمتتتتى المجتتتتالدالتتتتة ضتتتتبابية 0,t T 0وبفتتتترض أنp  يُعتتتترف ،

0المرتبتتتتة و  pمتتتتن النتتتتوع  ليوفيتتتتل الكستتتتري الضتتتتبابي المعمتتتتم -تكامتتتتل ريمتتتتان 1  
 بالشكل:

 
0

1
1, 1( ) ( )

( )

tp p p p

t

p
x t s t s x s ds







 

 RLI 

 بالشكل: rويُعرف بصيغة مجموعة الاط  من المستو 
, , ,

1 2( , ) ( , ) , ( , )p p px t r x t r x t r     RL RL RLI I I 
: حيث  إن 

 

 

0

0

1
1, 1

1 1

1
1, 1

2 2

( , ) ( , )
( )

( , ) ( , )
( )

tp p p p

t

tp p p p

t

p
x t r s t s x s r ds

p
x t r s t s x s r ds

















 


 






RL

RL

I

I

 

 .[8](. 3مبرهنة. )
)دالتتتتتتتتتتتتتتتين ضتتتتتتتتتتتتتتبابيتين متتتتتتتتتتتتتتن أجتتتتتتتتتتتتتتل أي ), ( )x t y t  ومتتتتتتتتتتتتتتن أجتتتتتتتتتتتتتتل أي متتتتتتتتتتتتتترتبتين

كسريتين , 0,1  ، تكون الاضيتان الآتيتان صحيحتين: 
, , ,1 ( )( ) ( ) ( ).p p px y t x t y t     RL RL RLI I I 
   , ,2 ( , ) ( ) , .p pl x t r l x t r  RL RLI I  

 .[8،1] .(3تعري  )
)لتتتتتكن )x t  عمتتتتى معرفتتتتةدالتتتتة ضتتتتبابية 0,t T 0وبفتتتترض أنp  يُعتتتترف مشتتتتتق ،
 pمتتن النتتوع  فتترق هوكوهتتارا المعمتتم م باستتتادامليوفيتتل الكستتري الضتتبابي المعمتت -ريمتتان

0المرتبة و  1  بالشكل: 
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    1 ,, 1
0( ) ( ) ; , , 0 1

gH

pp p

gH
x t t x t t t T

  
   RL RLD I 

: حيث  إن 
   

  
   

0

1 , 1

1 , 1 ,

1 ,

0

( ) ( )
(1 )

( ) ( )
( ) l im

tp p p p

t

p p
gHp

gH h

p
x t s t s x s ds

x t h x t
x t

h




 




 

 





 
 




RL

RL RL

RL

!

I

I I
I

 

 حالتين:النميز هنا و 
 

  باستادام فرق هوكوهارا من النوع الأول شتااقفي حالة الا i gH:يكون ، 
 

  
   

    

1 , 1 ,
1 ,

0

1 ,, 1
0

( ) ( )
( ) l im

( ) ( ) ; , , 0 1
gH

p p
p H

i gH h

pp p

i gH

x t h x t
x t

h

x t t x t t t T

 


 

 


 









   

RL RL
RL

RL RL

!I I
I

D I

 

 

 لممشتق في هذا الحالة هي: rومجموعة الاط  من المستو 
 

, , ,
1 2( , ) ( , ), ( , )

i gH

p p px t r x t r x t r  


   RL RLRLD D D 

 
  باستادام فرق هوكوهارا من النوع الثاني شتااقفي حالة الا i i gH:يكون ، 

  
   

    

1 , 1 ,
1 ,

0

1 ,, 1
0

( ) ( )
( ) l im

( ) ( ) ; , , 0 1
gH

p p
p H

ii gH h

pp p

i i gH

x t x t h
x t

h

x t t x t t t T

 


 

 


 









   

RL RL
RL

RL RL

!I I
I

D I

 

 لممشتق في هذا الحالة هي: rومجموعة الاط  من المستو 
, , ,

2 1( , ) ( , ), ( , )
i i gH

p p px t r x t r x t r  


   RL RLRLD D D 
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 .[8،1] .(1) مبرهنة.
)ن لتك )x t 0جلدالة ضبابية، عندئذ لأ 1  0وp  ،:  فإن 

 , , ( ) ( )
gH

p p x t x t  RL RLD I 

 .[8،1] (.4تعري  )
)لتتتكن )x t   المشتتتق دالتتة ضتتبابية وبفتترض أن, ( )

gH

p x t
RLD  الفتتترةموجتتود فتتي 0,t T 

0pحيتتتتتتث إن    0و 1  عندئتتتتتتذ يُعتتتتتترف مشتتتتتتتق كتتتتتتابوتو كاتاغتتتتتتامبولا الكستتتتتتري ،
 الضبابي بالشكل:

 , ,
0( ) ( ) ( )

gH gH

p p
gHx t x t x t CK RL !D D 

 [.8(. ]7تعري  )
)لتتتتكن لتتتدينا )x t دالتتتة ضتتتبابية و 1 2( , ) ( , ), ( , )x t r x t r x t r  مجموعتتتة الاطتتت  لهتتتا
). ناتتتتتتول عتتتتتتن الدالتتتتتتةrمتتتتتتن المستتتتتتتو  )x t  أنهتتتتتتا مستتتتتتتمرة مطماتتتتتتاع إذا كانتتتتتتت كتتتتتتل متتتتتتن

1الدالتين 2( , ), ( , )x t r x t r .مستمرتين مطمااع 
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 . النتائج ومنا شتها38

ج التتتي توصتتمنا إليهتتا، فضتتلاع عتتن إعتتادة إثبتتات بعتتض فتتي هتتذا الفاتترة نعتترض أهتتم النتتتائ
راجتتت  العمميتتتة، والبدايتتتة متتت  مالمبرهنتتتات بطرياتتتة ماتمفتتتة عتتتن الطرياتتتة التتتتي وردت فتتتي ال

 المبرهنة الآتية والتي نادم إثباتها بطرياة ماتمفة عن طرياة إثباتها في المراج  العممية.

 .[4،6] (.8) .مبرهنة
إذا كانتتتتتتتتت 1 2 3( ) ( ), ( ), ( )x t z t z t z t مجموعتتتتتتتتة قيمهتتتتتتتتا أعتتتتتتتتداداع  دالتتتتتتتتة ضتتتتتتتتبابية

ضبابية مثمثية ومعرفة عمى المجال  حاياية ع ,a b  ، ٍالاضايا الآتية صحيحة عندئذ: 
)إذا كانتتتتتتتتت -3 )x t بمفهتتتتتتتتوم فتتتتتتتترق هوكوهتتتتتتتتارا المعمتتتتتتتتم متتتتتتتتن النتتتتتتتتوع  شتتتتتتتتتااققابمتتتتتتتتة للا

)الأول )i gH من أجل ,t a b عندئذٍ يكون: 
 1 2 3( ) ( ), ( ), ( )i gHx t z t z t z t

    
)إذا كانتتتتتتتتت -2 )x t بمفهتتتتتتتتوم فتتتتتتتترق هوكوهتتتتتتتتارا المعمتتتتتتتتم متتتتتتتتن النتتتتتتتتوع  شتتتتتتتتتااققابمتتتتتتتتة للا

)الثاني )i i gH من أجل ,t a b عندئذٍ يكون: 
 3 2 1( ) ( ), ( ), ( )i i gHx t z t z t z t

    
 البرهان.
 صحة الحالة الثانية8 نثبتبداية 
)بمتا أن )x t بمفهتتوم فتترق هوكوهتارا المعمتتم متتن النتتوع الثتتاني شتتتااققابمتتة للا( )i i gH 

متتتتتن أجتتتتتل ,t a b وبتتتتتالفرض لتتتتتدينا 1 2 3( ) ( ), ( ), ( )x t z t z t z t شتتتتتتق وبمتتتتتا أن م
 :هوكوهارا المعمم يُعرف بالشكل

0

( ) ( )
( ) l im

gH

gH
h

x t h x t
x t

h


 

! 

ومتتتن أجتتتل هتتتذا الحالتتتتة يكتتتون 2 1( , ) ( , ) , ( , )i i gHx t r x t r x t r
    ولكتتتن مجموعتتتتة

 :تُعطى بالشكل فروضةلمدالة الم rالاط  من المستو 
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1 2 1 3 2 3

1 2 3 2

( , ) [ ( ) ( ( ) ( )) , ( ) ( ( ) ( )) ]

( )(1 ) ( ) , ( )(1 ) ( )

x t r z t z t z t r z t z t z t r

z t r r z t z t r r z t

    

    
 

 
 وبالتالي:

1 1 2 2 3 2( , ) ( )(1 ) ( ) , ( , ) ( )(1 ) ( )x t r z t r r z t x t r z t r r z t      
:  ومنم فإن 

1 1 2 2 3 2( , ) ( )(1 ) ( ) , ( , ) ( )(1 ) ( )x t r z t r r z t x t r z t r r z t           
: وبالتعويض في العلاقة لمجموعة قط    المشتق من النوع الثاني نجد أن 

 

 

2 1

3 2 1 2

( , ) ( , ) , ( , )

( ) (1 ) ( ), ( ) (1 ) ( )

i i gHx t r x t r x t r

z t r r z t z t r r z t


  

       
 

وبماارنتتة النتتاتج الأايتتر متت  العلاقتتة    نجتتد أن
3 2 1( ) , ( ) , ( )z t a z t b z t c      ومتتن

ثم يكون 3 2 1( ) ( ), ( ), ( )x x z t z t z t   . 
 

 
 8بتطبي  العلا ةن إل  إثبات الحالة ا ول  و ل  ننتقل الآ

( ) ( 1) ( )i gH H ii gHx t x t 
  ! 

: والتي  ينتج عنها أن 
 

 

 

3 2 1

1 2 3

1 2 3

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ), ( ), ( )

( ), ( ), ( )

( ), ( ), ( )

i gH H ii gH H

H

x t x t z t z t z t

z t z t z t

z t z t z t

 
       

     

  

!

! !
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 (.3مبرهنة. )
)لتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتكن  )x t معرفتتتتتتتتتتتتتتتتتتتة عمتتتتتتتتتتتتتتتتتتتى  دالتتتتتتتتتتتتتتتتتتتة ضتتتتتتتتتتتتتتتتتتتبابيةD   ولنفتتتتتتتتتتتتتتتتتتترض أن

 1 2( , ) ( , ) , ( , )x t r x t r x t r هي مجموعتة الاطت  متن المستتوr ،تكتون عندئتذ  لهتا
الدالتتتتة الضتتتتبابية x t تفاضتتتتمية متتتتن النتتتتوع i gH  طتتتتول  كانتتتتت ذاتوفاتتتتط إذا إذا

متزايد وتفاضمية من النوع i i gH متناقص. طول ذاتكانت  وفاط إذا إذا 
 البرهان.

) في حال كانت )x t :ذات طول متزايد، عندئذ 
( )( , ) ( )( , );l x t h r l x t r t Dand t h D      

2 1 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )x t r x t r x t h r x t h r      

1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )x t h r x t r x t h r x t r      
1 1 2 2

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
lim lim
h h

x t h r x t r x t h r x t r

h h 

   
  

1 2( , ) ( , )x t r x t r   
:  وهذا يبين أن 

 1 2( , ) ( , ) , ( , )i gHx t r x t r x t r
   

)في حال كانت  )x t باتباع نفس الاطوات الساباة نجد أن   ذات طول متناقص، عندئذ: 
 2 1( , ) ( , ) , ( , )i i gHx t r x t r x t r

   

 (.1مبرهنة. )
)لتتتتكن )x t  دالتتتة ضتتتبابية معرفتتتة عمتتتىD الدالتتتة الضتتتبابية، عندئتتتذ( )x t ذات 

إذا وفاتط إذا كتان  طول متزايتد ( )( , ) 0
d

l x t r
dt

  إذا وفاتط إذا طتول متنتاقص وذات

كان ( )( , ) 0
d

l x t r
dt

. 
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 البرهان.
)لنفرض أن  الدالة الضبابية )x t يكونعندئذ  ذات طول متزايد: 

( )( , ) ( )( , );l x t h r l x t r t Dand t h D      

 

0

( )( , ) ( )( , ) 0

( )( , ) ( )( , )
l im 0

( )( , ) 0

h

l x t h r l x t r

l x t h r l x t r

h

d
l x t r

dt



   

 
 

 

 

)إذا كانتت الدالتتة الضتتبابية )x t  ذات طتتول متنتتاقص عندئتذ باتبتتاع نفتتس الاطتتوات الستتاباة

 نجد أن   ( )( , ) 0
d

l x t r
dt

. 

كتفستتتير لاستتتتادامها متتتن قبتتتل أغمتتتب  تجتتتدر الاشتتتارة إلتتتى أنتتتم تتتتم إثبتتتات هتتتذا المبرهنتتتة
 اشتتااقمتنتاقص عتن طريتق  طتول متزايتد أو ذاتدالتة الضتبابية الالباحثين لمتحاق متن أن 

 .بدون ملاحظتنا لوجود إثبات لها دالة الطول
 
 .[8] (.8) .ملاحظة 

عمتى  اع متزايتد طتولاع  ان ليوفيتل الكستري الضتبابي المعمتممن الممكن أن يممتك تكامتل ريمت
متتتن المجتتتال  عمتتتى مجتتتالات جزئيتتتة ااتتتر  اع مجتتتالات جزئيتتتة متتتن المجتتتال الكمتتتي ومتناقصتتت

ن كانتتت الدالتتة )الكمتتي، حتتتى وا  )x t  تممتتك طتتتول متنتتاقص أو متزايتتد عمتتى كامتتل المجتتتال
 الكمي.
 .8.مثال

1pمن أجل  1و 2  والدالة الضبابية : 0,1x 
R

F المُعرفة بالشكل 

   ( ) 1,0,1 ; 0,1x t t t t    

 :لدينا
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( )( , ) 2 ( 1)l x t r t r  
 :وبالتالي فإن

 
1

( )( , ) 0 ; 0,1
d r

l x t r r
dt t


   

)أي أن الدالة )x t تممك طول متناقص، أيضاع ومن أجل 0,1t :لدينا 

 
 

1 11,1
2 2

0

1 1
( ) ( ) 2 ,0,2

2 21 2
x t t s x s ds t t t t

 



 
       

RL
I

 ويكون: 
1

,1
2

2( 1)
( , ) 2

2

r
l x t r t t





   
   

  
RL

I 

 نجد:ومنم 
1

,1
2

2( 1) 1
( , )

2

d r
l x t r

dt t





    
      

   
RL

I 

:  ونلاحظ أن 
2 20 ; 4 ,1 0 ; 0,4t and t           

ن  أي إ
1

,1
2 ( )x t
RL

I  المجتتتالعمتتتى  اع متزايتتتد يممتتتك طتتتولاع  20,4    عمتتتى  اع متناقصتتت وطتتتولاع
24المجال ,1  . 
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 .[8،1] (.2مبرهنة )
)لتكن )x t  بمفهتوم هوكوهتارا  شتتااقمستمرة مطماتاع وقابمتة للاولنفرض أنها دالة ضبابية

0المعمم من النوع الأول أو من النوع الثاني، و 1 :عندئذ فإن 

   

 

0

,
0 0

0 0 (1 ), 1

( ) ( ) ( )
(1 )

( )
( )

(1 )

gH

tp p p p p
gH

t

p p

p p

p
x t t t x t t s x s ds

p t t x t d
s x t

ds


 









 



 

    
    

  
      

RL

RL

D

I

إن   حيث 0,t t T   ن )وا  )gH

d
x x s

ds
. 

 البرهان.
ان لمشتتق ريمت rالعلاقة عن طريق مجموعتة الاطت  متن المستتو  صحة سناوم بإثبات

 ليوفيل الكسري الضبابي المعمم.
)في حال كانت الدالة .لول   )x t باستادام فترق هوكوهتارا المعمتم متن النتوع  شتااققابمة للا

الأول i gH  يكون لديناعندئذ: 

       

,

, ,
1 2

1 , 1 ,1 1
1 2

( , )

( , ) , ( , )

( , ) , ( , ) 1

i gH

p

p p

p pp p

x t r

x t r x t r

d d
t x t r t x t r

dt dt



 

 



  

   

 

  

RL RL

RL RL

RLD

D D

I I

 

 :لكن
    

0

1 , 1
1 1( , ) ( , )

(1 )

tp p p p

t

d d p
x t r s t s x s r ds

dt dt






  
    

RLI 

 زئة فنحصل عمى:بالتج نكامل 
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 0

1 ,
1

1

1 0
11

0

( , )

( , )
( , )

(1 ) 11

p

p p
t

tp p

d
x t r

dt

t sp d x t r d
x s r ds

dt dspp t t






 







 
  

     


RLI

 

 
 

 0

1

1
1 0 0 1( , ) ( , )

(1 ) 1

p p
tp p p

t

t sp d d
x t r t t t x s r ds

dt dsp






 




 
   

   
 



 ى:تكامل حدودا تابعة لوسيط نحصل عم اشتااقوبتطبيق دستور 
  

   

   

   

0

0

1 ,
1

1 1
1 0 0 1

1
1 1

1 0 0 1

1 0 0 1 ,1 1
1

( , )

( , ) ( , )
(1 )

( , ) ( , )
(1 )

( , )

(1 )

p

tp p p p p p

t

p
tp p p p p p

t

p p

pp p

d
x t r

dt

p d
t x t r t t t t s x s r ds

ds

p t d
x t r t t s t s s x s r ds

ds

p x t r t t d
t s x

ds




 


 












  


  



 

 
       

 
       

  
    





RL

RL

I

I ( , )t r
 
 
 
 

 :وبالمثل يكون
  

   

1 ,
2

2 0 0 1 ,1 1
2

( , )

( , )
( , )

(1 )

p

p p

pp p

d
x t r

dt

p x t r t t d
t s x t r

ds












 
         
 

RL

RL

I

I

 

وبالتعويض في العلاقة 1 :نحصل عمى 
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,

1 , 1 ,1 1
1 2

1 0 0 1 , 1
1

2 0 0 1 , 1
2

( , )

( , ) , ( , )

( , )
( , ) ,

(1 )

( , )
( , )

(1 )

i gH

p

p pp p

p p

p p

p p

p p

x t r

d d
t x t r t x t r

dt dt

p x t r t t d
s x t r

ds

p x t r t t d
s x t r

ds



 














  



 



 

 

  

          
  

  
       

RL RL

RL

RL

RLD

I I

I

I

 

 

 
 

 وبالتالي:

   

   

1 0 0 2 0 0,

1 , 1 ,1 1
1 2

( , ) ( , )
( , ) ,

(1 ) (1 )

( , ), ( , )

i gH

p p p p

p

p pp p

p x t r t t p x t r t t
x t r

d d
s x t r s x t r

ds ds

  



 

 

 

  

  
 

    
 

    
         

RL RL

RLD

I I

 

 
)وفتتي حتتال كانتتت الدالتتة )x t  قابمتتة للاشتتتااق باستتتادام فتترق هوكوهتتارا المعمتتم متتن النتتوع

الثاني i i gH سبق: يكون لدينا باتباع اطوات مماثمة لما 
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1 , 1 ,, 1 1
2 1

2 0 0 1 , 1
2

1 0 0 1 , 1
1

2 0

( , ) ( , ) , ( , ) 2

( , )
( , ) ,

(1 )

( , )
( , )

(1 )

(

i i gH

p pp p p

p p

p p

p p

p p

d d
x t r t x t r t x t r

dt dt

p x t r t t d
s x t r

ds

p x t r t t d
s x t r

ds

p x t

 















  



 



 

 

  

          
  

  
       



RL RL

RL

RL

RLD I I

I

I

   

   

0 1 0 0

1 , 1 ,1 1
2 1

, ) ( , )
,

(1 ) (1 )

( , ) , ( , )

p p p p

p pp p

r t t p x t r t t

d d
s x t r s x t r

ds ds

 

 

 

 

  

  
 

    
 

    
         

RL RLI I

 

من 1 و 2 :وبالعودة لمشكل الضبابي ينتج أن 

   

 

0

,
0 0

0 0 (1 ), 1

( ) ( ) ( )
(1 )

( )
( )

(1 )

gH

tp p p p p
gH

t

p p

p p

p
x t t t x t t s x s ds

p t t x t d
s x t

ds


 









 



 

    
    

  
      

RL

RL

D

I

 

فتتي إثبتتات استتتادامها متتن قبتتل البتتاحثين  بعتتد ملاحظتنتتاقمنتتا بتاتتديم إثبتتات هتتذا المبرهنتتة  
وجتود [ دون 3،1،5ي المراجت  ]صيغة مشتتق كتابوتو كاتاغتامبولا الكستري الضتبابي كمتا فت

 بات صري  عميها في المراج .إث
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 .[8،1] (.3) .مبرهنة
)لتكن )x t  عندئذ فإن:مطرد، طول  ذاتو دالة ضبابية ولنفرض أنها مستمرة مطمااع 

   
0

, (1 ) , 1

0

( ) ( )

( ) ; , , 0 1
(1 )

gH gH

p p p

t p p
gH

t

d
x t s x t

ds

p
t s x s ds t t T

 







 



 
  
 

    
  

CK RLD I

 
 البرهان.

 كاتاغامبولا الكسري الضبابي لدينا:-حسب تعريف مشتق كابوتو
 

 

, , , ,
0 0

0,
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
(1 )

gH gH gH gH
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p p p p
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p p
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x t x t x t x t x t

t t p
x t x t

   

 







 




 

CK RL RL RL
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D D D D

D
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 :لدينامن هذا الفارة   4مبرهنة  حسب و 

 0 0, (1 ), 1
( )

( ) ( )
(1 )gH gH

p p

p p p
p t t x t d

x t s x t
ds



 





 
  

      
RL RLD I 

 :فنجد أن  

 

 

0 0, (1 ) , 1

0

0

( )
( ) ( )

(1 )

( )
(1 )

gH gH

p p

p p p

p p

gH

p t t x t d
x t s x t

ds

t t p
x t



 

 







 



  
      



 

CK RL

!

D I

 

 وبالتالي:
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0 0, (1 ) , 1

0

0

( )
( ) ( )

(1 )

( )
(1 )

gH gH

p p

p p p

p p

gH

p t t x td
x t s x t

ds

t t p
x t



 

 







 



 
     



 

CK RL

!

D I

 

 
 

: 3.3من الفارة   3من مبرهنة.   2وحسب   نجد أن 
, (1 ), 1 (1 ), 1( ) ( ) 0 ( )

gH gH gH

p p p p pd d
x t s x t s x t

ds ds
        

     
   

CK RL RLD I I 

صحة هذا المبرهنة بطرياة أوض  مما هتي متذكورة فتي تم  إثبات تجدر الإشارة إلى أنم قد 
 .المراج  العممية التي قمنا بالاطلاع عميها

 

 
 (.4. )مبرهنة

إذا كانت 1 2 3( ) ( ), ( ), ( )x t z t z t z t معرفة عمى  دالة ضبابية ,a b قيمها أعتداد 

 :الاضايا الآتية صحيحة ضبابية مثمثية، عندئذٍ  حاياية

)كانتتتتتتتتت إذا -3 )x t بمفهتتتتتتتتوم فتتتتتتتترق هوكوهتتتتتتتتارا المعمتتتتتتتتم متتتتتتتتن النتتتتتتتتوع  شتتتتتتتتتااققابمتتتتتتتتة للا

)الأول )i gH وذلك لأجل كل ,t a b عندئذٍ يكون: 

 , , , ,

1 2 3( ) ( ), ( ), ( )
gH

p p p px t z t z t z t   
CK CK CK CK

D D D D 

)إذا كانتتتتتتتتت -2 )x t ق هوكوهتتتتتتتتارا المعمتتتتتتتتم متتتتتتتتن النتتتتتتتتوع بمفهتتتتتتتتوم فتتتتتتتتر  شتتتتتتتتتااققابمتتتتتتتتة للا

)الثاني )i i gH وذلك لأجل كل ,t a b :عندئذٍ يكون 
 , , , ,

3 2 1( ) ( ), ( ), ( )
gH

p p p px t z t z t z t   
CK CK CK CK

D D D D 
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 الثبات8
 :نجد أن   (3مبرهنة. )حسب 
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, ( ) ( ) ; 0 1
(1 )gH

tp p p
gH

t

p
x t t s x s ds


 




   

  CKD 

)فتتتتتتي حتتتتتتال كانتتتتتتت )x s فهتتتتتتوم فتتتتتترق هوكوهتتتتتتارا المعمتتتتتتم متتتتتتن النتتتتتتوع بم شتتتتتتتااققابمتتتتتتة للا
)الأول )i gH من أجل ,t a b :عندئذٍ بنا ع عمى مبرهنة ساباة يكون 

 1 2 3( ) ( ), ( ), ( )i gHx s z s z s z s
    

 وبالتعويض في العلاقة الساباة نجد:
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 ومنم:
 , , , ,

1 2 3( ) ( ), ( ), ( )
gH

p p p px t z t z t z t   CK CK CK CKD D D D 

)وفتتتتتي حتتتتتال كانتتتتتت )x s بمفهتتتتتوم فتتتتترق هوكوهتتتتتارا المعمتتتتتم متتتتتن النتتتتتوع  شتتتتتتااققابمتتتتتة للا
)الثاني )i i gH من أجل ,t a b :عندئذٍ بنا ع عمى مبرهنة ساباة يكون 

 3 2 1( ) ( ), ( ), ( )i gHx s z s z s z s
    

 ض في العلاقة الساباة نجد:وبالتعوي
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 ومنم:
 , , , ,

3 2 1( ) ( ), ( ), ( )
gH

p p p px t z t z t z t   CK CK CK CKD D D D 

 .(3) .ملاحظة
1p  عنتتتدما  جتتتل مشتتتتق كتتتابوتو الكستتتري الضتتتبابيتتتتم إثبتتتات هتتتذا المبرهنتتتة لأ   فتتتي

 [.6في المرج  ] وذلك    صيغة مشتق كابوتو كاتاغامبولا
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