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في المــــــودول  جـــديـــــــــدةة ــــــزئيــــى جــــــــبن
 يــــــائــــالثنــــ

 2معن خميف        1حمزة حاكمي

 مخصــــــــــــــــالم
في تحديد طبيعة المودول وأيضاً في تحديد  مودولات الجزئية لمودول ما، دور ميملما كان لم

لأجل ذلك، في ىذه المقالة عرفنا مجموعات جزئية مودول. طبيعة حمقة الإندومورفيزمات ليذا ال
]جديدة في المودول الثنائي , ]M Nحيث ،NM  ، وىي:Rن فوق حمقةمودولا ,

],[,],[,],[,],[ NMNMNMNM NMNM  
 

]من المودول وقد أثبتنا أن ىذه المجموعات الجزئية تشكل مودولات جزئية , ]M N ودرسنا .
]علاقتيا بكل من  , ]J M N وTot[ , ]M N . 

 فإن: Nوقد تبين لنا أنو لأجل المودول نصف الإسقاطي وشبو الجامد
],[],[Tot NMNM N 

 فإن: Mوشبو الجامد الإسقاطي. وأنو لأجل المودول نصف Mوذلك لأجل أي مودول آخر
],[],[Tot NMNM M 

نصف Nىو Mأنو إذا كان المودولفضلًا عن ذلك، تبين لنا . Nوذلك لأجل أي مودول آخر
 ن:فقي، فإن الشرطين الآتيين متكافئاأ

],[لأجل كل عنصر – 1 NM بحيث],[ NMM فإن المودول الجزئي)(Ker 
MKمحتوى في حد مباشر  لممودولM. 

]المودول - 2 , ]M N شبو جامد وأن],[],[ NMNMJ M . 
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Abstract 

 

When the submodules of some module, have an important 

role in certain the kind of the module, also in certain the kind of it's 

endomorphism ring. For that in this paper, we introduced new 

subsets of bi-module ],[ NM , where NM ,  are modules over a ring 

R , this subsets are: 
 

],[,],[,],[,],[ NMNMNMNM NMNM   
 

We proved that, this subsets are submodules of the module 

],[ NM  and we study it's relation with ],[ NMJ  and ],[Tot NM . 
 

It is obvious that if N  is semi-projective and semi-potent 

module, then: 

],[],[Tot NMNM N  

Also, it is obvious that if M  is semi-projective and semi-

potent module, then: 

],[],[Tot NMNM M  

In addition, if M  is N semi-injective module, then the 

following conditions are equivalent: 

1 – For every ],[ NM  such that ],[ NMM , the submodule 

)(Ker  is contained in a direct summand MK   of  M . 

2 – The bi-module ],[ NM  is semi-potent and 

],[],[Tot NMNM M . 

Key words: Bi-modules, Semi-potent bi-module, Radical of 

Module, Semi-projective (semi-injective) module. 
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 .المقدمـــــــــــة - 1
 

تمعب المودولات الجزئية لمودول ما، دوراً ميماً في تحديد طبيعة المودول وفي طبيعة 
[ أن 4في ] R. Wareحمقة الإندومورفيزمات ليذا المودول. فعمى سبيل المثال أثبت

)(منتظمة عندما وفقط عندما تكون، تكون Mحمقة الإندومورفيزمات لمودول ما fmI 
)(و fKer مباشرة في المودول اً حدودM وذلك لأجل كل)(MEndf R . 

 

من البنى الجزئية في المودول  اً [، عدد3في ] F. Kaschأدخل  2004وفي عام 
]ثنائيال , ]M Nحيث ،M وN مودولان فوق حمقةRمثل الأساس ،[ , ]J M N 

]Totوالتوتال , ]M N  وغيرىا. حيث درس تأثير ىذه البنى الجزئية عمى
]ولالمود , ]M N تابع  2002. وفي عامY. Zhou [ دراسة تأثير البنى 6في ،]

]الجزئية السابقة عمى المودول , ]M Nحيث أثبت أن المودول ،[ , ]M N  يكون شبو
]Totجامد عندما وفقط عندما يكون , ] [ , ]M N J M N=. 

 

]في ىذه المقالة عرفنا مجموعات جزئية جديدة في المودول الثنائي , ]M N:ىي ، 
],[,],[,],[,],[ NMNMNMNM NMNM  

]حيث أثبتنا أن ىذه المجموعات تشكل مودولات جزئية من المودول , ]M N ودرسنا .
]علاقتيا بكل من , ]J M N وTot[ , ]M N وقد أثبتنا أنو لأجل المودول نصف .

 فإن: Nالإسقاطي وشبو الجامد
],[],[Tot NMNM N 
 Mوشبو الجامد الإسقاطيوأنو لأجل المودول نصف . Mوذلك لأجل أي مودول آخر

 فإن:
],[],[Tot NMNM M 

 . Nوذلك لأجل أي مودول آخر
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جميع الحمقات التي ستتم دراستيا ىي حمقات واحدية والمودولات فوق ىذه الحمقات 
مودولًا فوق  Mليكن ىي مودولات يمينية مالم يتم ذكر خلاف ذلك وبشكل صريح.

MEndE)(بالشكل M، سنرمز لحمقة الإندومورفيزمات لممودولRحمقة
RM

. 
 

 Mفي A. نقول عن المودول الجزئيRمودولًا فوق حمقة Mليكن. 1-1 فــــــــــتعري
 يحقق Mفي Bخرإذا كان لأجل أي مودول جزئي آ Mإنو صغير في 

BAMأن  ينتج أنMB  . 
 MA[ ،1.]سوف نرمز لذلك Mفي اً صغير  اً جزئي مودولاً  Aإذا كان

 

إنو كبير  A. نقول عن المودول الجزئيRمودولًا فوق حمقة Mليكن .2-1 فتعريـــــــــــ
ينتج  0BAأن يحقق Mفي Bخرودول جزئي آ، إذا كان لأجل أي مMفي
 . 0Bأن

MAسوف نرمز لذلك Mفي اً كبير  اً جزئي مودولاً  Aإذا كان
e

[ ،1.] 
 

. نسومي تقواطع جميوع الموودولات الجزئيوة Rموودولًا فووق حمقوة Mليكن .3-1 فــــــــــتعري
 MJ[ ،2.])(ونرمز لو Mبأساس المودول Mالأعظمية في 

 

 .ــــائيـــــــــةلثنـــالمـــــودولات ا – 0
 

ليكن
RR

NM MEndE)(. لنفرض أنRمودولين فوق حمقة ,
RM

 
NEndE)(و

RN
لنفرض أيضاً أن ،),(],[ NMHomNM

R
. 

],[إن المجموعة NM ة تشكل مودولًا يسارياً فوق وىذه الزمر  ،تشكل زمرة جمعية تبديمية
الحمقة

N
E وتشكل أيضاً مودولًا يمينياً فوق الحمقة

M
E لذلك فإن الزمرة ،],[ NM 

ىي)
MN

EE  مودول ثنائي. -(,
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],[لدينا في المودول NM تية:المجموعات الآ 
 أساس جاكبسون ويعرف بالشكل الآتي: -

}],[),(;],[:{],[ MNEJNMNMJ N   
}],[),(;],[:{],[ MNEJNMNMJ M   

],[وىو مودول جزئي في المودول NM[ ،6.] 
 

],[وىو مودول جزئي في المودول المودول الجزئي الشاذ - NM[ ،6 ويعرف بالشكل ]
 الآتي:

})(;],[:{],[ MKerNMNM e  
 

],[وىو مودول جزئي في المودول المودول الجزئي الشاذ الثنوي - NM[ ،6 ويعرف ]
 بالشكل الآتي:

})(;],[:{],[ NmINMNM   
 

],[التوتال وىي مجموعة جزئية غير خالية في المودول - NM[ ،6 تعرف بالشكل ]
 الآتي:

} of sidempotent nonzero no has  ],[];,[:{],[Tot NEMNNMNM  

 
} of sidempotent nonzero no has  ],[];,[:{],[Tot MEMNNMNM  

 
 

 العلاقة بين المجموعات السابقة نوردىا من خلال التمييدية الآتية:
 

 .[6] 1-0 ةــــــــــــــتمهيدي
NMليكن  . القضايا الآتية صحيحة:Rمودولين فوق حمقة ,

1 - ],[Tot],[ NMNMJ . 
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2 - ],[Tot],[,],[Tot],[ NMNMNMNM . 
 

 .[6] فــــــــــــتعري
NMليكن ],[. نقول عن المودول الثنائيRمودولين فوق حمقة , NM  إنو شبو

],[جامد إذا كان لأجل كل عنصر NM بحيث إن],[ NMJ،  يوجد
],[غاير لمصفرعنصر م MN يحقق أن . 

 

 [.6] 0-0مبرهنـــــــــــــــة 
NMليكن ],[. عندئذ المودول الثنائيRمودولين فوق حمقة , NM  شبو جامد

],[Tot],[عندما وفقط عندما  NMNMJ . 
],[يـــــــائـــــــــودول الثنــــــــــي المــــــرى فـــــــة أخـــــــزئيـــــى جــــــــبن – 3 NM. 

 

 .1-3ـة ـــــــــــتمهيدي
NMليكن  :. لنأخذ المجموعتين الآتيتينRمودولين فوق حمقة ,

}],[,)(;],[:{],[ MNNmINMNMN   
}],[,)(;],[:{],[ MNMmINMNMM   

 :عندئذ القضايا الآتية صحيحة
],[تينالمجموعكل من  – 1 NMN و],[ NMM  تشكل مودولًا جزئياً في

],[المودول NM. 
2 - ],[],[ NMNM N و],[],[ NMNM M. 
3 - ],[Tot],[ NMNMN  و],[Tot],[ NMNMM . 
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 ـان.ــــــــــــــــالبره
0],[واضح أن – 1 NMN وبالتالي فإن],[ NMN  مجموعة جزئية غير

],[خالية في NMليكن .],[, NMNعندئذ أياً كان ،],[ MN  فإن كلًا
),()(من  mImI مودول جزئي صغير فيN :ومنو فإن 

NmImImI  )()())((  
],[وبالتالي فإن NMN. 

],[ليكن NMN:عندئذ ، 
],[وأياً كان MEأياً كان - MN فإن],[ MN :وأن 

NmImI  ))(())((  
],[ومنو فإن NMN وىذا يبين أن],[ NMN  مودول جزئي من

المودول
MENM ],[. 

],[، عندئذ فإن NEأياً كان - NM وأنو أياً كان],[ MN :فإن 
))(())(())((  mImImI  

نجد أن المودول  Nصغير في mI)(ولما كان المودول الجزئي
))((الجزئي  mI  صغير فيN ومنو فإن المودول الجزئي))(( mI  صغير

],[وىذا يبين أن Nفي NMN ومنو فإن],[ NMN مودول جزئي من
],[المودول NM

NEمما سبق نجد أن .],[ NMN  مودول جزئي من
المودول

MN EE NM ],[جموعةبطريقة مشابية يمكننا إثبات أن الم .],[ NMM 
تشكل مودولًا جزئياً من المودول

MN EE NM ],[. 
],[ليكن - 2 NMعندئذ فإن المودول الجزئي ،)(mI صغير فيN ولما ،

],[كان لأجل كل  MN فإن)()(  mImI  نجد أن)(mI  صغير
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],[ومنو Nفي NMN وبالتالي فإن],[],[ NMNM N.  بطريقة
],[],[مشابية نجد أن NMNM M. 

],[ليكن - 3 NMNعندئذ فإن المودول الجزئي ،)(mI صغير فيN 
],[وذلك أياً كان  MNلنفرض جدلًا أن .],[Tot NM عندئذ يوجد ،

],[عنصر MN  بحيث إنNE  عنصر جامد مغاير لمصفر، ولما
 نجد أن: Nفي اً صغير mI)(كان

)1()1()(   NN mImImIN 
 ومنو فإن:

0)()()1()(   mINmImImI N 
Tot],[وىذا غير ممكن، ومنو فإن 0وبالتالي يكون NM :وأن 

],[Tot],[ NMNMN  
],[Tot],[بطريقة مشابية نجد أنوىو المطموب.  NMNMM . 

 

 .0-3ـة ـــــــــــهيديتم
NMليكن  . لنأخذ المجموعتين الآتيتين:Rمودولين فوق حمقة ,

}],[,)(;],[:{],[ MNMKerNMNM eM   
}],[,)(;],[:{],[ MNNKerNMNM eN   

 عندئذ القضايا الآتية صحيحة:
],[كل من المجموعتين – 1 NMMو],[ NMN تشكل مودولًا جزئياً من

المودول
MN EE NM ],[. 

2 - ],[],[ NMNM M و],[],[ NMNM N. 
3 - ],[Tot],[ NMNMM  و],[Tot],[ NMNMN . 
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 ان.ـــــــــــــــالبرهـ
0],[واضح أن – 1 NMM وبالتالي فإن],[ NMM  مجموعة جزئية غير

],[خالية في NMليكن .],[, NMMعندئذ أياً كان ،],[ MN 
MEفإن  وأن كلًا من: ,

)(,)(  KerKer 
 ، ولما كان:Mمودول جزئي كبير في
))(()()(   KerKerKer 

))((نجد أن المودول الجزئي  Ker كبير فيM  وبالتالي
],[فإن NMM. 

],[ليكن NMM:عندئذ ، 
],[فإن MEأياً كان - NM وبالتالي أياً كان],[ MN :فإن 

))(())(( 1  KerKer  
],[ولما كان NMM فإن المودول الجزئي)(Ker كبير فيM  وبالتالي

1))((فإن المودول الجزئي  Ker كبير فيM:ولما كان ، 
))(())(())(( 1  KerKerKer  

))((نجد أن المودول الجزئي Ker كبير فيM وذلك أياً كان],[ MN  وىذا
 يبين أن:

],[ NMM 
],[ومنو فإن NMM مودول جزئي من المودول

MENM ],[. 
],[، عندئذ أياً كانNEليكن - MN فإن],[ MN  ولما

],[كان NMM فإن المودول الجزئي))(( Ker كبير فيM  ولما
],[كان NM :وأن 
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))(())((  KerKer  
))((ينجد أن المودول الجزئ erK كبير فيM وذلك أياً كان],[ MN 

],[ومنو فإن  NMMوىذا يبين أن . ],[ NMM  مودول جزئي من
المودول

MN EE NM ],[. 
],[مما سبق نجد أن NMM  ئي من المودولمودول جز

MN EE NM بطريقة  .],[
],[مشابية يمكننا إثبات أن المجموعة NMN  تشكل مودولًا جزئياً من

المودول
MN EE NM ],[. 

],[ليكن - 2 NMعندئذ فإن المودول الجزئي ،)(Ker كبير فيM ولما ،
],[كان لأجل كل  MN فإن)()(  KerKer   نجد أن المودول

],[ومنو فإن Mكبير في Ker)(الجزئي NMM  وبالتالي
],[],[يكون NMNM M. :بطريقة مشابية نجد أن 

],[],[ NMNM N 
],[ليكن - 3 NMM أياً كان، عندئذ],[ MN  المودول فإن

Tot],[. لنفرض جدلًا أنMكبير في Ker)(الجزئي NM عندئذ ،
],[يوجد MN بحيث إنME :عنصر جامد مغاير لمصفر، ومنو فإن 

)()()1()(  KermImImIM M  
)()(0وأن Mفي اً كبير  Ker)(ولما كان   KermI  نجد

)(0أن mI  0ومنو فإن  وىذا غير ممكن، وبالتالي
Tot],[فإن NM وأن],[Tot],[ NMNMM .  

],[Tot],[بطريقة مشابية نجد أن NMNMN . 
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 .3-3ـة ـــــــــــــــتمهيدي
WNMلتكن  . عندئذ القضايا الآتية صحيحة:Rمودولات فوق حمقة ,,

1 - ],[],[],[ NWMWNM NN . 
2 - ],[],[],[ WMNMWN MM . 
3 - ],[],[],[ NWMWNM NN . 
4 - ],[],[],[ WMNMWN MM . 

 ان.ـــــــــــــــــالبرهـ
],[ليكن - 1 NMN و],[ MWعندئذ فإن ،],[ NW  ًوأنو أيا

],[كان WN فإنNE ))(())((ويحقق )(  mImI . 
],[لما كان MN وأن],[ NWN نجد أن المودول الجزئي))(( mI 

],[وذلك أياً كان Nصغير في WN  ومنو نجد أن],[ NWN  ومنو
 :فإن

],[],[],[ NWMWNM NN  
 يبرىن بطريقة مشابية. – 2
],[ليكن - 3 NMN و],[ MWعندئذ فإن ،],[ NW  ًوأنو أيا

],[كان WN  
],[فإن MNولما كان ،],[ NMN  نجد أن المودول

))((الجزئي Ker  كبير فيNولما كان ، )()(   نجد أن المودول
))((الجزئي Ker كبير فيN  وذلك أياً كان],[ WN  ومنو

],[فإن NWN :وىذا يبين أن 
],[],[],[ NWMWNM NN  
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 يبرىن بطريقة مشابية. – 4
 

NMليكن  . لنأخذ المجموعات الآتية:Rمودولين فوق حمقة ,
 

}],[,)1(];,[:{],[ MNNmINMNM N   
}],[,)1(];,[:{],[ MNMmINMNM M    

}],[,0)1(];,[:{],[ MNKerNMNM N   
}],[,0)1(];,[:{],[ MNKerNMNM M    
 

سابقة ىي مجموعات جزئية غير خالية من من الواضح أن المجموعات ال
],[المودول NM  ،وذلك لأن التشاكل الصفري ينتمي إلى جميع المجموعات السابقة

 فضلًا عن  ذلك التمييدية الآتية صحيحة:
 

 .4-3 ةــــــــــــتمهيديـ
NMليكن  . عندئذ القضايا الآتية صحيحة:Rمودولين فوق حمقة ,

1 - ],[],[ NMNM  . 
2 - ],[],[ NMNM  . 
3 - ],[],[,],[],[ NMNMJNMNMJ . 
4 - ],[],[],[ NMNMNMJ . 
5 - ],[Tot],[,],[Tot],[ NMNMNMNM . 

 ان.ــــــــــــــالبرهـ
],[ليكن - 1 NMعندئذ أياً كان ،],[ MN فإنNmI N  )1(  

MmIوبالتالي فإن  M  )1(  ومنو فإن],[ NM   وبالتالي
],[],[فإن NMNM  . 

 بطريقة مشابية يمكننا إثبات الاحتواء المعاكس.
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],[ليكن - 2 NMعندئذ أياً كان ،],[ MN 1(0فإن( NKer 
)1(0وبالتالي فإن   MKer ومنو فإن],[ NM   وبالتالي

],[],[فإن NMNM  . 
 بطريقة مشابية يمكننا إثبات الاحتواء المعاكس.

],[ليكن - 3 NMJعندئذ أياً كان ،],[ MN فإنNN E1 
NmIومنو فإن NEعنصر قابل لمقمب في الحمقة N  )1(  

)1(0وأن NKer  ومنو فإن],[ NM و],[ NM  وىذا يبين
],[],[,],[],[أن NMNMJNMNMJ . 
],[],[,],[],[( أن3لدينا حسب ) – 4 NMNMJNMNMJ  

 ومنو فإن:
],[],[],[ NMNMNMJ  

],[],[ليكن NMNM عندئذ فإن ،],[ NM  ًوأنو أيا
],[كان MN  فإنNmI N  )1(  1(0و( NKer  ومنو
NNفإن E1  الحمقةعنصر قابل لمقمب فيNE وبالتالي فإن],[ NMJ 

],[],[],[وىكذا نجد أن NMJNMNM  مما سبق نجد .
],[],[],[أن NMNMNMJ . 
],[ليكن - 5 NMعندئذ فإن ،NmI N  )1(   ًوذلك أيا

],[كان MN ًأن . لنفرض جدلا],[Tot NM عندئذ يوجد ،
],[عنصر MN بحيث إنNE  عنصر جامد مغاير لمصفر، ومنو

)()1(فإن   NmImINولما كان.NmI N  )1(  :نجد أن 
0)()()1()(   mINmImImI N 
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Tot],[مكن، وبالتالي فإنوىذا غير م 0ومنو NM 
],[Tot],[وأن NMNM . 

],[ليكن NM1(0، عندئذ فإن( NKer  ًوذلك أيا
],[كان MNلنفرض جدلًا أن .],[Tot NM عندئذ يوجد ،

],[عنصر MN بحيث إنNE :عنصر جامد مغاير لمصفر، ومنو فإن 
)()1()1()(  KerKermImIN NN  
)1(0ولما كان NKer نجد أنNKer )( 0ومنو فإن  وىذا غير

Tot],[ممكن، وبالتالي فإن NM وأن],[Tot],[ NMNM . 
 

 .5-3ة ــــــــــــيديـتمه
NMليكن Tot],[],[. إذا كانRمودولين فوق حمقة , NMNM  عندئذ ،

 القضيتان الآتيتان صحيحتان:
1 - ],[],[Tot NMNM N، 
2 - ],[],[Tot NMNM M. 

 ان.ــــــــــــــالبرهـ
Tot],[],[لنفرض أن - 1 NMNM ( أن:1-3. لدينا حسب التمييدية ) 

],[Tot],[ NMNMN  
Tot],[ليكن NMلنفرض جدلًا أن ،],[ NMN عندئذ ،
],[يوجد MN بحيث إن المودول الجزئي)(mI ليس صغيراً فيN ولما ،
)()(كان  mImI  نجد أن)(mI ليس صغيراً فيN  ومنو
],[فإن NM  وحسب الفرض نجد أن],[Tot NM  ،وىذا غير ممكن

Tot],[],[ومنو NMNM N وبالتالي يكون],[],[Tot NMNM N. 
 يبرىن بطريقة مشابية. – 2
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 .6-3ة ــــــــــــتمهيديـ
NMليكن Tot],[],[. إذا كانRمودولين فوق حمقة , NMNM  عندئذ ،

 القضيتان الآتيتان صحيحتان:
1 - ],[],[Tot NMNM N، 
2 - ],[],[Tot NMNM M. 

 ان.ــــــــــــــالبرهـ
Tot],[],[لنفرض أن - 1 NMNM ( أن:2-3. لدينا حسب التمييدية ) 

],[Tot],[ NMNMN  
Tot],[ليكن NM عندئذ حسب الفرض],[ NM  ومنو فإن المودول

],[ان لأجل أي عنصرولما ك Mكبير في Ker)(الجزئي MN 
1))(()(فإن  KerKer  المودول الجزئي نجد أن)(Ker  كبير
],[ومنو فإنNفي NMN :وبالتالي فإن 

],[],[Tot NMNM N 
Tot],[],[وبالتالي يكون NMNM N. 

 ىن بطريقة مشابية.يبر  – 2
 

 .7-3ة ــــــــــــتمهيديـ
NMليكن ],[. إذا كان المودول الثنائيRمودولين فوق حمقة , NM  ،شبو جامد

 عندئذ القضيتان الآتيتان صحيحتان:
1 - ],[],[ NMNM . 
2 - ],[],[],[ NMNMNMJ . 
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 ان.ــــــــــــــالبرهـ
],[لنفرض أن المودول NM شبو جامد، عندئذ فإن],[Tot],[ NMNMJ . 

],[Tot],[( أن4-3لدينا حسب التمييدية ) – 1 NMNM  
],[Tot],[و NMNM كما أن .],[],[],[ NMNMNMJ  

 ومنو نجد أن:
],[],[],[ NMNMNM  
],[],[],[ NMNMNM  

],[],[وىذا يبين أن NMNM  و],[],[ NMNM  :ومنو فإن 
],[],[ NMNM  

],[],[],[( أن4-3لدبنا حسب التمييدية ) – 2 NMNMNMJ  
 ( نجد أن:1ويحسب )
],[],[],[],[],[ NMNMNMNMNMJ  

 

 .نصــــــــــف الإسقـــــــــــاطيــــــــــةMالمـــــودولات – 4
 .[5] ـــــفــتعريــ

NMليكن نصوف إسوقاطي Mإنوو  N. نقوول عون الموودولRمودولين فوق حمقوة ,
],[إذا كوووووووان لأجووووووول كووووووول NM فوووووووإن)](,[],[  mINMN .  ونقوووووووول عووووووون

 نصف إسقاطي.Mإنو نصف إسقاطي إذا كان Rفوق الحمقة  Mالمودول
 

 .1-4 ةـــــــــــــــتمهيدي
NMليكن نصف إسقاطي، Mىو N. إذا كان المودولRمودولين فوق حمقة ,

 عندئذ فإن:
],[],[ NMJNMN  
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 ان.ــــــــــــــــالبره
],[ليكن NMNعندئذ أياً كان ،],[ MN فإن الموودول الجزئوي)(mI 

)()1(ولمووووووووووووووووووووا كووووووووووووووووووووان Nفووووووووووووووووووووي صووووووووووووووووووووغير   NmImIN  نجوووووووووووووووووووود
)1(أن 

N
mIN ولمووووووا كووووووان المووووووودولN  ىوووووووM نصووووووف إسووووووقاطي نجوووووود

NNNأن EE )1(  وىذا يبين أن],[ NMJ :ومنو فإن 
],[],[ NMJNMN  

 .0-4ة ـــــــــــمبرهنـ
NMليكن  . عندئذ القضيتان الآتيتان صحيحتان:Rمودولين فوق حمقة ,

نصف إسقاطي وشبو جامد  Nإذا كان المودول – 1
Tot],[],[فإن NMNM N. 
نصف إسقاطي وشبو جامد  Mإذا كان المودول – 2

Tot],[],[فإن NMNM M. 
 ـان.ــــــــــــــــــــالبره

( 2-3نصف إسقاطي وشبو جامد. لدينا حسب التمييدية ) Nالمودول لنفرض أن – 1
 أن:

],[Tot],[ NMNMN  
Tot],[ليكن NM نولنفرض جدلًا أ],[ NMN عندئذ يوجد ،

],[عنصر MN بحيث إن المودول الجزئي)( mI ليس صغيراً فيN  ولما
)(شبو جامد فإن المودول الجزئي Nكان المودول mI  ًمغايراً  يحوي حداً مباشرا

بحيث  NEeوبالتالي يوجد عنصر جامد مغاير لمصفر Nلمصفر لممودول
)()(إن mIemI  :ومنو فإن 

)()())(()( emIemIemIeemI   
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)()(ومنو فإن emIemI  ولما كان المودولN أن: نصف إسقاطي نجد 

NRRN EeemINomhemINomheE )())(,())(,(   
بحيث إن NEوبالتالي يوجد عنصر مغاير لمصفر )(ee  :ومنو فإن 

)()(  ee  
)()(وبالتالي يكون eee   . 

)(لنضع eg  فنجد أنNEg  مغاير لمصفر، ولما عنصر جامد
],[كان MNe نجد أن],[)( MNeg    وىذا يناقض
Tot],[كون NM:ومنو نجد أن ، 

],[ NMN 
Tot],[],[وبالتالي فإن NMNM N مما سبق نجد .

Tot],[],[أن NMNM N. 
( 2-3نصف إسقاطي وشبو جامد. لدينا حسب التمييدية ) Mالمودول لنفرض أن – 2

 أن:
],[Tot],[ NMNMM  

Tot],[ليكن NM ولنفرض جدلًا أن],[ NMM عندئذ يوجد ،
],[عنصر MN بحيث إن المودول الجزئي)( mI يليس صغيراً فM  ولما

)(شبو جامد فإن المودول الجزئي Mكان المودول mI  ًيحوي حداً مباشراً مغايرا
بحيث  MEeوبالتالي يوجد عنصر جامد مغاير لمصفر Mلمصفر لممودول

)()(إن mIemI  :ومنو فإن 
)()())(()( emIemIemIeemI   

)()(ومنو فإن emIemI  ولما كان المودولM :نصف إسقاطي نجد أن 

MRRM EeemIMomhemIMomheE )())(,())(,(   
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بحيث إن MEوبالتالي يوجد عنصر مغاير لمصفر )(ee   ومنو
eeeفإن   وأنeee  )( وبالتالي يكون)()(  eee . 

)(لنضع  eg  فنجد أنMEg  عنصر جامد مغاير لمصفر، ولما
],[كان MNe  نجد أن],[)( MNeg    وىذا يناقض
Tot],[كون NMومنو فإن ،],[ NMM  وبالتالي
Tot],[],[يكون NMNM M مما سبق نجد .

Tot],[],[أن NMNM M. 
 .3-4ة ـــــــــــــــمبرهن

NMليكن نصف إسقاطي، Mىو Nإذا كان المودول .Rمودولين فوق حمقة ,
 عندئذ القضيتان الآتيتان متكافئتان:

],[لأجل كل عنصر – 1 NM بحيث],[ NMN  فإن المودول
 .Nيحوي حداً مباشراً مغايراً لمصفر لممودول mI)(الجزئي

],[لمودولا – 2 NM شبو جامد وأن],[],[ NMNMJ N. 
 ـان.ــــــــــــــــالبره

(1)(2لما كان المودول .)N ىوM( 4نصف إسقاطي، فإنو حسب التمييدية-
 ( يكون:1

],[],[ NMJNM
N

 
],[يكنل NMJ ولنفرض جدلًا أن],[ NMN، عندئذ حسب الفرض فإن

وبالتالي يوجد  Nيحوي حداً مباشراً مغايراً لمصفر لممودول mI)(المودول الجزئي 
)()(بحيث إن NEeعنصر جامد مغاير لمصفر  mIemI لما كان  ، و

 نصف إسقاطي نجد أن:Mىو Nالمودول
)(],[ NN EJMNEee   
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],[وىذا غير ممكن، ومنو فإن NMN  وبالتالي
],[],[فإن NMNMJ N وىكذا نجد أن],[],[ NMNMJ N. 
],[نليك NM وأن],[ NMJعندئذ فإن ،],[ NMN  وبحسب

 Nيحوي حداً مباشراً مغايراً لمصفر لممودول mI)(الفرض فإن المودول الجزئي
)()(بحيث إن NEeوبالتالي يوجد عنصر جامد مغاير لمصفر  mIemI  ،

 نصف إسقاطي نجد أن:Mىو Nلما كان المودول و
],[ MNEee N  

],[وبالتالي يوجد عنصر مغاير لمصفر MN بحيث إنe  ومنو نجد
eeeأن  كما أن)()( eee  لنضع .e  فنجد أن],[ MN 

عنصر مغاير لمصفر وأن  المودول ومنو فإن],[ NM .شبو جامد 
(2)(1ليكن .)],[ NM حيث إنب],[ NMN حسب الفرض ،

],[فإن NMJ ولما كان المودول],[ NM  شبو جامد فإنو يوجد عنصر مغاير
],[لمصفر MN  بحيث إن لنضع .e فنجد أنNEe  عنصر

 Nحد مباشر مغاير لمصفر لممودول emI)(جامد مغاير لمصفر وبالتالي فإن
)()()(وأن  mImIemI . 

 

 .نصــــــــــف الأفقيـــــــــــــــــةNالمـــــودولات – 5
 .[5] ـــــفــتعريــ

NMليكن نصوف أفقوي إذا Nإنوو N. نقوول عون الموودولRموودولين فووق حمقوة  ,
],[كووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووان لأجوووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووول أي عنصوووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووور NM  فووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووإن

))(())((],[ 
MEE

rKerMN
MM

 .  نقوول عوون المووودولوM  فوووق الحمقووة
R إنو نصف أفقي إذا كانM.نصف أفقي 
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 .1-5ة ـــــــــــــــتمهيديـ
لوويكن

RR
NM نصووف أفقووي، Nىووو M. إذا كووان المووودولRمووودولين فوووق حمقووة  ,

 فإن:عندئذ 
],[],[ NMJNMM  

 ان.ـــــــــــــــــــــــالبرهـ
],[لوووووووووووووويكن NMMعندئووووووووووووووذ أيوووووووووووووواً كووووووووووووووان ،],[ MN  فووووووووووووووإن المووووووووووووووودول
)()1(0ولما كوان Mكبير في Ker)(الجزئي   MKerKer  نجود

)1(0أن  MKer:ومنو فإن ، 
MEME EKer

MM
 )0())1((   

)1(نصووووف أفقووووي نجوووود أنNىوووووMولمووووا كووووان المووووودول  MMM EE ومنووووو
],[فإن NMJ وبالتالي يكون],[],[ NMJNMM . 

 .0-5ة ـــــــــــــــمبرهن
M,ليكن N مودولين فوق حمقةRإذا كان المودول .M ىوN ،نصف أفقي

 عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان:
],[لأجل كل عنصر – 1 NM بحيث],[ NMM  فإن المودول

MKمحتوى في حد مباشر Ker)(الجزئي  لممودولM. 
]المودول - 2 , ]M N شبو جامد وأن],[],[ NMNMJ M. 

 ان.ـــــــــــــــــــــــالبرهـ
(1)(2 .)لما كان المودولM ىوN،( 1-5فإنو بحسب التمييدية ) نصف أفقي

 فإن:
],[],[ NMJNMM  
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],[ليكن NMولنفرض جدلًا أن ،],[ NMM عندئذ حسب الفرض فإن ،
MKمحتوى في حد مباشر Ker)(المودول الجزئي  لممودولM وبالتالي يوجد ،

)()(وأن 1eبحيث MEeعنصر جامد emIKer ومنو فإن ،: 
)1()()( eKeremIKer M  

))1(())((وبالتالي يكون KereKer
MM EME  لما كان المودول .M 

)],[)1نصف أفقي، نجد أن Nىو MNeE MM  وبالتالي يوجد عنصر .
 بحيث إن: MEمغاير لمصفر

)(1 MM EJe   
eMوىذا غير ممكن، لأن 1  عنصر جامد مغاير لمصفر، ومنو

],[فإن NMM ،أي إن: 
],[],[ NMNMJ Mمما سبق نجد أن .],[],[ NMNMJ M. 

],[ليكن NM بحيث إن],[ NMJعندئذ فإن ،],[ NMM وحسب ،
MKمحتوى في حد مباشر Ker)(فإن المودول الجزئي الفرض  لممودولM ،

 1eبحيث MEe وبالتالي يوجد عنصر جامد
)()()1(وأن eKeremIKer M :ومنو فإن ، 

))(())1(( KereKer
MM EME   

)],[)1نصف أفقي، نجد أنNىو Mولما كان المودول MNeE MM  ،
بحيث إن MEوبالتالي يوجد عنصر مغاير لمصفر eM1:وبالتالي فإن ، 

)1()1(1 eee MMM   
ومنو نجد أن )1()1()1( eee MMM . 

))1لنضع eg M فنجد أن ،],[ MNg ر عنصر مغاير لمصف
gggويحقق المودول ، ومنو فإن[ , ]M N .شبو جامد 
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(2)(1ليكن .)],[ NMبحيث إن],[ NMM حسب الفرض فإن ،
],[ NMJالمودول ، ولما كان[ , ]M N  شبو جامد فإنو يوجد عنصر مغاير

],[لمصفر MN  بحيث إن لنضع .e فنجد أنMEe  عنصر
 :جامد مغاير لمصفر وبالتالي فإن

)()( KereKer  
)()()(وأن Mحد مباشر لممودول eKerKerKer   فضلًا عن ذلك ،

MeKerإن )(.
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