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في ثُمن بومبيو التكاملي  –محدوديّة مؤثر كوشي 
 قرص الواحدة
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 □الممخص□

التكامميّة في ثُمن قرص الواحدة  بومبيو –في ىذا البحث قمنا بتعيين صيغة كوشي       

إلى نصفيا    تحويل محافظ ينقل ثُمن قرص الواحدة من المستوي العقدي, باستخدام 

بومبيو التكاممي موجود مسبقاً في نصف قرص الواحدة,  –, إذْ أنّ تمثيل كوشي   

نا بومبيو التكاممي في ثُمن قرص الواحدة, ثم أثبت –وذلك بُغية إيجاد مؤثر كوشي 

باعتباره مؤثراً في  و الناتج, باستخدام متراجحة شميتزبومبي –محدوديّة مؤثر كوشي 

 عدد حقيقي موجب مناسب.  حيث  (    )  الفضاء 

مسؤؤؤ لة  –التمثيؤؤؤل التكؤؤؤاممي  –ثمُؤؤؤن قؤؤؤرص الواحؤؤؤدة  –مؤؤؤؤثر كوشؤؤؤي بومبيؤؤؤو  :الكمماااال المحياحيااا 

 .قرص الواحدة –التحويل المحافظ  –شوارتز 
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The Boundedness Of The Cauchy – 
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□ Abstract □ 

     In this research, we determined the integral Cauchy – Pompeiu's 

formula in octant of unit disk of the complex plane, by using conformal 

mapping that transform the octant unit disk    onto the half unit disk 

  , because we have already the integral Cauchy – Pompeiu’s 

representation in half unit disk ,for determining Cauchy – Pompeiu's 

operator in octant unit disk, then we proved the boundedness of the 

resulting operator, by using Shmitz's inequality , composing it an 

operator in the space   (    ) where   is a proper real positive 

number. 

 

 

Key Words : Cauchy Pompeiu's operator – octant unit disk – integral 

representation – Schwartz's problem – conformal mapping – unit disk.  

 

_____________________________________________ 
*Professor ,Department of Mathematics, Faculty of Science, Tishreen University, 

Lattakia, Syria  

**Postgraduate Student, Department of Mathematics, Faculty of Science, Tishreen 

University, Lattakia, Syria  

 

 



 يونسوالباسط عبد د.     بدورحسن د.    أنس قر   0202 عام 7العدد  45  البعث  المجلدمجلة جامعة 

11 
 

 مقدم :

تُعؤؤؤؤؤؤؤؤؤد نظريّؤؤؤؤؤؤؤؤؤة المؤؤؤؤؤؤؤؤؤؤثرات فرعؤؤؤؤؤؤؤؤؤاً ميمؤؤؤؤؤؤؤؤؤاً مؤؤؤؤؤؤؤؤؤن فؤؤؤؤؤؤؤؤؤروع التحميؤؤؤؤؤؤؤؤؤل الؤؤؤؤؤؤؤؤؤدّالي, تؤؤؤؤؤؤؤؤؤدرس        
 خصائص المؤثرات 

الخطيّؤؤؤؤؤؤة المنظّمؤؤؤؤؤؤة ) خطؤؤؤؤؤؤي , محؤؤؤؤؤؤدود , مسؤؤؤؤؤؤتمر , تقمؤؤؤؤؤؤيص , ...   عمؤؤؤؤؤؤى الفضؤؤؤؤؤؤاءات 
, وفضؤؤؤؤؤؤاء الؤؤؤؤؤؤدوال  فؤؤؤؤؤؤي المنطقؤؤؤؤؤؤة  (   ) الشؤؤؤؤؤؤييرة مثؤؤؤؤؤؤل فضؤؤؤؤؤؤاء الؤؤؤؤؤؤدوال المسؤؤؤؤؤؤتمرة 

, مؤؤؤؤؤؤؤثر كوشؤؤؤؤؤؤي    , وغيرىؤؤؤؤؤؤا, فؤؤؤؤؤؤي ىؤؤؤؤؤؤذا البحؤؤؤؤؤؤث سؤؤؤؤؤؤنوجد (   ) القابمؤؤؤؤؤؤة لممكاممؤؤؤؤؤؤة 
, وسؤؤؤؤؤؤندرس  عقؤؤؤؤؤؤدي بومبيؤؤؤؤؤؤو التكؤؤؤؤؤؤاممي فؤؤؤؤؤؤي ثُمؤؤؤؤؤؤن قؤؤؤؤؤؤرص الواحؤؤؤؤؤؤدة مؤؤؤؤؤؤن المسؤؤؤؤؤؤتوي ال –

 و.خصائصبعض 

 :أىمي  البحث وأىدافو

,     فؤي المنطقؤة   بومبيؤو التكؤاممي  –تكمن أىمية البحث في أن مؤثر كوشي    
 :[1] يُساعد في تعيين حل مس لة شوارتز الحديّة الآتية

{
  ̅             

  ( )             
 

 بالشّكل:  التكاممية تُمثّل الدالة  بومبيو –إنّ صيغة كوشي 

 ( )   ( )    ( ) 

 المساواة:يحقق     , والمؤثّر    ̅  دالة تحميميّة )أي إنّ   حيث 

  ̅     

 وبذلك يُصبح:

  ̅    ̅    ̅     
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( )  لحل مس لة شوارتز , يبقى الت كّد من الشؤرط الحؤدّي  , والؤذي يجعمنؤا نعؤدّل    
 بومبيو الأساسية حسب شكل وخصائص المنطقة المدروسة. –صيغة كوشي 

 وييدف البحث إلى:

o  بومبيؤؤو التكامميؤؤة فؤؤي ثُمؤؤن قؤؤرص الواحؤؤدة مؤؤن المسؤؤؤتوي  –تعيؤؤين صؤؤيغة كوشؤؤي
 العقدي

   2    | |          ( )  
 

 
3 

o  بومبيو التكاممي في ىذه المنطقة  –تعيين مؤثر كوشي   . 

o . دراسة بعض خصائص المؤثر )خطيّة , محدوديّة , استمرار 

 طرائق البحث ومواده:
ٌشول الثحث هثشٌُاخ وذعاسٌف ذشتظ تٍي ًظشٌح الوؤثشاخ و الرحلٍل الذالً و الروثٍل 

ًصف توهثٍو الركاهلٍح الوعشّفح على  –الركاهلً وٌسرٌذ تشكل أساسً على ذعذٌل صٍغح كوشً 

,  ذحوٌل هحافظ ٌٌقل ثوُي قشص الواحذج إلى ًصف قشص الواحذج قشص الواحذج تاسرخذام

 ثوُي قشص الواحذ فً الوسروي العقذي . توهثٍو فً –رعٍٍي هؤثش كوشً ل

 اليعاريف الأساسي :

ي مجموعة من التعاريف الأساسية وبعض الملاحظؤات التؤي تسؤاعدنا  تنذكر فيما ي
 في فيم المصطمحات العممية الواردة في البحث وتوضيح برىان المبرىنات الواردة فيو.  

 :  Regular Domain [2]( المنطق  النظاميّ  1يعريف )
يٍ , هٌطقح ًظاهٍح إرا كاًد هفروحح وهحذودج و حذودُا هٌح   ذذُعى الوٌطقح 

ٍَ لوٌحٌٍاخ هلساء, وهوجَّ تعكس عقاسب الساعح.  أهلس أو اجرواع هٌر

نذكر أمثلةً للمناطق النظامٌة : الدائرة, الحلقة, نصف الحلقة, وربعها, نصف الدائرة, 

 , المستطٌل, متوازي الأضلاع, ...وربعها,المثلث
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 : Bounded Operator [3]( المؤثّر المحدود 2يعريف )

هؤثشّاً هحذوداً إرا وجذ       فضاءاى هٌظوَاى, ٌذُعى الوؤثشّ الخطًّ   و   لٍكي 

 ٌحقق اَذً:    عذد حقٍقً هوجة 

‖  ‖    ‖ ‖          
 Cauchy – Pompeiu's representationبومبيو اليكاممي   –صيغ  كوشي 

formula [4]:  
(   )    ولتكن الدالة  منطقة نظامٌة,    لتكن   , عندئذٍ لكل (  ̅ )  

 بإحدى الصٌغتٌن: ( )   تُمثّل الدالة        و     

 ( )  
 

   
∫  ( ) 

  

     

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

    

 

 ( )   
 

   
∫  ( ) 

  ̅̅ ̅

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  

 
 

 
∫   ( ) 

    

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

 

 ملحوظة:

 لآتً:ن على النحو اٌبومبٌو السابقت –صبح صٌغتا كوشً , ت̅     عندما 

  
 

   
∫  ( ) 

  

     

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

    

 

   
 

   
∫  ( ) 

  ̅̅ ̅

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  

 
 

 
∫   ( ) 

    

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

 

, على النحو [5]بومبٌو التكاملٌة بشكل آخر  –ومنه, ٌمكننا صٌاغة مبرهنة كوشً 

 الآتً: 

 

   
∫  ( ) 

  

     

 
 

 
∫   ̅( ) 

    

    

 {
 ( )         

                 ̅
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∫  ( ) 

  ̅

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  

 
 

 
∫   ( ) 

    

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

 {
 ( )         

                 ̅
 

 :Cauchy – Pompeiu's Oparator [4]بومبيو  -( مؤثّر كوشي 3يعريف )

ٌُدعى المؤثر التكاملً     لتكن   منطقة نظامٌة, 

  ( )   
 

 
∫  ( )

    

    

              

 . (   )    , حٌث   بومبٌو على المنطقة  –بمؤثر كوشً 

 ملحوظة:

بومبٌو التكاملٌة تنقسم إلى مجموع تكاملٌن, الأول هو تكامل على  –إنّ صٌغة كوشً 

)   (, أما الثانً هو تكامل فً المنطقة المدروسة  حدود المنطقة المدروسة ) وهو 

ٌُمثّل مؤثر كوشً   وهو   بومبٌو فً هذه المنطقة. –(, و

  : [6](1)مبرهنة 
 )     , عٌذئزٍ (   )    هٌطقح ًظاهٍح , إرا كاى     لركي 

   )  ,

ًُ هٌطقح كٍفٍح, هحذودج فً    , و      عذد حقٍقً, كٍفً, ٌحقّق   حٍث 

 .  فً الوٌطقح   دالح لـ    , على اعرثاس الوسروي العقذي 

 : [6](2)مبرهنة 

هؤثش   ,عٌذئزٍ     , حٍث (   )    هٌطقح هحذودج , إرا كاى     لركي 

  , حٍث (  ̅ )  إلى  (   )  ٌٌقل الفضاء  خطًّ,
   

 
. 

  : [7](3)مبرهنة 

(    )    كل دالة    (  ̅̅ ̅̅  , تُمثل بالشكل الآتً:(  
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 ( )  
 

   
∫    ( ) [

   

   
 
 ̅   

 ̅   
]  
  

 | |  
     

 
 

 
∫    ( ) 

  

 | |  
     

 

 
 

  
∫    ( ) [

 

   
 

 

    
]   

 

  

 

 
 

  
∫ {  ̅( ) [

 

   
 

 

    
]    ̅( )

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ [
 

 ̅   
 

 

    ̅
]}     

  
 

 حٌث:

     *       ( )     | |   +         

 

  : [8](Schmitz) زتشمي تراجحةم

 هٌطقح ًظاهٍحّ , عٌذئزٍ ٌكوى:    لركي 

∫
    

|   |  

 
  

   
(
  
 
)
   

 

 

 

 .     عدد حقٌقً ٌحقق   , و  هً مساحة المنطقة    حٌث 

 :The Schwartz's problem [1]( مسأل  شواريز الحديّ  4يعريف )

ما  تحقق,    , فً المنطقة  إنّ حل مسألة شوارتز الحدٌة هو عملٌة إٌجاد دالة 

 :ٌأتً

{
  ̅                

          ( )                   
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 هما دالتان مفروضتان. (    )   ,  (   )    حٌث 

, ويمزم    ̅  بومبيو في التمثيل التكاممي الشرط:  –تُحقق صيغة كوشي  ممحوظ :
 .قيق الشرط الحدّي لمس لة شوارتزمن منطقة إلى أُخرى, لتح تعديل ىذه الصيغة

 
 النيائج ومناقشييا :

 يُعرّف ثُمن قرص الواحدة بالشكل الآتي:

   2    | |            
 

 
3 

 ولنفرض:

 -   ,لمقطعة المستقيمة       

   0لمقوس       
 

 
 1   ,  , حيث       

 

 
- 

 0لمقطعة المستقيمة      
 

 
   1  

 إنّ التحويل:

       

 :العكسي ينقل ثُمن قرص الواحدة إلى نصفيا, ومنو ينقل التحويل

        √ 
  

 (1نصف قرص الواحدة إلى ثُمنيا )الشكل 

مؤؤؤؤؤن نصؤؤؤؤؤف قؤؤؤؤؤرص الواحؤؤؤؤؤدة إلؤؤؤؤؤى القطعؤؤؤؤؤة  -   ,القطعؤؤؤؤؤة المسؤؤؤؤؤتقيمة    ينقؤؤؤؤؤل التحويؤؤؤؤؤل
 المستقيمة نفسيا من ربع قرص الواحدة.
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     , إلؤؤؤى القؤؤؤوس -   ,  حيؤؤؤث        -    ,القؤؤؤوس   ينقؤؤؤل التحويؤؤؤل 
 من ربع قرص الواحدة.

مؤؤؤؤن نصؤؤؤؤف قؤؤؤؤرص الواحؤؤؤؤدة إلؤؤؤؤى القطعؤؤؤؤة  -    ,القطعؤؤؤؤة المسؤؤؤؤتقيمة   ينقؤؤؤؤل التحويؤؤؤؤل 
 من ربع قرص الواحدة.     المستقيمة 

 

 

 

 

 

 

 , عندئذٍ يكون:    وبشكلٍ عام, إذا كانت 

     ( )         | |    

 ومنو:

  
 

 
   ( )  

 

 
       (√ 

 )  
 

 
   |√ 

 |    

 √ىذا يعني أنّ: 
 
    

(    )    كل دالّ   :1مبرىن     (  ̅̅ ̅̅  يُمثّل بالشكل الآيي: (  

𝔻  

𝜑 

𝜑   

 (1)الشكل 

𝔻  
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 ( )  
 

  
∫ {  , ( )- [

     

     
 
      

      
]}
  

 
 | |  

       
 

 

 
 

  
∫   , ( )-

  

 
 | |  

       
 

 

 

 
 

  
∫   0 .   

 

 
 /1  [

  

     
 

    

      
]   

 

 

 
 

  
∫   , ( )- [

  

     
 

    

      
]  

 

 

 

 
 

 
∫ {  ̅( ) [

   

     
 

     

      
]

  

   ̅( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  [
   ̅

  ̅    
 

   ̅  

    ̅   
]}      

 البرىان:

, ومؤع ملاحظؤة  (3)  , فؤي المبرىنؤة  )بدلًا مؤن   أيضاً  بدلًا من    )و    بتعويض 
 أن:

          

بمجمؤوع تكؤاممين ,الأول عمؤى القطعؤة  -    ,وباستبدال التكامل عمى القطعة المستقيمة 
 ,,و الثؤؤؤاني عمؤؤؤى القطعؤؤؤة المسؤؤؤتقيمة  -   ,المسؤؤؤتقيمة 

 

 
, نحصؤؤؤل عمؤؤؤى الصؤؤؤيغة -   

 المطموبة.

 ثُمؤن قؤرص الوحؤدةمي فؤي بومبيؤو التكؤام –وشؤي مؤؤثر ك مكننا تعيينمن المبرىنة السابقة ي
 الشكل الآتي:ب   
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    ( )   
 

 
∫ { ( ) [

   

     
 

     

      
]

  

  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅  [
   ̅

  ̅    
 

   ̅  

    ̅   
]}      

 .  بومبيو المعدّل في  –, في تمثيل كوشي   وىو التكامل عمى المنطقة 

 :   في المبرىنة الآتية نبرىن محدوديّة المؤثر 

     : إنّ الماؤثر 2مبرىن  
 (    )   

 (  ̅̅ ̅̅       محادود   حياث  (  
  

   

 
. 

 البرىان:

 يمكننا أن نكتب: [6] (2)من المبرىنة 

     
 (    )    (    )   

 (  ̅̅ ̅̅   ) 

  , و    حيث 
   

 
 

 لدينا:

|    ( )|  | 
 

 
∫ { ( ) [

   

     
 

     

      
]

  

  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅  [
   ̅

  ̅    
 

   ̅  

    ̅   
]}     | 

 
 

 
∫ | ( ) [

   

     
 

     

      
]

  

  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅  [
   ̅

  ̅    
 

   ̅  

    ̅   
]|      
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∫ {| ( )| |

   

     
 

     

      
|

  

 | ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ | |
   ̅

  ̅    
 

   ̅  

    ̅   
|}      (   ) 

 بما أنّ:

   

     
 

 

   
 

 

   
 

 

    
 

 

    
  

     

      
 

 

  
 

 

 
 

  
 

 

 
 

  
 

 

 
 

  
 

 

 

 يُمكننا أن نكتب:

|
   

     
|  |

 

   
 

 

   
 

 

    
 

 

    
| 

 |
 

   
|  |

 

   
|  |

 

    
|  |

 

    
|  |

 

   
| 

|
     

      
|  |

 

  
 

 

 
 

  
 

 

 
 

  
 

 

 
 

  
 

 

| 

 |
 

  
 

 

|  |
 

  
 

 

|  |
 

  
 

 

|  |
 

  
 

 

|  |
 

  
 

 

| 

 وذلك بملاحظة أنّ:

|   |  |   |  |   |  |    |  |   |  |    | 

 |
 

   
|  |

 

   
|  |

 

   
|  |

 

    
|  |

 

   
|  |

 

    
| 
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|( ) |, آخذين بعين الاعتبار أنّ:  (   )بالتعويض في   | ( )̅̅ ̅̅ ̅̅  نجد: |

|    ( )|  
 

 
∫ | ( )| {|

 

   
|  |

  

    
|  |

 

   ̅
|

  

 |
  ̅

 ̅   
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 محدوداً, وىو المطموب.    ومنو يصبح المؤثّر 
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خطّي , ولمّا كان كُل مؤثر خطّي و محدود في     بسيولة يمكننا ملاحظة أنّ المؤثر 
 مستمر.    فضاء منظّم ىو مؤثر مستمر , استنتجنا أنّ المؤثر 

 نذكر بعض التطبيقات العمميّة ليذا البحث:

ار الضغط عمى محيط , بمعرفة مقد   تعيين مقدار قوى الضغط عمى سطح منطقة 1
 ىذه المنطقة.

, بمعرفة شدّة الحقل عند    تعيين شدة حقل كيربائي مطبّق عمى صفيحة معدنية 2
 حدود الصفيحة.

 , بمعرفة قوّة اىتزاز حدود الغشاء.   تعيين قوّة اىتزاز سطح غشاء 3

 

 أىم النيائج واليوصيال :

التكاممية في النصف العموي لقرص الواحدة  بومبيو –قمنا بتعديل صيغة كوشي  - 
 ., الذي ينقل ثُمن قرص الواحدة إلى نصفيا      باستخدام التحويل 

 بومبيو التكاممي في ثُمن قرص الواحدة. –عيّنا مؤثر كوشي  - 

بومبيو التكاممي المعيّن في ثمن  –أثبتنا محدوديّة و استمرار مؤثر كوشي  - 
 .م متراجحة شميدتقرص الواحدة, باستخدا

  



 يونسوالباسط عبد د.     بدورحسن د.    أنس قر   0202 عام 7العدد  45  البعث  المجلدمجلة جامعة 

11 
 

 اليوصيال :

 من خلال الآتي:ننصح بمتابعة ىذا البحث       

حيث    بومبيو التكاممية في مناطق جديدة مثل القطّاع  –تعديل صيغة كوشي  -1
 , والذي يعد تعميماً لما تم إنجازه حتى الآن في ىذا الموضوع.   

 الناتج في المناطق الجديدة, ودراسة خصائصو. بومبيو –تعيين مؤثر كوشي  -1
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