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 دقيق مرن صلب جسمل ة الصرفةالدقيق غرين معادلات

 محدود وغير الاستقطاب
 

           

  †نبيل علي      
 

 ملخص البحث
 اً رياض ي دروسم وال مادية، ثوابت ستة ذي الاستقطاب دقيق الصلب الجسم البحث يناقش   

      ب     راً اكتص    ا رم    ز ل      ي  ذي ال    و ،     Nowackiو  Eringen الب    احثين م    ن م    ن ك     ل      ل  

(E-N:6) [13-14]  . 
 ،م ايلي ت م يي  و  ،[3-1] المق الات مجموع ة تك تم الت ي الأكي رة الحلق ة المقال هذا ش ًّلي     
، )3Rم  ً ي ( المح دود غي ر (،E-N:6) الاس تقطاب دقي ق الص لب الترمودينامي ي الجسم جللأ
- غ    رين س    لو  إيج    ادت    م  I) م    ة و معد جميعه    اإجهادات      وحرارت     ، الكارجي    ة، ال    ذي و 

المر   زة ي  ي  ،، يق  طللع  زوم الحجمي  ةالمواي  ق و  الش  اذ ال  دقيق الص  ر  ال  دينامي ي إغناتش  ا ،
 الس لو  ه و الص ر  تقلي ديال الس لو  حي ث ال زمن، م   توايقياً  والمتغيرة ،3Rمن نقطة ما

 المعتب ر، ،لجس مالص رية ي ي ا الدقيق ة Green-Ignaczak اج ص ي استنتتم  II) .الصفري

 اكتت  امالنهاي  ة ت  م ي  ي  .والمتغي  ر توايقي  اً م    ال  زمن النظ  امي الحجم  ي الع  زم م    واي  قيت بم  ا
    مناقشة.للالبحث بعدد من المسائل 

 
 

 

 

 

 

                                                 
†
 جاهعح طسطْس. –كليح العلْم  –أستاذ هساعد في قسن الساضياخ   

 .(E-N:6)الجسن الصلة الوسى دقيق الاستقطاب  -الدقيقح الصسفح  Green-Ignaczakصيغ  المفتاحية:  الكلمات
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The pure Green equations for  

unbounded micropolar elastic solid 
 

 

Nabil Ali 
†
  

 

Abstract  
 

This paper deals with the mathematical model of the micropolar 

elastic solid of 6 material constants and 6-degrees of freedom, discu-

ssed by Eringen and Nowacki [13-14],and shortly demoted by (E-N:6).  

  This is the end of continuation of the papers [1-3] and contains the 

following. For the thermodynamical micropolar thermoelastic unbo-

unded (E-N:6) body (occupying 3R ),which has vanishing external 

stresses and external temperature, we do the following: I)  Finding 

the singular pure dynamical micropolar Green-Ignaczak behavior of  

the above mentioned body, corresponding to the only body moments 

concentrated at a point 3R , and varying harmonically in time, 

where the pure classical thermodynamical behavior is the zero one, 

II) Deriving the dynamical, pure microscopic Green-Ignaczak formu-

lae for  the above mentioned body, corresponding to regular body 

moments, which vary harmonically in time. Finally, we end the 

paper by suggesting several problems for discussing. 
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 مقدمة:1.      
 

 بالإجه ادات Ignaczak وص   ي ي الترمودينامي ي ة س لو ياتال تر ي ب مناقش ة  تم  [7] يي
 Eringen-Nowacki ن وع من الاستقطاب دقيق الصلب لجسما أجل من  [4,8,12] ةالحرار و 

، ](E-N:6) ا اكتص ار  المس م و [ مادي ة ثوابت 6 و  حرية درجات 6 يمل والذي  [13,14]
حم ول وبوج ود  ال متناهية يي الصغر، المرنة، ل نفعالات بعادالأ ث ثيةحالة ال لأجلذل  
 الترمودين    امي ي Ignaczak س   لو 1ت    م إثب   ات إيزوتيرمي   ةيق   د  ،[6] ي   يو  .مي اني ي   ةترمو 

 إجهادات           ً  م    ن ال    ذي، و 3Rيم    أ، و يح    رار لحق    ل  الكاض      (،E-N:6) ي    ي الم    تمم
 الت املي   ة، Fourrierص   ي   ت   م اس   تنتاج، [5]ي   يو  .مع   دوم ،ةالكارجي    وحرارت     الكارجي   ة

، ي    ي  اله    و ي والم    تمم النظ    اميتين، ،الترمودين    امي يين Ignaczak س    لو ي تعط    ي الت    ي
 إجهادات    وحرارت   ،    ً  م  ن وال  ذي ،3Rيش  غل    لو (، الكاض    لح  رارة، E-N:6) الجس  م

 التقلي   ديإيج   اد الس   لو ين الترمودين   امي يين، الش   اذين  ت   م  [3] ي   يو   .ةمعدوم    الكارجي   ة،
غي ر المح  دود، وغي ر المجه  د ولا و  دقي ق الاس  تقطاب، الم  رن لجس  م الص لبلالم تمم  ال دقيقو 

ن كارجياً، يي حالة كضوع   مر ًّزة ي ي نقط ة م ا، ومتغي رة توايقي اً  حجمية، لقوةيقط المسكًّ
 لأج   ل الجس   م الترمودين   امي ي الص   لب  الآت   ي ت   م اثب   ات ص   حة [2]ي   ي و  من.ل   ز ل بالنس   بة
، وال ذي   ً  م ن إجهادات   )3Rيشغل (  غير المحدود (،E-N:6)  دقيق الاستقطاب المرن

المواي   ق  الس   لو  الترمودين   امي ي للجس   م، I)م   ة، ي    ن  و معدجميعه   ا وحرارت    ، الكارجي   ة، 
 ،الس لو  الترمودين امي ي للجس م II) ي ة، يق ط ، ه و س لو  تقلي دي ص ر ،للمصادر الحرار 

م  ن أج  ل الجس  م ، [1]أكي  راً ي  ي ، ه  و س  لو  دقي  ق ص  ر . المواي  ق للع  زم الحجم  ي يق  ط
وغي    ر المح    دود، وال    ذي إجهادات       (،E-N:6)  الترمودين    امي ي الص    لب دقي    ق الاس    تقطاب

لو  الترمودين امي ي اله  و ي الص  ر ، الس   وحرارت  ، الكارجي  ة، جميعه ا معدوم  ة، ت  م إيج اد
، 3Rم    ن للمص    ادر الحراري    ة، المر ًّ    زة ي    ي نقط    ة م    ا الش    اذ، للجس    م، والمواي    ق، يق    ط

حي    ث الس    لو  ال    دقيق الص    ر  يتط    ابق م      الس    لو  (والمتغي    رة توايقي    اً بالنس    بة لل    زمن، 
  .)  [2,9] الصفري

 
                                                 

1
 العوليح التسهْديٌاهيكيح الإيزّتيسهيح ُي العوليح هتساّيح دزجاخ الحسازج. 
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 هدف البحث:  .  2         
 المح دود، غي رو  (،E-N:6)  الاستقطاب دقيق الصلب الترمودينامي ي الجسم أجل من البحث، يي

 Green-Ignaczak س لو  I) س نوجد  مة،و معد جميعها الكارجية، وحرارت ، إجهادات  والذي

المر   زة ي  ي و  يق  ط، ال  دينامي ي، ال  دقيق الص  ر ، الش  اذ للجس  م، والمواي  ق للع  زوم الحجمي  ة،
 الس لو  ه و الص ر  التقلي دي الس لو  حي ث الزمن، م  توايقياً  والمتغيرة ،3Rمن نقطة ما

 يتواي  ق بم  ا الص  رية، ي  ي الجس  م المعتب  ر، الدقيق  ة Green-Ignaczak ص  ي  II)الص  فري. 

 توايقياً م  الزمن. والمتغيرة النظامي، الحجمي العزم م 
 طرق البحث:.     3
، [3-1]  بح   اثنت   ائل الأ )أولاً  باس   تكدام ي   ي ه   د  البح   ث  ذ    ر  مس   نوجد م   ا تق   د       
الت    املي  Fourier (  المتمثل   ة بتطبي   ق تحوي   ل[11]) طريق   ة التح   وي ت الت املي   ة )ثاني   اً 

، الدقيق ة الص ريةالإجه ادات لأجل المضاع  من المرتبة الرابعة عل  المعادلات المستقلة 
ه   ذ   ت    ونحي   ث  الع   زم الحجم   ي، المتوايق   ة م     حال   ة وج   ود يق   طو ، ي الجس   م المعتب   ري   

الاجه  ادات الدقيق  ة غي   ر  حق  ول لأج  ل المس  تقلة المع  ادلات أبس  ط م  ن المع  ادلات المس  تقلة
 Fourierتحوي ل ب متعلق ة، الFourierالطي ل    مبرهنة )ثالثاً ، [6] والمستنتجة يي الصرية

   تبة الرابعة.الت املي المضاع  من المر 
بش  ل   بليييم ا سنعرض لذل و  ،[3-1] الأبحاث نتائل دمل عل  اً ئيجز  تعتمد البحث نتائل إن 

 الص لب للجس م الرياض ي النم وذج عل   ر ز اهتمامن اس ني ي البح ث . منها ايهمن ما مكتصر
الفض    ا   ش    غل  ام    لي ي    ي بحثن    ا ، ال    ذي [13,14]   (E-N 6)  الاس    تقطاب دقي    ق الم    رن

3الإقلي دي R أنن  ا أي  معدوم  ةجميعه ا  الكارجي  ة، ،ت  ، وحق  ل حرار  إجهادات  حق   ، و 

المتماث   ل و  المتج   انسو  ،الاس   تقطاب دقي   ق لص   لب الم   رن،ا الجس   مب ر ز اهتمامن   ا عل    س   ن
),(  المن    احي ,,,,,,,,, TκJεγλ βμ  0 ، ض    منالرم    وز  علم    اً أن 

ن أ أيض  اً  س  نفرض م  ا وه  ي حقيقي ة.  جس  م،للري  ة الحرا –الثواب  ت المي اني ي ة تمث  لقوس ين ال
الص   لب المي    اني ي الح   راري للجس   م  للس  لو  الممثل   ةالفيزيائي   ة  التنس   ورية، المق   اط  جمي   
 ي  ي ه  ذ  الحال  ة، لموض    وال  زمن.لتتب    و ، ملس  ا  بالق  در ال   ايي   ،  دقي  ق الاس  تقطاب الم  رن،

المق     اط   مجموع     ة بواس     طة الص     لب الم     رن، جس     مللة الترمودينامي ي      العملي     ةوص       ت  
)   التنسورية  ,   ,  ,   ,   ,   , ) μ κu  ، حي ث u و مس تق ن، مقطع ان متجهي ان 
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:0و ، توجه  اتال مقط   و  الإزاح  ات مقط    ، يم  ث ن الترتي  ب عل    T T      س  لمي  مقط  
 ةحال  ال ح  رارة ه ي  0Tو الجس  م ي ي المطلق  ة الح رارةمقط     Tحي ث   حق ل الح  رارةتغي  ر  يمث ل

μ ,  ,  ,   بأن نضي  ذ ر  ماتقدم إل  .ل  الطبيعية κ م ن المرتب ة  تنس ورية مقاط  هي
الانفع الات،  مقط  و ،  إجهادات الع زم مقط و    ،    القوة إجهادات مقط   هي الترتيب عل  ،الثانية

[ي         ذا رمزن        ا ب           .الدوراني        ة -الانثنائي        ةالانفع        الات  مقط         و  0 , [:T              وب
: [ 0 , [T     ي   ي ،التنس   ورية مق   اط ال ه   ذ  يم ن أن ت مثَّ   ل، يT  النظ   ام ، وي   ي 

العطالي الدي ازتي الإحداثي

xxxO، 1ت قاعد الذي 2 3( , , )e e eبالش ل  

(3.1)                                 ,   i i i iu  u e e 
(3.2)                  ,    ,i j i j i j i j    e e e e     
(3.3 )                  ,    i j i j i j i j    e e κ e e     
الأدل    ة  تأك    ذ حي    ث ، (Einsteinم    وزالجم      )ر   ي    ي   التنس    ورية    هن    ا الطريق    ةاس    تكدمنا و 

,,,ال تيني  ة kji    الأط  را  اليمن     ي  ي الأرب    المص  فويات أم  ا، 3,2,1الق  يم
 متناظرة. غيريهي  (3.3و) (3.2) للع قات

 ،ةالترمودينامي ي      العملي     ة أن ايت     راض ت     م  ، (E-N 6) لجس     مل Ignaczak وص       ي     ي  
Tيي تأكذللجسم  ،الاستقطاب ةقيقد ،المرن  ، [7] تاليال الش ل  

(3.4)         
0 0 0

0 0 0 0

       ,   ,  ,

 ,   ,    , 

          

         

u u u

κ κ κ

  

        
 

0مق       اط  التنس       وريةال حي       ث    0 0 0 0 0 0
 ( ,  ,  ,  ,  , , )u κ    جس       مب تتعل       ق Hooke 

)( الم       رنالص       لب  ,,,, Tλμ  0،   أم       ا  ( ,   , ,  ,  ,   , )      u κ    
   Hooke   جس  مل ل  ةث  م  الم   ،التنس  ورية المق  اط  إن   .متمم  ةال ،الدقيق  ة التنس  ورية مق  اط ال مثِّ  ل  ت  ي  

Tي    ي  ت    بت    الموايق    ة، ،متمم    ةال ،الدقيق    ة ،التنس    ورية المق    اط و   وي    ي ،

xxxO 

  الش لب
(3.5)                           0 0 0 0   ,   i i i iu  u e e             
(3.6)                     0 0 0 0,    ,i j i j i j i j    e e e e  

(3.7)                      0 0 0 0,    ,i j i j i j i jκ   e e κ e e 
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0 أن حي  ث 01

2
 curl u  ، أن المص  فويتينعلم  اً و 0

3 3
i j


و             0

3 3
i j


 ، انمتناظرت     

 المصفويتان مابين 0

3 3
i j


و   0

3 3
i jκ


 متناظرتان      غير  

(3.8)                       ,   i i i iu     u e e                                     
 

(3.9)                    ,    ,i j i j i j i j       e e e e       
(3.10)                    ,    ,i j i j i j i jκ      e e κ e e 

Tي  ي نمس  تق  و u اني المتجه ينالمقطع   علم اً أن  ،  موج  ودةال المص  فويات اأم 
 متناظرة. غيريهي  (3.10)و (3.9) ينتالع ق يي

 ،3Rيش غلال ذي  (E-N 6) من أج لو  ،[8]( E-N 6)ل   Ignaczakنموذج  من انط قاً       
جهادات    وحرارت    ل     Ignaczak عملي  ة تر ي  ب، [7]، ت  م ي  ي جميعه  ا الكارجي  ة معدوم  ة ،وا 

(6 E-N عل  ش ل مجم وع )عمليت ي Ignaczak  عملي ة يه   الأول  العملي ة Ignaczak 
 العملي    ةم    ا أ للجس    م، )التقلي    دي أو( اله    و ي Ignaczakوت    دع  بس    لو   ، Hookeلجس   م 
 Ignaczakبس   لو  ، وت   دع  ةالموايق    ،)ةالمتمم   ( ةالدقيق    Ignaczak عملي   ة ييه    ةالثاني   
 ،)اله و ي(الأول Ignaczak س لو  من   ً  عرضن يلي ييما .للجسم ،الموايق ،)المتمم( الدقيق
، يح  رار  حق  للالكاض    غي  ر المح  دود، و ، (E-N 6) ل    )ال  دقيق(الث  اني Ignaczak وس  لو 

 ،( [6] أيض اً  )انظر جميعها معدومة ،، الكارجيةوحرارت  إجهادات   ً  من والذي ،3Rيم ً و 
 .الع زم الحجم ي، ومقط   المص ادر الحراري ةو ، الحجمي ة الق وة يمقطع وجود   حالة لأجل ذل 
0إثبات أن  [6]تم يي ما  0,e   ) حيثe  ييث يخذير كي   ، ح)دد الحجويي الويتونالتو

  : [5] هي السلْكيي الساتقيي الشكل التالي

 :الهو ي Ignaczak سلو  -

 معادلات الحقل ،المحققة يي T    
(3.11)      0000002

2  jiTjiijji δλζ ec RR )()( ,,ˆ    

(3.12                              )
κ

Q
D eη  0

0
0    

0000                حيث
jijiiii ζRXRR ,

ˆ,ˆ   ,   
ρ

μ
c 2

2
ˆ 

)3(   و  
32

1 000  
Tkkζλμ

e 


  , )( 000 3
32

1
 

Tkkζλμ
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)(الحجمية للجس م دقي ق الاس تقطاب، و تلةهي ال  ρ ما أن  321 ,, XXX   الق وة  متج
 مي    اني يال  -المعام   ل الح    راري ،الحجمي   ة

0

0
0 λ
η

TνT حي    ث ،  taνT )(  23    ،

μ, أيضاً  λ R  للجس م و مادي ان ثابت ان هم اta   الح راري ل     الكط ي    التم دد   معام له و   ،

0 أن   م    ا  ،  الح    راري ل      التوص    يل معام    ل  0λو

0

, 
λ

λκW
Q κ

c
،  حي    ث c    تمث    ل

 وح  دة الحج  م  ي  ي   لةش   ًّ الم       الح  رارة     مي  ة        Wو      ثاب  ت ل   ،  تش  و  ج  لأ النوعي  ة للجس  م م  ن الح  رارة
دقي  ق  الجس  م الحراري  ة ي  ي   المص  ادر  لمث  ت   Qإل    ماتق  دم ذ   ر  نض  ي  ب  أن ، ال  زمن  ووح  دة

 النقط  ةو      لمتح  ولات الموض   ،    بالنس  بة  الجزئ  ي   عل    المش  تق ت  دل الدليلي  ة   الفاص  لة الاس تقطاب.
ftffلل      زمن     بالنس      بة  الجزئ      ي  عل        المش      تق      ت      دل t  .الطريق      ة نعتم      د    

,,,، حي    ث الأدل    ة ال تيني    ة (Einsteinالجم      )رم    وز   ي    ي   التنس   ورية kji     تأك    ذ
 التحري             ي الح            راري  ،الاش            تقاقي لم            ؤثرل يرم            ز D م            ا أن ،  3,2,1الق            يم

2 1
tD

κ
   ، 2حيث مؤثر هوLaplace ،السلمي الاشتقاقي    iiff ,2، 

  الشروط الحدية، الهو ية 

  (3.13  )                00
00 limlim  ,  

 
θζ ij

xx
  

  م  العلم أن
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2: ( )i ix xx ، 
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0 والتواب   الحراري ة، للمص ادر الابتدائية القيمة تمثل ،Q)0(حيث 0[ (  , , ) ]:i if l g R 
0ييه  ا  ، لوم  ةمع

if 0و
ig2 ،    الج  ز  اله  و ي ل     ه  ي الترتي  ب، علif وig ، الت  ي ب  دورها و

ال ل ي،  المتجه ي ،الإزاح ة مقط  لمر بات الابتدائية القيم الترتيب، عل  وتمثل، ، يي لومةمع
، للح  رارة لمقط    تمث  ل القيم  ة الابتدائي  ةي l أم  ا، ه  ذ  المر ب  ات ي  ي لس  رع الابتدائي  ة والق  يم

 .ال لي يي السلمي،
  يي الهو يةالع قات التأسيسية الهو ية، محلولةً بالنسبة ل نفعالات T   

(3.17                )                   jiTjiji eλζε   )( 00002  

)(                                                         علماً أن 000 3
32

1
Tkkζλμ

e 


  

 يي والمحققة الهو ية والدورانات الهو ية الإزاحات تعطي التي الع قاتT   
 (3.18                    )                            0 0 0 01( )i i i iρu g t f t R     

 (3.19      )        0 0 0 01
,

1
[ ( ) ]

2i i j k k k k jρg t f t R     

 ( [11]) الطي يدل عل         حيث رمز النجمة

                      
0

( ) ( ) ( ); ;
t

η η ηt f t t f d    x x 

 ييوالمحققة الهو ية   ،الفيزيائية المقاط  بقية تعيِّن التي الع قاتT   
(3.20       )0 0 0 01

,

1
[ ( ) ]

2j i i l k k k k l jρκ g t f t R    

(3.21 ) 
0 0 0 0

0 0 0

1
,

1
,

1
( ) [ ( ) ]

2

( ) [ ( ) ] }

{

                

j i i l k k k k l j

j l k k k k l i

μ ρ

ρ

γ ε g t f t R

γ ε g t f t R





     

    





 

γ, حيث ε R .ثابتان ماديان آكران للجسم الم عتبر 

                                                 
2
  

ii ff
0

0 lim





   ّ
ii gg

0

0 lim





 ( .[9]س )اًظ  
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 :الدقيق، المتمم Ignaczak سلو  -           

 ، ييالمحققة   ،،المتممة الإجهادات بلغة معادلات الحقل، المتممةT    

(3.22)                    

0
2

1

2

1

2

11

2
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{

][

)(,

       

ij

ijkijkji

ζ

ζJR
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(3.23) 
0

322

2

1

2

1

2

1















}

{

)(

   

                                        

][)(,

jikk

ijijji

δμ
β

β

μμ

γγ

εγ
J



M

 

jijiiii                                       م  العلم أن ζRXRR ,
ˆ    ˆˆ ,   

jijkjkjiiiiiii      و     μζMMY ,
ˆ,ˆˆ,ˆˆ

   
 




2
MMM  

الع س ي  التن اظري والجز  التناظري، لجز ا عل  يدلان تيب،التر  عل  ، ] ... [، ( ... )  الدلي ن
)(       للمصفوية

2

1
:)( jiijij ζζζ      ّ)(

2

1
:][ jiijij ζζζ   ، 

iالم  رن دقي  ق الاس  تقطاب، والرم  وز للجس  م الدوراني  ة العطال  ة تمث  ل  Jكوييا أى j k تمث  ل 

1ب  الوزن  النس  بي، ،Levi-Civitá  لتنس  ور المعتب  رة، الجمل  ة ي  ي رتي  ةالدي ا المر ب  ات

2
w  ، 

jkkjiii   م ا أن XYY ,

 
 

  

 
ˆ 




42 2

1
 ،    حي ثو)( 321 ,, YYY          يمث ل مقط

ˆ0iX̂ 0و ،    ، المتجه   يالع  زم الحجم   ي Q،  التحري ي   ة  ،الاش  تقاقية راتالم   ؤث م   ا أن   

 22
2 tρ)(    و  22

4 4 tJε  )( ،     ًأن  إل  إضاية 

, β R الكامس والسادس للجسم ، أما الماديان الثابتان هما 


2
  و



4
     عل،

 .0وض  ، ب 4و 2يينتجان عن ،الترتيب
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 المتممة الحدية الشروط     

(3.24)               00 limlim  ,   
 

 ijijζ 
xx

  

 
 ،0}{المتممة يي الشروط الابتدائية المتممة، بلغة الإجهادات  

(3.25  )                        

(0) (0)

(0) (0)

,

,

j i j i j i j i

j i j i j i j i

ζ ζ μ μ

ζ ζ μ μ

    

    
 

  هناو 

(3.26         )
(0) (0) (0)

(0 )

, , ,

2 2 [ ] ,

( ) ( )

k j ij i i j i j k

j i i j j i k k i j

ζ

μ β

ω k

γ ε k γ ε k k

  



  



  

      


       

 و    

(3.27)       
(0) (0)

0 0 0 0

, , , ,

,

1 1
( ) , ( ) ,

2 2

1
, ,

2

i j i j j i i j i j j i

i j ki i i k k k i k j

f f ω f f

f f f k k k k f





        

     

                   

 أن  إضايةً إل 

(3.28)         
(0) (0) (0)

(0)

, , ,

2 2 ,

( ) ( ) ,

[ ]k j ij i i j i j k

j i i j j i k k i j

ζ

μ β

ω

γ ε γ ε

   

   

  

   

 

    


  

 (3.29)   
(0) (0)

0 00 0

, , , ,

,

1 1
( ) , ( ) ,

2 2

1
, ,

2

i j i j j i i j i j j i

i j ki i i k k k i k j

g g ω g g

g g g g



   





       

     

  

0 تحق            قي أن يج           ب بقةالس           ا المتمم           ة، الابتدائي           ة الش           روط ي           ي

, ,k k k kf f  
0و

, ,k k k kg g(0)  أي تحقق 0 ( 0)e e (0)و 0 ( 0)e e3  . 

                                                 
3
0e:يٌتج ذلك عي الوتطاتقح   ،يساّي التْسع الحجوي التقليدي، . أي أى التْسع الحجوي الكلي، الاتتدائي

 الاتتدائي، ّالسسعح الاتتدائيح للتْسع الحجوي الكلي، تساّي السسعح الاتتدائيح للتْسع الحجوي التقليدي.
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 يي المتممة ل نفعالات بالنسبة محلولةً  المتممة التأسيسية الع قات  T    

(3.30  ) 

jikkijijij

ijijij

δμ
β

β
μμ

ζζ

γγεγ
κ

γ










)(

,

][)(

][)(

3222

1

2

1

2

1

2

1

 

 
  المتمم    ة   الإجه    ادات ، بلغ    ة المتمم    ة وال    دورانات الإزاح    ات تعط    ي الت    ي ق    اتالع

Tيي   
(3.31       )                                                       1( )i i i iu g t f t R          

(3.32)     
0

0

1 1

1
,

[ ( ) ] ( )

1
( )

2

ˆ
i i i i i i

i j k k j

χ

ρ

t k J t M Y J t M

t R

  



         


 

00 علما أن
jijiM ,  . 

لحق ول  نفص لة، تم الوصول إل  النتائل التالي ة، المتعلق ة بالمع ادلات الم [5]يي أيضاً      
Ignaczak( الهو ية، والمتممة، يي الجس م الم دروس ،E-N:6الكاض   لح رارة، وي ،) ش غل

   3R امل

0م   ن أج   ل الإجه   ادات الهو ي   ة نفص   لةالمع   ادلات الم أولاً    
jiζ 0، والح   رارة الهو ي   ة

 ،
Tوالمحققة يي     

(3.33  )  

])()([
   

)
   

(

)(
   

,

,,

,,

 

 

 

Q
κ

XDD

Q
κ

XD

XXDD

λδ

ζ

T
kkji

ji
T
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ijjiji

1
2

12

21

222

2

0

































 

 

 (3.34                ))( , Q
κ

XηD iit 12

1
0

0
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 علم    اً أن 22
1 2 tρλ )(  2، وD زي، وه    و يعط      المر      الم    ؤثر يمث    ل

2بالص   يغة 
12 0   tTηDD ، الح   راري  التحري    ي الاش   تقاقي، الم   ؤثر أم   ا 

tTηDD    0)(1  . 
ijζ ج    ل الإجه    ادات المتمم    ةلأ المع    ادلات المنفص    لة ثاني    اً     وijμ  والمحقق    ة ي    ي ،

T      

(3.35)       
})

]

{

ˆˆ

ˆ

ˆ

3,

,

,33

(

)(

)([
    

kkkji

ij

jiij

YYL

Y

YL

ss

snns

snnsζ





21

2
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(3.36)                     

ssss YLYL

YεγYεγ

L

jiji

ijji

ij

βγ

μ

,,

,,3

3

ˆˆ

ˆˆ ])()([

    








1

2

2

2





 

   حي        ث 22
3 4 tJ  )2(      ،22

42  4L  ،           
221 و 4)(  εγL β  .(  3.35مرتب     ة المعادل     ة ) وهن     ا نن     و  إل       أن

 .[7] الجسم محدوداً منها ييما لو  ان  4أقل ب  
المح   دود، والكاض     لم   ؤثرات  غي   ر ،(E-N 6) الحال   ة الكاص   ة ل     ج   لأ م   ن ،[2] ي   ي      

 المتمثل ة، وال ذي إجهادات   وحرارت  ، الكارجي ة، جميعه ا معدوم ة، و 3Rحرارية، ويم ً   ام ل

الإزاح ة اله و ي، الابت دائي، الحجمية، وعندما ي ون   ً  م ن مقط    انعدام مقط  القوة حالةب
0ت  م اثب  ات أن يق  د  ،و   ذل  القيم  ة الابتدائي  ة لمقط    س  رعت ،  موني  اً  0 0( ,  , ) ( )κ 0   

الترمودين     امي ي اله     و ي، ه     و س     لو  ترمودين     امي ي ه     و ي،  Ignaczakأي أن س     لو  
ال    دقيق الم    تمم، ه    و س    لو  دين    امي ي، دقي    ق  Ignaczakص    ر ، وب    نفس الوق    ت س    لو  

    [2]يأكذ  ً  من هذين السلو ين الصريين الش ل التاليو  ،صر 
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 :الهو ي الصر  Ignaczak سلو  -

 ،المحققة يي الصرية، معادلات الحقل، الهو يةT    
(3.37)       0 0 0 0 02

2 , ,
( ) ( ) 0ˆ ˆˆ

Ti j j i i j i j
ζ λ δR Rc e       

(3.38                           )0 0
0η

Q
D

κ
e     

 
 الحدية، الهو ية، الصرية  الشروط 

(3.39  )               0 0
0 0  , lim lim θj iζ

  
 

x x

  

 حيث 
1

2

1 2 3: ( ) ; ( , , )i ix x x x x x x ، 
 0}{الشروط الابتدائية الهو ية، الصرية، المحققة يي  

(3.40            )0 (0) 0 (0)0 0 0, , ,θi j i ji j i jζ ζ ζ ζl   

(3.41               )                 

0 (0) 0 (0) 0 (0)

0 (0) 0 0 0 (0) 0
, , ,

2 ( )

1
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2

,

,

T i ji j i j

i j j i k ki j

ζ μ λ l

f f f

e

e

 



  

  
 

(3.42)
0 (0) 0 (0) 0 (0) (0)

0

0 (0) 0 0 0 (0) 0

,
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2 ( ) ( ) ,

1
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2

[ ]

,

T T k k i ji j i j

i j j i k ki j

ζ μ λ ηκ κ l Q

g g g

e
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 محلولةً بالنس بة ل نفع الات الهو ي ة الص رية  الصرية، ، الع قات التأسيسية الهو ية
T يي   

(3.43                )0 0 0 02 ( )i j i j T i jζ λε e     
 يي ةالمحقق الهو ية، الصرية الإزاحات تعطي التي الع قاتT   

(3.44                   )                            0 0 0 01( )ˆ
i i i iρu g t f t R     

 :الديٌاهيكي، الدقيق الصسف Ignaczak سلو  -          
 يي  والمحققة الصرية الدقيقة، الحقل، معادلاتT    

(3.45)  1 1
, ( ) [ ]

1 1
0 ,

2 2
{ }ˆ

i j k j i k j i j i
ζ ζR J M
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(3.46)  
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 وهنا  
ˆ

i i i
M M Y  ، 

 الصريةالدقيقة  الإجهادات، بلغة ،صريةالدقيقة، ال ، الحدية الشروط  

(3.47)               00 limlim  ,   
 

 ijijζ 
xx

  

 0}{يي  الصرية والمحققة ، الدقيقة الابتدائية، الشروط  

(3.48  )                        

(0) (0)

(0) (0)

,
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j i j i j i j i
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 حيث 

(3.49         )
(0) (0) (0)
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2 2 [ ] ,

( ) ( )
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ζ
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γ ε k γ ε k k
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(0) (0)

0
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2 2
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, ,
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f f ω f f
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  حيث أن

(3.51)          
(0) (0) (0)

(0)
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2 2 ,
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[ ]k j ij i i j i j k
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γ ε γ ε
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  الص  رية  محلول  ةً بالنس  بة ل نفع  الات الدقيق  ة، ،الص  رية الدقيق  ة، التأسيس  يةالع ق  ات
Tيي والمحققة    

(3.53  ) 
( ) [ ]

( ) [ ]

2 2

2 2 2 2 3

1 1
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1 1
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 الدقيق ة  الإجه ادات بلغ ة ، الص رية الدقيق ة ، وال دورانات الإزاح ات تعطي التي الع قات 

Tيي الصرية والمحققة   
(3.54       )                                      1( ) ,ˆ

i i i iu g t f t R          
(3.55)                  1( )i i i iχ t k J t M        

لحق  ول  نفص  لة، ت  م الوص  ول إل    النت  ائل التالي  ة، المتعلق  ة بالمع  ادلات الم [2] ي  يأيض  اً    
Ignaczak، الص  رية ولحق  ول  الهو ي  ة ،Ignaczakي  ي الجس  م المعتب  ر ،الص  رية ، الدقيق  ة 

(E-N:6،)   3مأقوة حجمية، ويلتأثير الكاض  لمؤثرات حرارية، ولا يكضR    

0م    ن أج    ل الإجه    ادات الهو ي    ة الص    رية نفص    لةالمع    ادلات الم    
jiζ  والح    رارة الهو ي    ة ،

0الصرية
والمحققة يي ،T     

(3.56)        0 2
2 1,

2 ( ) ,T
i j i j i j

ζ δ λD Q Q
κ




 
 

    

(3.57                  )          0

2 1

1
D Q

κ
       

ijζ الص رية ،من أجل الإجهادات الدقيق ة نفصلةالمعادلات الم      وijμ  ي ، والمحقق ة ي
T      

(3.58)         
3 3 ,

,

1 2 3,

2 [ ( )

( )

( ,

{

]

) }

j i i j

j i

i j k k k

s n n s

s n n s

s s

ζL Y

Y

L Y Y

  

 

   

  

 







 

(3.59)



3 2 3 , ,

,1 ,

[ ( ) ( )

2

]
j i i j j i

i j i j s ss s

μ

γ β

L γ ε Y γ ε Y

L Y L Y

     

 
 

 
  نتمييز الحالتين التاليتي [2]يي  وتم        
0الحالة الأول      , 0

i
Y Q  0 (و , 0, 0 , 0i i ii iχf g k      (  

 الدقيقة الصرية، هي العملية الصفرية  هذ  الحالة العملية الترمودينامي ية،  يي
(3.60)               ( ,   , ,  ,  ,   , ) ( )       u κ 0    



 محدود وغير الاستقطاب دقيق مرن صلب جسمل ة الصرفةالدقيق غرين معادلات

 11 

 وي ؤول الس لو  الترموين امي ي بال ام ل إل   الس لو  اله و ي الص ر  

0 0 0 0( ,  , , )u   ،
)  ( 0 0 0( ,  , ) ( )κ 0  هم ل ييه ا ت  ، المحق ق للمس ألة الهو ي ة، الص رية، الموايق ة، والت ي

، يتبق    عل    المنفص  لة للجس  م المعتب  ر، أم  ا المع  ادلات، الهو ي  ة، الص  رية،  جزيئي  ةالبني  ة ال
0اس  تبدال    ل  يي    ، ي  ي الوق  ت ال  ذي يج  بحاله  ا

if        بif 0وّكييل
ig      بig  ي  ي المس  ألة

 و ية الصرية.اله
0الثانية   الحالة    , 0

i
Y Q  0 (و 00 , 0, 0i if g l  (الحالة هذ    يي، 

 العملية الترمودينامي ية، الهو ية الصرية، هي العملية الصفرية  
(3.61)                0 0 0 0 0 0 0

 ( ,  ,  ,  ,  , , ) ( ) u κ 0    
   ال            دقيق الص            ر  وي            ؤول الس            لو  الترموين            امي ي بال ام            ل إل              الس            لو 

( ,   , ,  ,  ,   , )      u κ   ،  المحق  ق للمس  ألة الدقيق  ة، الص  رية، الموايق  ة، والت  ي
، يتبق     نفص  لةظه  ر البني  ة الدقيق   ة للجس  م المعتب  ر، أم   ا المع  ادلات، الدقيق  ة، الص   رية، المت  

استبدال يي  ، يي الوقت الذي يجبحالهاعل  
i

f        بif وi
g      بig  ي ي المس ألة الدقيق ة

 الصرية.
 

الت املي،الرباعي،المباش   ر Fourierتعتم   د نت   ائل بحثن   ا أيض   اً عل     تحوي   ل         
4F ،

1والع سي 

4

F ([10,11]،)  ذل .  من لزمناماي ييمايلي نعرض لهذاو 
 الت امليان، المضاعفان، م ن المرتب ة الرابع ة، المباش ر والع س ي  Fourierتحوي  أ.     
)ل  ن ن ),f tx  حي  ث(

1 2 3( ), ,x x xx4( دال  ة حقيقي  ة معري  ة ومس  تمرة ي  يR4  ،
 Fourierتحوي    ل  ئ    ذ  . عند4Rل     ع ةبالقيم    ة المطلق    ولنف    رض، أنه    ا قابل    ة للم امل    ة، 

)الت    املي، المض    اع  م    ن المرتي    ة الرابع    ة للت    اب   ),f txّالييييري ًسهييييز لييييَ تييييالسهز ، 

4 [ ( ) ],f txF أو بالرمز(( ),f ξ ًيعط  ب    ، وبحسب تعريف5(، ي ون موجودا ، 

                                                 
4
)اعتثسًا أى الدالح الحقيقيح   ),f tx تصيثل فييَ الداليح هعسفيح  ْ هعسفح هي أجيل الجيزا السيالة لليزهي، عليٍ ًحي

 . 4Rّهستوسج في
5
)الشييييسّط الوييييركْزج أعيييي ٍ، التييييي تحققِييييا الدالييييح   ),f tx ُييييي  ييييسّط كافيييييح هييييي أجييييل ّجييييْد كييييل هييييي ،

4 [ ( ) ],f txF ّ1
4 [ ( ) ],f  ξF  ([10,11].) 
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(3.62)     
4

2

( )

[ ( ) ] ( )

1
( )

4

, , :

, i t

f t f

f t te d d





   
 

   

   



x ξ

x ξ

x x

F
 

  علماً بأن
1 2 3( ), ,x x xx  و

1 2 3( ), ,ξ ξ ξξ   و
k kx ξ x ξ 

و 
1 2 3d d x d x d xx   1وi،   

) م  ا ت   ون عندئ  ذ الدال  ة  ),f ξ4، أيض  اً معري  ة ومس  تمرة ي  يR ،وقابل  ة للم امل  ة ،
، الت  املي الع س ي، م ن المرتب ة Fourier، بالت الي ي  ن تحوي ل4R، عل بالقيمة المطلقة

)الرابع                ة، ل                   ),f ξ1، وال                ذي نرم                ز ل                  ب                الرمز
4 [ ( ) ],f  ξF                   

))أو بالرمز ),f tx
6
   الع قةتعري  يعط  ب ال ون موجوداً، وهو بحسب (، ي 

(3.63)
1

4

2

( )

[ ( ) ] ( )

1
( )

4

, , :

, i t

f f t

f e d d



 




   
 

   


   



x

ξ x

ξ ξξ

F
 

1حيث   2 3d d d d  ξ. 
 
     Fourierب. مبرهنة الطي ل    

)(])([ أن  لنف                         رض ,, 4 tfF xFξ و])([)( ,, 4 tgG xFξ 
الرابع  ة  لل  دالتين الحقيقيت  ين الت   امليين المض  اعفين م  ن المرتب  ة  Fourierيم  ث ن تح  ويلي 

)( , tf x  و)( , tg x عندئذ   ، عل  الترتيب ، 

     
])()([)()(      أولاً  ,,,4  ξξ GFtgf  xF  

])()([)()(     ثانياً       ,,,
1

4 tgfGF x


 ξξF  
)()(حي        ث الرم        ز , tgf x         ي        دل عل          ط  Fourier  للت        ابعين)( , tf x         

)(و  , tg x   4علR  ويعط  بحسب تعريف ، بالع قة ، 

                                                 

6
1يٌتج ذلك عي أى: 

4

F   التحْيل العكسي لــ ُْ 
4F. 
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2

( ) ( )

1
( ) ( )

4

, :

, ,

f g t

f t gs s d d s


   

   

   

 

 

x

x y y y
             

  حيث
1 2 2( ), ,y y yy  و

1 2 2d d y d y d yy. 
 . النتائل والمناقشة 4   
أن  اي   ة المق   اط  التنس   ورية،  هن   ا حال   ة الثاني   ة حي   ث س   نفترضي   ي البح   ث س   نهتم بال            

ي ة ةالرياض ي م ن الناحي ة ،3R( ال ذي يش غلE-N:6الفيزيائية، الدقيقة، الصرية يي ) ، معرًّ
.  م  ا س  نفترض أن ه  ذ  المق  اط  التنس  ورية tي    الق  يم الس  البة ل    مومعدوم  ة م  ن أج  ل ج

تحق   ق (،3.59( و)3.58) لم   ذ ورة، والداكل   ة ي   ي المع   ادلات، الدقيق   ة، الص   رية، المس   تقلةا
وتل   ، 4Fالت املي، الرباعي، المباش ر Fourier تل  الشروط التي تسمح بتطبيق تحويل

ذاو  التحويل. هذا كواص بتطبيق أيضاً  لنا تسمح التي الشروط رية، هذا المق اط  التنس و   انت ا 
 يم ن تطبي ق تحوي ل ييبق  ال  م السابق صحيحاً  أي ،[10] عبارة عن توزيعات المذ ورة

Fourier ،4المباش   ر الرب   اعي، الت    امليFٍالصيييسفح، الوسيييتقلحالدقيقيييحالوعيييادلاخ،  علييي ، 

نحص ل عل   النت ائل حي ث تطبيق كواص ه ذا التحوي ل،  أيضاً  يم نو  ،(3.59( و)3.58)
 التالية  

 

   الصرية  الدقيقة للحقول Fourier تحوي ت   
 

(4.1)
0

0

0

0

4

2
2 2 2

22

2 2 2

3 4

2 2

2

4

2 ( ) [( ) ( ) ( ) ( )]

( ) ( ) ( )

2 ( 1) [ ( )] ( ) ( )

( 2 ) [ ( ) ] ( )

2 [ ( )]

,
( ) ( )

{ }

;

;

;

j ii s n j s n

j i

ki j k

ki j k

s n

s s

ζ

i ξ i ξ iξ Y

ε ξ

ξ iξ i ξ Y

ξ ξ

ξ Y

ε ξ

    

  


   



    

  










     


  

    


   




 

 





  



 نبيل عليد.                               0202  عام 6 العدد  45  البعث  المجلد مجلة جامعة 

11 

 

(4.2)      

0

0

0

0

0

2 2

2

4

2
2 2 2

22

2 2 2

3 4

2 2 2

3

[ ( )] [ ( ) ( ) ( ) ( ) ]

( ) ( )

2 ( 1) [ ( )] ( ) ( ) ( )

( 2 ) [ ( ) ] ( )

( )

( 2 ) [ ( ) ]

{ }

;

;

j i i j

j i

i j

i j

s s

s s

μ
ξ ε i ξ Y ε i ξ Y

ε ξ

γ ξ iξ i ξ i ξ Y

ξ ξ

β i ξ Y

ξ

 




  



    



   

 








     


 

     


   




  

 

2 حيث:
1

)( ii ξξξ :كوا أى ، 

         
])[)

]))[)(

((

((;

22
4

2
2

2222
4

2
2

4

4

0

00











 ξξξ 

و
2

2
c


 )(    و   

3

3
c


 )(        و 

4

4
c


 )(   و



 
2c 

و   
J

c
 2

3       و
J

ε
c





4

و       





2


42
0

  

و            
ε

p








4
22

0
sp2و   

0      و







2
s. 

ريق   ة الترا ي   ب لمع   ادلات الحر    ة بالإجه   ادات والح   رارة م   ن ن   وع باس   تكدام تهج   ين ط     
Ignaczak  م    طريق  ة الت ام  ل القائم  ة عل    تحوي  لFourier  الت   املي المض  اع  م  ن

 ، الش اذالص ر  ال دينامي ي ال دقيق Green-Ignaczak سلو  سنوجد ، 4Fالمرتبة الرابعة

 وال   ذي ،3R ام   ل ش   غلوي لح   رارة، الكاض     (،E-N:6) الاس   تقطاب دقي   ق الص   لب للجس   م

م  ن  وحق  ل درجات   ، الك  ارجي، جميعه  ا معدوم  ة ي  ي ال نهاي  ة، وذل    الكارجي  ة، إجهادات   
     الحجمي العزمحالة أجل 

(4.3)                      0 ( )
i i

i t
h

M eY   
 x  

0 حيث  و للتردد، رمزوي معط  ثابت( ) x   هو توزيDirac   3علR ،[10] ،

1 تعريف   بالع ق ة  بحسب يعط  والذي 1 2 2 3 3( ( ( () : ) ) )x x x         x  ،

)حيث )
i i

x  هو توزي Dirac  علR و
1 2 3( ), ,x x xx 1و 2 3( ), ,   
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، الص رية، الدقيق ةهو ثابت موجب. ولنوج د الآن العملي ة الدينامي ي ة الش اذة، 0M ما أن  
   (.4.3) للقوة الحجميةالموايقة 

 المواي    ق الش    اذ، الص    ر ، ،ال    دقيقدينامي ي ل    ا Green-Ignaczakس    لو   . أ 4       
   ( 4.3) الحجمي عزملل

    [11 , 10] ، وبالأكذ بعين الاعتبار أن(4.1) - (4.2)يي  (4.3)بتعويض
(4.4) ( )

( , 2 () )
i i i t

te d e e d 
    

   
  

   

      
x ξ ξ

x x


 

 نحصل عل     
 ، الصرية الدقيقةلإجهادات القوة،  Fourierتحويل      

(4.5)

0

0

0

0

0

( )

4

2
2 2 2

22

2 2 2

3 4

2 2

2

4

2 ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

( ) ( ) ( )2

2 ( 1) [ ( )] ( ) ( )

( 2 ) [ ( ) ] ( )

2 [ ( )]

( ,
( ) ( )

{ }

)

;

;

;

j ii s h j s hh
j i

ki j k

i j h

s

h

i

M
ζ

i ξ i ξ iξ

ε ξ

ξ iξ i ξ

ξ ξ

ξ

ε ξ
e

    

  


   



    

  
 
























     


  

    


   




 

ξ

 





   

(4.6)

0

0

0

0

0

0

2 2

2( )

4

2
2 2 2

22

2 2 2

3 4

2 2 2

3

[ ( )] [ ( ) ( ) ( ) ( ) ]

( ) ( )2

2 ( 1) [ ( )] ( ) ( ) ( )

( 2 ) [ ( ) ] ( )

( )
(

( 2 ) [ ( ) ]

{ }

)

;

;

j i h i j hh
j i

i j

i j

h

h i

M
μ

ξ ε i ξ ε i ξ

ε ξ

γ ξ iξ i ξ i ξ

ξ ξ

β i ξ

ξ
e

 




  



    


 

   

   






















     


 

     


   




  

ξ
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 توا أى:ّ

(4.7)               
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2
4

1 1 1 1
,

( ) ( ) ( ) ( )( ); ξ ξξ        

 
  

    
 

                                                       

(4.8)                        
2 2 2 2

1 2

2 2
2 12

4

( ) ( )( )
,

( ) ( )( );

A A

ξ ξ

ξ

ξ

 

   

 


 

 




 

(4.9)  
2 2 2 2 2 2

1 2 3

0

0

0

0

2
2 2 2

22

31 2

2 2 2

3 4

( 1) [ ( )]
( )( ) ( )2

( ) ( ) ( )
[ ( ) ] ( );

CC C

ε ξ ξ ξ

ξ

ξ ξ

  

      


  



   

 
   

     

  

  

 

2حيث  
1 ( )  2و

2 ( )   هي جذور  ثير الحدود 

        0 0

0

4 22 2 2 2
4 2 4

2 2 2
2 4

( ) [ ) ) ]

) [ ) ]

; ( (

( (

         

    

  



   


 

2 و  

3 0
2 2

3
( )( )      

      ما أن   
2 2
2 1

2 2 2

2 1

( ) ( )
)

( ) ( )
(A

   


   





  ,   

2 2
2 2

1 2 2

1 2

( ) ( )
)

( ) ( )
(A

   


   





 

      
2

22 1

1 2 32 2 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( )
) , ) , )

( ) ( ) ( ) ( )
( ( (

A A
C C C

  
  

       
    

 ، ومن ثم بتطبي ق تحوي ل(4.5)- (4.6)يي التحولات  (4.9)-(4.7)يبتعويض الع قات   

Fourier 1الت   املي، الرب  اعي الع س  ي
4
F ق  ات الناتج  ة، وباس  تكدام كاص  ة ، عل    الع

 بالع قة التي تتمثل ، Diracتصفية توزي  

(4.10)                   
0 0( (( ) ) )f t t t d t f t





  

  [11 , 10] والع قات
(4.10)              1

4 [ ( ) ] ( )( ) , ,
j j

i ξ f f t   F ξ x 

(4.11)            2

2 2

( )

2

i i a R

a Rξ

e e
d 

   

  



  



x ξ

ξ 
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:  م  العلم أن
j

j
x


 


R:، و   x وحيث ،a نحص ل ، عدد حقيقي أو عق دي

 بالنتيجة عل  
 الشاذة، التالية  ،الصرية ،الدقيقةالإجهادات  -

(4.12)
0( ) 2

11

12 2

1 2

4

( ) ( )
( ) )

[ ]
1

,
(

h
j i i j k k h i j h

i s h j j s h i

i t

s

M p e
ζ

F

£


   
 



 








 

  

 

  
 

 



 

 

 

(4.13) 
3

0( ) 2

1

1

2

24

1
( ) ( )[ ] ,i h j h

i jh
j i h i j

j i

i t i R
M e γ

ε

ε ε
ε

R

β e
£

 



   





 

   
  

   


  

 

  

 




 

 



 

  ,                   حيث 
1 32

1 2 31

i R i Ri R

C C C
R R R

e e e
£

 

    

     ,     
1 2

1

i R i R

F
R

e e
 




,  
1 2

1 2 1

i R i R

A A
R R

e e
 

  
2 كويييييييييييييييييييييييييييا أى: 2 ( )  ّ3 3( )   ّ4 4 ( )     ّ1 1( )   

ّ2 2 ( )   ّ 3 3( )    ّ1 1( )A A   ّ2 2 ( )A A   ّ1 1( )C C  

 ّ2 2 ( )C C   ّ3 3( )C C . 
) ، الص   ريةأم   ا انفع   الات الق    وة، المتمم   ة، الش    اذة     )

j i
h  ،وانفع    الات الع   زم، المتمم    ة ،

)، الص ريةالش اذة )
j i

h    ينحص ل عليه ا، بحس ب طريق ة الترا ي ب ي ي وص ،Ignaczak ،
، (4.13و) (4.12) م    ن لم    ايلي. ويق    اً  (،3.53)الع ق    ات ي    ي ،(4.13و) (4.12)بتع    ويض

 لدينا  

(4.14) 0

( ) 12 2

1 2

( )
( ,

4 ( ) ( )
)

j i i s h j j s h i

i t
h

s

M p e
ζ F
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(4.15)     
0

[ ]

( ) 2
11

12 2

1 2

4

(
( ) )

) ,
(

h
j i i j k k h i j h

i s h j j s h i

i t

s

M p e
ζ

F

£




 



 








 

  

 


 

 



 

 

 

(4.16)

3
0

( )

( ) 2

1

1

2

24

( ) ,i h j h

i jh
j i h i j

j i

i t i R
M e γ

ε

ε

R

β e
£

 




 






 

   
  

   




 

  

 




 

 



 

 

(4.17)           0

[ ]

( )
1(

4
) ,i h j h

h
j i j i

i t
M e ε

ε



 








     

 

(4.18)
3

0( ) 2
11

2

24
( )

3h
k k h

i t i R
M e γ

ε R

β e
£

 




 

  
 
 
 

   


  

   [10 , 9] وبما أن

(4.19)               2 2 21
( ) ( )

i a R i a R

a
R R R

e e
   

(4.20)              1 2 1 2 31 , 0 ,A A C C C     
(4.21)               2

3 3

2 3 3 2

2 2

γ β β

ε
C




    


 

  
 

   ( أن 4.18)يينتل عن ذل  وعن الع قة 

(4.22)               
3

0( ) (3 2 )

( 2 )4

h
k k h

i t i R
M e β

R

e 


 




  
  

 
 

  

( 4.16)و  (3.53( ي         ي الع ق         ة الأول           م         ن )4.15( و )4.14)ن، بتع         ويض الآ   
انفع الات الق وة، المتمم ة، (، نحصل عل  3.53( يي الع قة الثانية من )4.22( و)4.17و)

)الشاذة، الصرية  )
j i

h ممة، الشاذة، الصرية، وانفعالات العزم، المت( )
j i

h  التالية ، 
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(4.23)         

0( ) 2
12 1

4

2
12 2

1 2

4

,

h
j i i j k k h i j h

i s h j s

i t
M e

Jc

s
F

£




 










   

 

 



 



 

            

(4.24       )       0( ) 2
12 1

4

,
4

i h

h
j i j i h

i t
M e

Jc
£








     

أكي  راً، الإزاح  ات وال  دوارانات، المتمم  ة، الش  اذة، الص  رية، الموايق  ة، تن  تل بحس  ب          
(، 3.25)-(3.29)، ع  ن تحلي  ل الش  روط الابتدائي  ةIgnaczak طريق  ة الترا ي  ب ي  ي وص   

( 3.31) (، وع   ن الع ق   ات4.13( و)4.12) ، الش   اذةالمتمم   ة الص   ريةبمس   اعدة الحل   ول، 
بتحلي       ل الش       روط  ( ، باتب       اع م       ايلي.4.13( و)4.12(، بمس       اعدة الع ق       ات )3.32و)

1الابتدائي  ة
1و (3.26)

( ومش  تق  4.12) الش  اذ الص  ر ، ، بمس  اعدة الح  ل، الم  تمم، (3.28)
0tمن أجل لحظة البد (الزمني  ( نصل إل  أن ، 

(4.25)                         ( ) ( )
j j

h hig f   
 حيث 

(4.26)            0
12 2

1 2

( )

4 ( ) ( )
j j s h

h
s

M p
f F

   
 

 
   

2أم  ا بتحلي  ل الش  روط الابتدائي  ة 
2و (3.26)

، بمس  اعدة الح  ل، الم  تمم، الص  ر ،  (3.28)
0tمن أجل لحظة البد (( ومشتق  الزمني 4.13) الشاذ ( نصل إل  أن ،   

(4.27)                         ( ) ( )
j j

h hi k    
 حيث 

(4.28)                        0 2
12 1

4

( )
,

4
j hj j h

h M

Jc
k £ 


     

 ، أن  (4.12)الآن، ينتل عن الع قة  

(4.29) 0
1 1, 2 2

1 2

( ) ( ) 2( )
4

1ˆ
i j i j i j h j

i t
h h M p e

ζR F
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 وبما أن  

(4.30)                        

2

2

1 1 12 2 2 2

1 2 1 2

21
F F

   


   

 
 

 ( الش ل التالي 4.29)يتأكذ الع قة 

(4.31)                   
2

2

2 2

1 2

0
1

( )

4 )

ˆ

(
i i j h j

i t
h M p e

R F


  



  


 

  والع قات(، 4.20( و)4.19) اتوعن الع ق ،(4.13( و)4.12) ما ينتل عن  
(4.32)                       2

3 3

2
1

2

γ β

ε
C

  
 

 
 

(4.33)                         21 1
( ,

4
( ) )
R




   x  

(4.34)        2, ,
i j k i s j k n j n k i j k i j k nn s s n          

 أن  

(4.35)  3

0
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,

2
1 12 21

1 2

1 1 12 2

1 2
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2

1
2
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4
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[ ]
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M e p

p F
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p
p F

R
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s e

s

J M J M Y

J Y
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( و4.19)م الع ق  ات ه  ذا م  ن جه  ة. وم  ن جه  ة أك  ر  باس  تكدا
1

، يم   ن بس  هولة (4.20)
 اثبات أن 

(4.36)         
3

2
1 1 42 2 1

1 2

2( ) ,

i R
p

F p
R

s e
£




 

     


 

(4.37)        2
1 1 4 12 2

1 2

2 2 21
2( ) ( )

p
F p

R

s


 
       


 

 (، نكصل عل  الع قة التالية 4.35)يي  (4.37( و)4.36) بتعويض، الآن



 محدود وغير الاستقطاب دقيق مرن صلب جسمل ة الصرفةالدقيق غرين معادلات

 11 

(4.38)          0
2

( )1 24
11

,
4

i hi i h

i t
h M e

J
J M £









       

، من ثم بالاستفادة من (3.54) يي الع قة( 4.31)و  (4.26)و (4.25)أكيراً، بتعويض 
  ع قة الطي

(4.39)                  2 1 )(i t i t
e ei tt       

 الشاذة، الموايقة، التالية   الصرية، نحصل بعد الاكتصار عل  الإزاحات المتممة،

(4.40    )                                        
0

( ) ( ) ( ) ( )1

12 2

1 2

[ ]

,
4 ( ) ( )

ˆh h h h
i i ii

i s h

i t

s
M p e

u g t f t R

F


 



 







 

      

 


    

من ع قة  بالاستفادة ثم (،من3.55) الع قة يي (4.38)و (4.28)و (4.27)أيضاً، بتعويض 
   الموايقة (، نحصل بعد الاكتصار عل  الدورانات المتممة، الصرية، الشاذة،4.39) الطي

(4.41)             
 0

( ) ( ) ( ) ( )1
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12 1

4

[ ]

,
4

h

h h h h
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)مث  ل  ت        ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ , , , , , ]h h h h h h     u κ     ، (4.40) المعط  اة بالع ق  ات 
 ،Green-Ignaczak ( ، تمث       ل عملي       ة4.24( و)4.23و) (4.13)و (4.12)( و4.41)و

 المتغي  ر ، ي  ي النقط  ة المر   ز للع  زم الحجم  ي ةيق  الموا الش  اذة، الص  رية، الدقيق  ة الدينامي ي  ة،

   .                      (4.3، والمعط  بالع قة )م  الزمن توايقياً 
الموايق  ة لع  زم حجم  ي نظ  امي  الص  رية، ، الدقيق  ة، Green-Ignaczak. ب  ص  ي    4

 متغير توايقياً م  الزمن 
، الدقيق  ة الص  رية، الموايق   ة للع  زم الحجم   ي  Green-Ignaczakييم  ايلي س  نناقش ص   ي  

0الزمن بترددالتالي، المتغير توايقياً م   ،النظامي      
(4.42)                      ( , () )

i i
i t

t eY Y
x x 

0  نكتارس ،السابقة الفقرة يي ،لهذا الغرضو    1M  ، ب    نرمزس ثم ومن( )
( , ; )

h
j i

ζ  ξ  

)ب    ّ )
( , ; )

h
j i

tζ  x   عل    الترتي  ب، وب    (4.12)الع ق  ة ( و 4.5)ق  ة للط  ر  الأيس  ر للع ،
( )

( , ; )
h

j i
 ξ  ّ     ب( )

( , ; )
h

j i
t x   (4.13( والع ق   ة )4.6)للط   ر  الأيس   ر للع ق   ة ،
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، م ن ث م (4.42)ع ل طري ي الع ق ة  4Fالرب اعي Fourierبتطبي ق تحوي ل  .عل  الترتي ب
 (، نجد  4.4)عتبار الع قة الثانية يي بالأكذ بعين الا

(4.43)                    
1

2( , (2 ) ( () ) )
i i

Y Y     ξ ξ 
 هنا  حيث

(4.43)         
3

2

3

1
( [ ( (

(2 )

) )] )
i i i

i
Y Y Ye d



  


  

   
x ξ

ξ x x xF 

 ت تب بالش ل  Delta Diracوالتي حسب كاصة تصفية 
(4.43)            
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1
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x ξ
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(4.44)                  
1 1

2 2
4( (2 ) [ ( ( (2 ) [ ( () ) )] ) )]

i i i
t tY Y Y    ξ x xF 

 ، نجد (4.2( و)4.1)بالتعويض يي التحويلتين 
 لإجهادات القوة، الدقيقة، الصرية  Fourierتحويل    

(4.45)
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(4.46)
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 واللتان ت تبان بالش ل التالي 
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(4.48)
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    بالش ل  ت تبان (4.48و) (4.47) أن ،(4.44و) (4.43) الع قات عن أن  ينتل الآن، لن حظ
(4.49)                ( )2( , ) (2 ) ( , ; ) [ ( ( ,) )]h

h
j i j iζ ζ tY    ξ ξ x    

(4.50)             ( )2( , ) (2 ) ( , ; ) [ ( ( ,) )]h

h
j i j i tY     ξ ξ x   

0 حيث هنا  1M . 
 (، نحصل عل  4.50( و)4.49)عل  طريي  ل  من  Fourierمبرهنة الطي ل  بتطبيق    
(4.51)           
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  الشكل التالي:    (4.54( و )4.53)، تخذر الع قتاى (4.10) ّتتطثيق ذاصح التصفيح

(4.55)        
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(4.56)        

( )

( )

2

( , ; ) ( (

1
( , ; ) ( ) ,

4

[ ) ) ]h

h

h
j i

h
j i t d

t tY

Y






  

  

  

  



x x

x y y y

  

  

  

، الدقيقييح الصييسفح، اجييل الإجِيياداخ الدقيقييح الصييسفح،  Green-Ignaczakّتييرلك تصييثل صيييغ 

 تالي (، بالش ل ال4.42)عزم الحجوي للّالوْافقح 

  

(4.57)              ( )
( , ) ( , ; ) ( ) ,h

h
j i j i t dζ t ζ Y

  

  

   x x      
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(4.58)                    ( )
( , ) ( , ; ) ( ) ,h

h
j i j i t dt Y 

  

  

   x x      

)  Greenل ن بحسب كواص تواب   )
( , ; )

h
j i

tζ  x   ّ ( )
( , ; )

h
j i

t x :فإى ، 

(4.59)        ( ) ( ) ( ) ( )
( , ; ) ( , ; ) , ( , ; ) ( , ; )

h h h h
j i j i j i j it t t tζ ζ        x x x x      

، الدقيقييح الصييسفح، اجييل الإجِيياداخ الدقيقييح الصييسفح، Green-Ignaczakصيييغ ّتصييثل تييرلك 

   (، بالش ل 4.42)ّالوتْافقح هع العزم الحجوي 

(4.60)                         ( )
( , ) ( , ; ) ( ) ,h

h
j i j i t dζ t ζ Y

  

  

   x x    

(4.61)                      ( )
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 :اتوالمقترح الاستنتاجات .5
 الاستنتاجات: )أولا    
(، غي ر المح دود، وال ذي E-N:6) الاس تقطاب دقي ق الص لب الترمودين امي ي الجسم من أجل 

-Green س       لو  I)      أوج       دنام       ة، و         ً  م       ن إجهادات         وحرارت        ، الكارجي       ة، معد
Ignaczak ، جم  ي المر   ز والمتغي  ر توايقي  اً م    الح ع  زمالمواي  ق لل الش  اذ، ،ال  دقيق الص  ر

، الدقيق     ة الص     رية، لأج     ل الإجه     ادات  Green-Ignaczakص     ي   II)،  (4.3)من  ال     ز 
   .(4.42) النظامي الدقيقة الصرية، والمتوايقة م  العزم الحجمي

 المقترحات: )ثانيا      
   مسائل للمناقشة، هي التالية  أرب يم ن أن نكتم هذا البحث باقتراح 

حق ول  ب اقي تعطي التي Green-Ignaczak صي  نم المتبقي الجز  استنتاج المسألة الأول    
Ignaczak  ،الدقيقة الصرية ( , ,  , )   u κ  (4.42)، ّالوتْافقح هع العزم الحجوي. 

الت      ي تعط      ي العمليت      ان الترمودينامي يت      ان،  Greenاس      تنتاج ص      ي    ثاني      ةة الالمس      أل  
  الآتيين الش لينن أحد أي حالة ملأجل المتممة، الدقيقة، النظاميتان، الهو ية و 

(5.1)               ( , 0 , 0)
i i i

i t
eX X Y Q

  x 
(5.2)                0 , 0 , ( )

i i
i t

eX Y Q Q
   x 

 حي    ث 
1 2 3( ), ,X X X،0و متج      الق    وة الحجمي    ة الم    ؤثرة ي    ي الجس    م  وثاب    ت ،Q 

 .الجسم المعتبر المصادر الحرارية يي
المتمم ة  ، الدقيق ةالهو ي ة و  Ignaczak دراس ة وج ود الح ل المعم م لمس ألتي المسألة الثالث ة  

 للجسم الصلب دقيق الاستقطاب، والمحدود.
،  الدقيق   ةالهو ي   ة و  Ignaczakدراس   ة وحداني   ة  الح   ل ل    ل  م   ن مس   ألتي   رابع   ةالمس   ألة ال

 المحدود.المتممة للجسم الصلب دقيق الاستقطاب، و 
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