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مسألة الوصف التقليدي لحل  التراكيبطريقة 
للانفعالات  حالة التناظر المحوري الأولىل) العام(

 الاستقطابللجسم الصلب المرن دقيق  المرنة 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1خضر منهل الصّالحالباحث: 
                                                  

 :ممخص البحث
 

الاستقطاب، مركزي التناظر والمتجانس ن دقيق يتعمق البحث بالجسم الصمب المر 
 ضمن ما يسمى حالة التناظر المحوري ثوابت مادية، خمسةوالمعيّن ب المناحيوالمتماثل 

، ] [6نوفاتسكي البولندي  من خلال الباحثين: والمناقش رياضيا   المرنة للانفعالات الأولى
 بداية  تم مايمي: .(E-N:5)، والذي نرمز لو اختصارا  بالرمز] [5 إرينغن :والتركي

 الرياضي النموذجعرض ثانيا :  ،أولا : عرض النموذج الرياضي التقميدي لمجسم المذكور
شيفر لأجل مسألة القيم الحدية تثالثا : طريقة متجو  ،الدوراني لمجسم المدروس -الإزاحي

 الدورانية لمجسم المدروس.  –الإزاحية  ،والإبتدائية
العام( لمجسم الصمب المرن  شيفر إلى الشكل التقميدي )تقة متجو طري في البحث، عممنا
 المرنة. وتلانفعالا الأولىضمن حالة التناظر المحوري  (E-N:5) دقيق الإستقطاب

  لممناقشة. ينتلأمس باقتراحبعدىا أنيينا البحث 
 
 

ة حال -الجسم الصمب المرن دقيق الإستقطاب  -: طريقة التراكيب الكممات المفتاحية
 التناظر المحوري الأولى للانفعالات المرنة. 
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The superposition method in solving the 

general traditional mathematical model 

for the first axially symmetric state of 

elastic strain of micropolar elastic solid 
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Abstract 

  

 This paper is about  the mathematical model of the centro-symmetric, 

homogeneous, and isotropic micropolar elastic solid with 5 material 

constants in the first axially symmetric state of elastic strains, 

discussed by Nowacki [6] together with Erigen [5], and shortly 

called (E-N:5). First, we introduce the following: 

1) The traditional model of such a body in frame of the second axially 

symmetric state of elastic strains.   

2) The displacement- rotation model of the above mentioned  body. 

3) The Schafer vector method for the displacement – rotation initial-

boundary value problem of the above mentioned micropolar elastic solid. 

In this paper, firstly we generalized the Schafer vector method to the 

traditional (general) description of the considerable body in frame of the 

first axially symmetric state of elastic strains. Finally ,we end the paper 

by two problems for discussing . 

 

 
Key words: The Superposition method –The micropolar elastic solid – The first axially 

symmetric of elastic strains. 

 

 

 

                                                 
†

    Applied Math.    

 

 



 خضر منهل الصالح                        0202  عام 4العدد  45   المجلد البعث  مجلة جامعة 

 

7; 

 

 :  مقدمة -1
شيفر لحل مسائل القيم الحدية )التوازن( لمجسم تمتجو طريقة تمت مناقشة  1,2] [في 

المرنة ،  للانفعالاتضمن الحالتين المستويتين الأولى والثانية  الاستقطابالمرن دقيق 
 المرنة.  للانفعالاتوضمن حالتي التناظر المحوري الأولى والثانية 

مسائل القيم الحدية في حل شيفر ميفيتش بمناقشة طريقة متجو تالباحث ديشقام   3] [في 
)التحريك( من نوع لامي لمجسم الصمب المرن دقيق الإستقطاب، ضمن  والابتدائية

 الأولى والثانية لتناظر المحوريوكذلك ضمن حالتي االحالتين المستويتين الأولى والثانية 
 . ) 4] [انظر أيضا :( يذا الجسمل المرنة تللانفعالا

 : هدف وأهمية البحث -2
مسألة النموذج الرياضي التقميدي  شمللتشيفر تييدف البحث إلى تطوير طريقة متجو  -أ
للانفعالات المرنة ليذا  ولىضمن حالة التناظر المحوري الأ (E-N:5) لمجسم )العام(

من  يلسأالأولى معادلاتيا  ؛مسألتينتؤول المسألة الأساسية إلى مجموع  ثيبح الجسم،
 )أي أنيا أسيل ةمتجانس والابتدائية التي منشأىا القوة،، والثانية شروطيا الحدية الأصمية

 (. لممسألة الأساسية من حيث الشروط الحدية والابتدائية
كونيا تعطي طريقة تسيل إيجاد الحل يمكن أن تممك نتائج البحث أىمية كبيرة  -ب

مرن دقيق الاستقطاب ضمن حالة التناظر الحاكم لمسموك الديناميكي لمجسم الصمب ال
أسطوانة حديدية، أو نحاسية أو فولاذية (للانفعالات المرنة ليذا الجسم  ولىالمحوري الأ

في ميكانيك المواد  تطبيقات ىامّةيممك يمكن أن ، الأمر الذي )أو من الألمنيوم ... الخ
 )مخبر المواد(. 

 :  طرق وأدوات البحث -3
 من الوصف الإزاحي الدوراني شيفرتطريقة متجو  في تعميم 3] [ حثم نتائج البسنستخد

وذلك  (E-N:5) الاستقطاب دقيق المرن ( لمجسم الصمب العام إلى الوصف التقميدي )
 . ليذا الجسم المرنة للانفعالاتولى محوري الأالضمن حالة التناظر 

 المتمثمة، ] page 111 ;3 [ البحث  نتائج يمزمنا من مافيما يمي عرض نليذا الغرض 
 : بالأتي
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المتجانس  دقيق الاستقطاب، الوصف التقميدي )العام( لمجسم الصمب المرن: 1 -3
حيث ، لو المرنة للانفعالات لأولىا ضمن حالة التناظر المحوري ،والمتماثل المناحي

 :3R] [3فيدودة المحو  بسيطة الترابط يشغل في لحظة البدء المنطقة الجسم
 : مقدمة بسيطة

321لتكن  xxxO 1 ، قاعدتياعطاليةديكارتيّة  مقارنة جممة 2 3( , , )e e eالقاعدة ، ولنأخذ 

)الموافقة الاسطوانية , , )r ze e e، ىي الاسطوانية الاحداثيات حيث , ,r z  لنقطة
المحدودة ممنطقة بسيطة الترابط ل نرمز بـكما  مادية لاغرانجية من الجسم المدروس.

ليذا  ممسالأ لمسطح  وبـ البدء، لحظة في دروسالم ميا الجسمّ ، والتي يحت3Rفي
Tبـ و  الجسم،  ]0, [   بـوT [0, [ . ميكي المرن دقيق الدينا السموك عيّنتي

 التنسورية: الاستقطاب، لمجسم المدروس بواسطة مجموعة المقاطع
( , , , , , )μ κu  ،   أنّ  عمما: u و ىما عمى و لان، متجييان مستق مقطعان

, :أن ، إضافة إلى مقطع الإزاحة و مقطع التوجّو الترتيب، , ,μ κ ، ىي مقاطع 

 مقطعإجيادات القوة و  مقطععمى الترتيب:  ىيو ، غير متناظرة الثانية المرتبة من تنسورية
 .العزمانفعالات  مقطع، و القوّة انفعالات مقطعإجيادات العزم، و 

 تكون (E-N:5)المرنة لمجسم المدروس للانفعالات ولىالتناظر المحوري الأ حالة في   

الإحداثي  عن ةمستقم لمجسم المرن الديناميكي  نظّم السموكت التي التنسورية مقاطعال جميع
الأسطواني  الإحداثي النظام في السابقة ل المقاطعتمث أن ويمكن ،الثاني الأسطواني

( , , )r ze e e وفيT كما يمي : 
(1.3)                         ,0, , 0, ,0 ,r zu u  u  

(2.3)          
0 0 0

0 0 , 0 ,

0 0 0

rr rz r

r z

zr zz z
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لمموضع فقط ت السابقة تتبعالمركبات الموجودة في العلاقا كلبأن  نذكّر ىنا  ,r z 
 . tولمزمن

لمجسم المدروس ضمن حالة التناظر المحوري الأولى  )العام( أولا  : الوصف التقميدي 
 : لانفعالاتو المرنة

المرنة لمجسم  للانفعالات ولىلحالة التناظر المحوري الأ )العام( الوصف التقميدييتكوّن 
من المعادلات والعلاقات  ،المناحي والمتماثل المتجانس ،(E-N:5) عتبرالم المرن الصمب

 [: [3التالية  والابتدائيةالأساسية والشروط الحدية 

T معادلات الحركة في   : 

(4.3)             1 ,r r r z z r r r r rr X u           

(5.3)                  1 ,r r z z z z z zr X u         

(6.3)                
 

1

[ ]2 2 ,z r r r z z r
r Y J   

           

                   حيث :       
1 1

,
2 2

z r r z r rz r r  
         

          , ,r z
r z

 
   

 
 

الدورانية  العطالةو ،  الكتمة الحجمية لمجسمما ى عمى الترتيب، ،Jو من كلاا  أنّ  عمما  
 فإن: موىما مقداران ثابتان؛ لأن الجسم متجانس. إضافة  إلى ما تقدو، ل

 ,0 ,r zX X X و 0 , ,0Y Y ،  القوة الحجمية  مقطع  عمى الترتيبىما
ة يعني الاشتقاق الجزئي رمز النقطكما أن ، لحجمي لمجسم المدروسالعزم امقطع و 

  ، بالنسبة لمزمن

Tفي الانفعالاتمعادلات توافق     : 
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(7.3)                              
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Tفي العلاقات التأسيسية، المحققة    : 

(8.3)            

         

 

2 ,

2 ,

2 ,

, , , ,

, , , ,
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rحيث: r z ze      ، :كما أن , , , ,     R .ثوابت المرونة لمجسم 

Tالعلاقات اليندسية المحققة في     : 

(9.3)                

1

1

, , ,

, ,

, ,

,

r r r r r z z z z

r z r z z r z r
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 :والابتدائيةالحدية الشروط  

Tعمى الشروط الحدية  : 

(10.3)     , ,

,

r r r z z r r r r z z z z z

r r z z

n n p n n p

n n m  
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,حيث الدوال: , : Tr zp p m   R ،و معمومة ,0,r zn nn ىي المركبات
 .الاسطوانية لمتجو واحدة الناظم الخارجي عمى السطح 

 :{0}في  ةلابتدائيالشروط ا

(11.3)            , , , , , , , , , ,r z r z r z r zu u f f f u u g g g      

, حيث الدوال: , , , , :r z r zf f f g g g  R معمومة. 

الوصف التقميدي )العام( لمجسم الصمب المرن دقيق الاستقطاب، المعتبر، ىدف مسألة   
إيجاد مجموعة الحقول  ىو لانفعالاتو المرنة، الأولى المحوري ضمن حالة التناظر

)الفيزيائية  , , , , , )μ κu   (1.3) -(11.3)، المحققة لممسألة.  
 

 : الدوراني -الإزاحي: الوصف  ثانيا   

, حذف الحقول الفيزيائية نحصل عمى ىذه المسألة من خلال    , , κ μ  من الوصف
الوصف عمى مسألة   التبسيطو  الاختصار بعد فنحصل ،(1.3) -(11.3) )العام(التقميدي 
 والشروطالأساسيّة  والعلاقات المعادلات مجموعة من ؤلّفةالم التالية، الدوراني -الإزاحي

  التالية: والابتدائية الحدية

T ، المحققة فيالإزاحات والدوراناتمعادلات       : 

(12.3)      
 

 

 

1
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 حيث:

(13.3)  

   

   

1

2 1 2 2
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Tعمى لشروط الحديةا  : 
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(14.3)        1{ 2 [ ]}

[( ) ( ) ( ) ( )] ,

r r r r r z z

z z r r z r

n u r r u u

n u u p 

 

     

     

        
 

(15.3)             
 1

[( ) ( ) ( ) ( )]

{ 2 [ ]} ,

r r z z r

z z z r r z z z

n u u

n u r r u u p

      

  

       

      
 

(16.3)                               

1[( ) ( ) ]

( ) ,

r r

z z

n r

n m

 

 

     

  

    

   
 

 الشروطو  (8.3) سيةالعلاقات التأسيو  (9.3)اليندسية العلاقات ،  مما تقد إلى نضيف
ونسمي المسألة الناتجة بمسألة القيم الحدية  ،(11.3)والابتدائية الحدية  الابتدائية

المناحي،  والمتماثل المتجانس ،(E-N:5) المدروس الإزاحية الدورانية لمجسم والابتدائية،
 المرنة.  لانفعالاتو الأولىضمن حالة التناظر المحوري 

الدوراني لمجسم الصمب المرن دقيق الاستقطاب، المعتبر،  -يالوصف الإزاحىدف مسألة  
إيجاد مجموعة الحقول الفيزيائية  ىو الثانية لانفعالاتو المرنة، المحوري ضمن حالة التناظر

( , , , , , )μ κu   (9.3)و (8.3)و  (11.3) -(16.3)، المحققة لممسألة.  
 

الدورانية لمجسم        - الإزاحية والابتدائيةلقيم الحدية شيفر في حل مسألة اتطريقة متجو ثالثا : 
 المرنة:  لانفعالات ضمن حالة التناظر المحوري الأولىالمعتبر 

لمناقشة ىذه الطريقة، نعرَّف متجو تشفير: 0, ,0 :بالشكل التالي 

(17.3)                          
1

( )
2

z r r zu u      

Tنحصل عمى المعادلات التالية المحققة في  (12.3)في  (17.3)عويض بت : 

(18.3)           
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 ونفرض أن: 

(19.3)               

0 0 0

0 0

, , ,

, ,

r r r z z zu u u u u u

Y Y Y

  

     

  

  

       

    
 

حيث:  0 0 0, ,r zu u ية المرونة الخطية التقميدإطار  في الصمب المرن تعمق بالجسمت
أما: ،للانفعالات المرنة التقميدية ضمن حالة التناظر المحوري الأولى , ,r zu u   

الزائدة عن التقميدية(. فيما يمي  :)أيممة )الزائدة( تالم ،تسمى بالإزاحات والدوراناتف
 قول الكلاسيكيةلمح الكلاسيكية،؛ والابتدائيةالقيم الحدية  مسألتي سنناقش 0 0 0, ,r zu u ،

 )الزائدة( ممةت( لمحقول المممة )الزائدةتالم والابتدائيةومسألة القيم الحدية  , ,r zu u  . 

 الكلاسيكية المتعمقة بالحقول كلاسيكية،ال ،والابتدائيةمسألة القيم الحدية  : 1 -ثالثا         
 0 0 0, ,r zu u : يما يمنحصل عمى ىذه المسألة باتباع : 

0:نوضع 0  نحصل عمى ، (12.3) من المعادلاتتين الأولى والثانية في المعادل
Tفي المحققتين  ،تين الكلاسيكيتين التاليتينالمعادل  : 

(20.3)                         

0 0 0

0 0

   

2

2

( ) 0 ,

( ) 0

r r r

z z z

u e X

u e X

 

 





  

  









 

0 المؤثر: حيث 0 01 ( )r r z ze r ru u  0و
   

2



 >وضع عن الناتج المؤثر هو 

0  0في المؤثر

 ؛ 2

(21.3)          0 0 0 0, ,r r r z z r r r r z z z z zn n p n n p       

0حيث : 
r r 0 و

z r  0و
r z  0و

z zىي الجزء الكلاسيكي لكل من ،عمى الترتيب r r 

zو  r  وr z  وz z 0 ومع العمم أنّ ؛ 0
r z z r  :حيث 



للجسم  للانفعالات المرنة  حالة التناظر المحوري الأولىل) العام(مسألة الوصف التقليدي لحل  التراكيبطريقة 
 الاستقطابالصلب المرن دقيق 

88 

 

(22.3)                

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0
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 :  عمما  أنو 

(23.3)0 0 0 0 00 0 0 0 01 1
, , , ( )

2
r r r r r z z z z r z z r z r r zu u u u u

r
            

 كلاسيكية،ال ،، نحصل عمى الشروط الإبتدائية(11.3) من الشروط الإبتدائيةأخيراُ، 
 : {0}التالية المحققة في

(24.3)                          
0 0

0 0

, ,

,

r r r r

z z z z

u f u g

u f u g

 

 
 

 ، المتعمقة بالحقول)الزائدة(، المتممة : مسألة القيم الحدية والابتدائية 2 -ثالثا         
   )الزائدة (المتممة  , ,r zu u  :  

 مةالمتم لمحقول ناظمةال والعلاقات المعادلات بيدف الوصول إلى   , ,r zu u    يمزمنا
Tفي إثبات صحة المعادلة التالية المحققة  : 

(25.3)                            0 0
   

22 r z z rX X


   

:المؤثر حيث
2

  



0 :وضع عن ينتج  المؤثر في:   2
2: t      . 

 الإثبات:     

0لأجل ،   (17.3)من العلاقة  0  ،بحصل عمى: 

(26.3)                           0 0 02 z r r zu u    

لة الثانية في والمعاد ،z، جزئيا  بالنسبة لـ(20.3)الأولى في باشتقاق طرفي المعادلة ف
 نجد: r بالنسبة لـــ (20.3)
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(27.3)                      

0 0 0

0 0

   
2

2

2
2

( ) 0 ,

( ) 0

z z

r r

r r z r

z r z z

u e X

u e X

 

 





    

    









 

 وبما أنّ: 

(28.3)                           0 0 0
         

22 2 2,z z r r

  

     

Tفتصبح المعادلتان السابقتان بالشكل التالي في  : 

(29.3)                  

0 0 0

0 0 0

   
2

2

   
2

2

( ) 0 ,

( ) 0

z

r

z r r z r

r z r z z

u e X

u e X

 

 





   

   

 

 





 

من المعادلة الأولى في  (29.3)مباشرة  عن طرح المعادلة الثانية في  (25.3)تنتج الآن 
 .(26.3)ومن ثمّ الاستفادة من العلاقة  (29.3)

 ة(بالحقول المتممة )الزائد المتعمقة التفاضمية المعادلات جممة لاستنتاج الآن , ,r zu u  ، 

0نطبق المؤثر
   

2



عمى طرفي المعادلة
3

المعادلة التالية المحققة فنحصل عمى ، (3.18)
Tفي   : 

(30.3)         0 0 0
      

2 4 4( ) 2 0[ 2 ]z r r z Yu u  
 

     

الآن ينتج عن المعادلات 
1,2

 (25.3)و (30.3) وعن المعادلات ، (20.3)و  (3.18)
)، أنّ الثلاثيّة (26.3)و  , , )r zu u  جممة المعادلات التفاضمية المتممة،  تحقق

Tالتالية في : 
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(31.3)       

0

0 0 0

   

2

1
2

      

2 4 4

( ) 0 ,

( ) ( ) 0 ,

( ) 2

ˆ2

ˆ2

ˆ[ ] 2

r r z r

z z r z

z r r z

e X

e r r X

Y

u

u

u u





 

 

 

 

 








 

  

  



  

  

  

 

 

   

 

1حيث :  ( )r r z ze r ru u    ا أن:، كم  

0 0
      

2 4

1
2 ( ) 0

2
ˆ ˆ ˆ[ ] , Zz r r z rY Y X X X X 

 

     

)ولمحصــول، الآن، عمـــى  المعــادلات، التـــي تحكــم الثلاثيّـــة    , , )r zu u    :نعـــوض ،
1

( )
2

z r r zu u        فنحصـل، بعـد التبسـيط، عمـى (29.3)، في المعاالاتت ،
Tالمعادلات التالية، المحققة في : 

(32.3)   

0

0 0

2

1
2

   

2 4

( ) 0 ,

( ) ( ) 0 ,

( ) 0

ˆ2

ˆ2

ˆ[ 2 ]

r r z r

z z r z

z r r z

e X

e r r X

Y

u

u

u u





 

  

  

 

 

 





  

  

  

   

   

   

  

  

 

 

التالية الناتجة عن الشروط الحدية  والابتدائيةالحدية  الشروط السابقة المعادلات إلى نضيف
  :الأصمية، وذلك باتباع مايمي والابتدائية

، نحصل عمى الشروط الحدية المتممة (14.3)-(16.3)من الشروط الحدية الأصمية 
Tالتالية المحققة في،  )أو الزائدة( : 

(33.3)        1{ 2 [ ]}

[( ) ( ) ( ) ( )] 0 ,

r r r r r z z

z z r r z

n u r ru u

n u u 

 

     

       

           
 

(34.3)             
 1

[( ) ( ) ( ) ( )]

{ 2 [ ]} 0 ,

r r z z r

z z z r r z z

n u u

n u r ru u

      

  

          

        
 

(35.3)                               

1

0

[( ) ( ) ]

( ) ,

r r

z z

n r

n m m
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 التالية المتممة الإبتدائية الشروط عمى نحصل ، (11.3) الأصمية الإبتدائية الشروط ومن

لمحققة فيا 0: 

(36.3)                       00 , , 0 ,r zu f u         

(37.3)                      00 , , 0 ,r zu g u         

 :  رالسابقة المقدا والابتدائيةفي الشروط الحدية ىنا نشير إلى أنو حيث 

(38.3)                                0 0 0

r r z zm n n      

0والمقادير 0,    ( 3.22)–(19.3) الكلاسيكية والابتدائيةتنتج عن مسألة القيم الحدية
 :وعن العلاقة 

(39.3)                        0 0 01
)

2
( z r r zu u    

 :كما أن

(40.3)                      

 

0 0 0

0 0

r r r

z z

  

 

      

   

   

 
 

 و>

(41.3)                          

0 0 0 1 0

0 0

, ,

,

r r r

z z

r   

 

   

 

   

 
 

 أن: ومع العمم

              
0

00 0

0 0
, lim , , , , lim , , ,

t t
r z r z t r z r z t

t



   


 
 



 
       

، (20.3)–(3.24التقميدية ) والابتدائيةحل مسألة القيم الحدية ب آلية حل المسألة:     
نحصل عمى الحل التقميدي 0 0 0, ,r zu uالزائدة(  والابتدائيةل مسألة القيم الحدية ح، وب(
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 نحصل عمى الحقول المتممة الزائدة، (32.3)–(3.41) , ,r zu u   .عوض ماتقدم في ن
العلاقات

1-3
 نحصل عمى الثلاثية، ف(3.19) , ,r zu u. نعوض  , ,r zu u في 

ذاالانفعالات عمى نحصلفالأصمية  اليندسية علاقاتال  الناتجة الانفعالات ىذه عوضنا ، وا 
 في العلاقات التأسيسية الأصمية، نحصل عمى الإجيادات. 

 

 :لنتائج والمناقشةا 4 )

لمجسم   (1.3) -(11.3) امعالوصف التقميدي ال مسألة حل في شيفر متجو طريقة  
 للانفعالاتالأولى  حالة التناظر المحوري لأجل (E-N:5) الإستقطاب دقيق الصمب المرن

 :المرنة ليذا الجسم

 أن:  (1.3) -(11.3) الوصف التقميدي العام مسألةنفرض في  جل ىذا اليدفلأ

(1.4)           
0 0

0 0 0

0 0

+  ,  +  ,

+  ,  +  ,  +   ,

+   , +  , 

 

    

  



μ μ μ

κ κ κ Y Y Y

u u u

     

  

 

0 مقــاطع التنســوريّةال عممــا  أنّ  0 0 0 0 0( , , , , , )μ κu   0و
Yممرونــة الخطيــة  نســب ل، ت

 الأولـــــى التنـــــاظر المحـــــوريحالـــــة ضـــــمن (  Hooke نمـــــوذجالكلاســـــيكية الديناميكيـــــة ) 
)لمقاطع التنسـوريّة ا أما للانفعالات المرنة ليذا الجسم، , , , , , )    μ κu    وY فيـي 

ج كـلا  مـن اسـتنتقوم بافيمـا يمـي سـن. Hookeجسـم  مقـاطع  عـن الزائدة أو المتممة،المقاطع 
ـــوافقــة لالكلاســيكية الم الإبتدائيــةمســألة القــيم الحديــة   ـ

0 0 0 0 0 0( , , , , , )μ κu    ومســألة
المتممــــــة )أو الزائــــــدة(  مقــــــاطعمل وافقــــــةالمالمتممــــــة )أو الزائــــــدة(  الإبتدائيــــــةالقــــــيم الحديــــــة 

( , , , , , )    μ κu    . 
 

 محقول الكلاسيكيةالموافقة ل الكلاسيكية الإبتدائيةلحدية : مسألة القيم ا 1- 6       
0 0 0 0 0 0( , , , , , )μ κu  : :نحصل عمى ىذه المسألة باتبّاع الآتي  

 نحصل عمى: (5.3)و  (4.3) تينمن المعادل
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Tالحركة التالية المحققة في تمعادلا     :  

(2.4)              0 0 1 0 0 0 ,r r r z z r r r r rr X u          

(3.4)                  1 0 0 0 ,r r z z z z z zr X u       

الكلاسيكية الانفعالات  توافق معادلات عمى نحصل ،(7.3) الإنفعالات معادلات توافق من   
Tالتالية المحققة في :  

                                   

 

 

0 0

0 0

0 0

0 0 0

0 1 0 0

0 ,

0 ,

0 ,

0 ,

0 ,

z z r

r r r

r r r

z r z z z r z

z z r r

r

r

r

r

 

 





 

 

 

 

  

  

  

  

  

   

   

  

 : تين فقط ، ىماالتقميدية نحصل عمى معادل ،نفعالات العزمامنيا  حذفناي إذا والت

Tنفعالات التقميدية المحققة فيمعادلة توافق الا   : 

(4.4)                           

2 0 2 0 2

2 0 0 0

2 0 ,

2 0

o

r z z r z r r r z z

z z z r r z zr 

  

  

   

    
 

دسية الكلاسيكية التالية ( نحصل عمى العلاقات الين3.9) ومن العلاقات اليندسية   
Tالمحققة في  : 

(4.4)             

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0

, , ,

, ,

, ,

r r r r r z z z z

r z r z z r z r

r r r

z z

u r u u

u u

r



 

   

 

  

   

   

 





    

     

   

 

 

0 :الكلاسيكي لدورانعمى تعريف ا بالاعتمادوالتي 

: 
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(5.4)                  0 0 01
)

2
( z r r zu u    

 ، تعطينا:(4.4)في  ى الخمسة الأولفإن العلاقات 

Tالعلاقات اليندسية الكلاسيكية التالية المحققة في       : 

(6.4)                

0 0 0

0 0

0 0 0

0 0

1
, , ,

1
( )

2

r r r r r z z z z

r z z r z r r z

u u u
r

u u

  

 

    

    

 

 الكلاسيكي.  ،نفعالات التنسوريتناظر حقل الايتضح و ىنا 

المحققة  ،التالية ،الكلاسيكية لتأسيسيةا العلاقات عمى نحصل (8.3) التأسيسية العلاقات ومن  
Tفي : 

(7.4)            

         

 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

2 ,

2 ,

2 ,

, , , ,

, , , ,

,

r r r r

z z z z

r z z r r z z r z r r z

r r r r r r

z z z z

e

e

e

 

     

   

  

  

  

         

         

 
     

 

 

 

 

   

   


  



 

( 4.7) في ولىالأ الأربعة العلاقات فإن متناظر، الكلاسيكية الانفعالات تنسور بما أنّ و 
 عطينا:ت

Tالمحققة في ،التالية كلاسيكية،العلاقات التأسيسية ال     : 

(8.4)                  
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2 , 2 ,

2 , 2

r r r r

z z z z r z z r r z

e e

e

      

     

   

   
 

0 حيث :   0 0 0

r r z ze      
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 ( ، نحصل عمى: 3.10ومن الشروط الحدية )

Tالتالية المحققة عمى ،الشروط الحدية التقميدية     : 

 (9.4)                0 0 0 0,r r r z z r r r r z z z z zn n p n n p       

 نحصل عمى: ، (11.3)بتدائية أخيرا  من الشروط الا   

 : {0}المحققة في  ،التالية ،الكلاسيكية ،بتدائيةالشروط الا  

(10.4)                      
0 0

0 0

, ,

,

r r r r

z z z z

u f u g

u f u g

 

 
 

( E-N:5) لمجسم لعاما التقميدي لموصف الكلاسيكية مسألةالب (4.2)-(4.10) المسألة سمّين  
 . لوالمرنة  للانفعالات الأولى ضمن حالة التناظر المحوري

 لممقاطع التنسوريةّة وافقالزائدة( الم المتممة)أو والابتدائية: مسألة القيم الحدية 6-6      
) الزائدة , , , , , )    μ κu  : الحصول عمى ىذه المسألة يمزمنا صياغة  بيدف

ثبات ال  .ساعدة الآتية الم توطئةوا 

0 الكلاسيكية مقاطع المتجييّةال نإ مساعدة: توطئة    0( , )μ في تحققT  

 : ة التاليةالمعادل

(11.4)     
 

0 0 1 0 00
   

2
ˆ2 ,r r z z r

r J Y Y    
   



       
 

 

 لكلاسيكيةا والعلاقات اليندسية (7.4) الكلاسيكية التأسيسية العلاقات باستخدام الإثبات: 
 ، بسيولة نحصل عمى: (4.4)

(12.4)           
0 0 1 0 0 00

   

42 ,r r z z r
r J   

    



     

0بتطبيق المؤثر ،الآن
   

2



من المعادلة  بالاستفادة( ،ومن ثم 4.12عمى طرفي العلاقة )  
 .(11.4)، نحصل مباشرة  عمى المعادلة (25.3)
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)ممة تالم مقاطع التنسوريّةلم حاكمةللمحصول عمى المعادلات او  , , , , , )    μ κu   

 الزائدة(، نتبع مايمي:  مقاطع التنسوريّة)ال

0المـــؤثر نطبـــق
   

2



 فنحصـــل عمـــى المعادلـــة التاليـــة المحققـــة ، (6.3) المعادلـــة طرفـــي عمـــى 
Tفي : 

(13.4)     
 

1

[ ]

0
   

2 2 2 0z r r r z z r
r Y J   

    



       
 

                

، وعن (4.3) ( و3.5وعن المعادلتين ) (4.2) و (3.4عن المعادلتين ) ،ينتج الآن 
)المتممة )الزائدة(  المقاطع أن ، (4.11و) (4.13) المعادلتين , , , , , )    μ κu   ،

Tتحقق نظام المعادلات المتمم التالي في  : 

(14.4)             1 ˆ ,r r r z z r r r r rr X u              

(15.4)                  1 ˆ ,r r z z z z z zr X u          

(16.4)       
 

1

[ ]

0 0
      

2 2
ˆ2 2z r r r z z r

r Y J   
    

 

           
 

 

 ( نحصل عمى: 3.7) الانفعالاتومن علاقات توافق     

T ، الزائدة، التالية المحققة فيتوافق الانفعالات علاقات    : 

(17.4)       

 

 
1

0 , 0 ,

0 , 0 ,

0 ,

z z r r r r

r r r z r z z z r z

z z r r

r r

r

r

   

 

 

   

    

  

        

          

     

 

    ، نحصل عمى:(9.3)ومن العلاقات اليندسية   

Tفي ، المحققة العلاقات اليندسية، الزائدة، التالية  : 
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(18.4)             

1
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    :، نحصل عمى(8.3)ومن العلاقات التأسيسية الزائدة   

Tفي ، المحققة العلاقات التأسيسية، الزائدة، التالية  : 

(19.4)            

         

 

2 ,
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r حيث: r z ze         ، 

 التالية، الزائدة، والابتدائية، الحدية الشروط نضيف السابقة المتممة والعلاقات المعادلات إلى  

 : (11.3) و (10.3) شروط الحدية والابتدائية، الأصميةالناتجة عن ال

Tعمى ، الزائدة، المحققةالشروط الحدية   : 

(20.4)         
0

0 0, ,

,

r r r z z r r r z z z z

r r z z

n n n n

n n m m   

   

 

      

   
 

التالية ، المحققة في ،)أو الزائدة( بتدائية المتممةالشروط الا  0: 

(21.4)                       00 , , 0 ,r zu f u         

(22.4)                      00 , , 0 ,r zu g u         
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لأجل  )الزائدة أو( المتممة والابتدائية الحدية القيم بمسألة  (4.14)-(4.22)  المسألة تسمى  
لتناظر المحوري حالة ا ، في إطار (E-N:5) لمجسم الصمب المرن )العام( التقميديلوصف ا

 . ليذا الجسم نفعالات المرنةللا الأولى

 

 : ألية حل المسألة  

عمى  ، نحصل(4.2)-(4.10)الكلاسيكية  والابتدائيةحل مسألة القيم الحدية ب -1
0الكلاسيكية: مقاطع التنسورية،ال 0 0 0 0 0( , , , , , )μ κu  . 

نحصل ف،  (4.14)-(4.22)حل مسألة القيم الحدية والإبتدائية المتممة )الزائدة( ن -6
)المتممة )الزائدة(  مقاطع التنسوريةعمى ال , , , , , )    μ κu   . 

: النيائي الحل عمى نحصل (،4.1) العلاقات في عميو احصمن ما عوضنا إذا أخيرا    -3
( , , , , , )μ κu   (3.1)-(3.11)  )العام(الوصف التقميدي  لمسألة . 
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 :  . النتائج والمقترحات5

 :ج: النتائأولا 

شيفر إلى مسألة الوصف تمتجو  التراكيب المعتمدة عمى في ىذا البحث عممنا طريقة 
 الثانية المحوري التناظر حالة في (E-N:5) التقميدي )العام( لمجسم الصمب المرن

 ، )العام(الوصف التقميدي  مسألة ، من خلال كتابة الجسم ليذا المرنة نفعالاتللا
موع مسألتين؛ الأولى أسيل من حيث المعادلات الاشتقاقية الأساسية عمى شكل مج

 ذات منشأ القوة، ية،الحدية والابتدائ ، والثانية أسيل من حيث الشروطىوكوتتعمق بجسم 

 . تعمق بالجسم معتبر البنية الجزيئيةتو  والتي تكون متجانسة،

 المقترحات: ثانياا:

 ة: في نياية ىذا البحث نوصي بمناقشة المسائل الأتي 

 القائمة عمى طريقةال شيفر إلىتمتجو  التراكيب القائمة عمى تعميم طريقة :1مسألة  
 حالة ضمن (E-N:5) غناتشاك الإجيادي لمجسمإتشمل وصف بحيث شيفر تتنسور 

 .  المرنة ونفعالاتلا ولىالأ المحوري التناظر

شمل وصف مناقشة طريقة التراكيب المعتمدة عمى تنسور تشيفر بحيث ت :6مسألة  
لانفعالاتو  الثانية المحوري التناظر حالة ضمن (E-N:5) إغناتشاك بالإجيادات لمجسم

 .  المرنة

 



للجسم  للانفعالات المرنة  حالة التناظر المحوري الأولىل) العام(مسألة الوصف التقليدي لحل  التراكيبطريقة 
 الاستقطابالصلب المرن دقيق 

9: 
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