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وجود الحل المستمر لمعادلة مونج ـ أمبير العقدية 
 من أجل قياس يحقق بعض الشروط

 

 محمد شراباتيالدكتور: 
 جامعة البعث -كلية العلوم 

 
 الملخص

 
في ـ أمبير العقدية ــمعادلة مونج وجود الحل المستمر لندرس في هذا البحث مسألة 

ℂساحة محدودة من 
𝑛  ،الطرف الثاني من المعادلة هو قياس محدود  في حالة كون

 بقياس مونج ــ أمبير لتابع متعدد تحت توافقي ومستمر وبمعامل استمرار من نمط معين.

ت نثببيدفورد ـــ تايلور وكذلك  سعةكما نؤكد على أن هذا القياس محدود بواسطة 

 تتعلق بمكاملة التوابع المتعددة تحت توافقية بالنسبة لهذا القياس. مبرهنة

 
 

 
 مبــدأ المقارنــة،، بيــدفورد وتــايلور ســعة، أمبيــر العقديــةـ  معادلــة مــونج الكلماااا الماتاحيااة 

 .التابع المتعدد تحت توافقي
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Abstract 
 

We study in this paper the problem of the existence of 

continuous solution to the complex Monge-Ampere equation in a 

bounded domain in ℂ
𝑛

 , in the case that the right-hand side is a 

measure dominated by the Monge-Ampere measure of a continuous 

plurisubharmonic function with special modulus of continuity. 

We ensure that such a measure is well dominated by 

Bedford-Taylor capacity and also obtain a theorem for the 

integrability of plurisubharmonic function with respect to this 

measure. 
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 مقدماة ال
في الرياضيات وبشكل  أمبير العقدية واحدة من أهم المسائل البحثية ـــمعادلة مونج تعد 

 .وحتى وقتنا الحالي سنواتالتي يتم دراستها منذ عدة و  أخص في التحليل العقدي
الذي درس وجود الحل الأملس  Yau ياو العالمويعود الفضل الرئيس في دراستها إلى 

 العالمين أبحاثـ أمبير العقدية فوق متنوعة كالير المتراصة، وكذلك إلى ــلمعادلة مونج 
ذين أثبتا وجود حل ضعيف لهذه المعادلة، كما لوال Taylor وتايلور Bedfordبيدفورد 

 .محليا  محدودة  أمبير العقدي لتوابع متعددة تحت توافقية ــعرفا مؤثر مونج ـ
أمبير العقدية في  ــسنعرض في هذا البحث مسألة ديرخليه من أجل معادلات مونج ـ

Ωساحة محدودة  ⊂ ℂ𝑛  ليكن .𝜑  تابع مستمر على حدود الساحة𝜕Ω  و𝜇  هو قياس
𝜇(Ω)بحيث  Ωبوريل على  < متعدد  𝑢، إن مسألة ديرخليه هنا تمثل وجود تابع  ∞

 بحيث يكون: Ω̅ومستمر على  Ωتحت توافقي في الساحة 

{
(𝑑𝑑𝑐𝑢)𝑛 = μ      𝑖𝑛  Ω

𝑢 = φ     𝑜𝑛 ∂Ω
                (1) 

𝑑𝑑𝑐)هنا  . )𝑛 أمبير العقدي. ــيشير إلى مؤثر مونج ـ 
 [9] و [6]و[2]   نشير إلى المراجع وهنالقد تمت دراسة هذه المسألة من قبل عدة باحثين 

 . حول الموضوع ذلك لمزيد من المعلوماتو  [12]و 
 Taylorو   Bedfordقبل، تم إثبات وجود الحل المستمر للمسألة من بادئ الأمرفي 
 ساحة ذات حدود ملساء.على  ℂ𝑛من أجل قياس ليبيغ في  [2]في 

من الوصول إلى وجود حل مستمر للمسألة في حال  [11] في Kolodziejكما تمكن 
 أي  بالسعةمحدودا   μكون القياس 

μ(𝐾) ≤ 𝐴𝐶𝑎𝑝(𝐾, Ω)1+α 
 توابت موجبة. αو  𝐴حيث 
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وذلك على ساحة ذات حدود غير  [5]كما تم دراسة وجود الحل واستمرارية هولدر له في 
، كما تمت دراسة المسألة ملساء والطرف الثاني من المعادلة هو قياس هاوسدورف ـــ ريس

 . [14]و  [13]في حال وجود حل جزئي مستمر ويحقق شرط هولدر في 
 

 الهدف من البحث 
علــى ( 1)وجــود الحــل المســتمر لمســألة ديرخليــه  دراســةإن الهــدف مــن هــذا البحــث هــو 

)أي القيـاس المعـرف  μ بوريـل موجـ مـن أجـل قيـاس ذلـك ساحة ذات حدود غيـر ملسـاء و 
 يحقق:على المجموعات البوريلية( 

μ ≤ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑛 
( Ω)لصــــاقة  Ω̅ومســــتمر علــــى  Ωهــــو تــــابع متعـــدد تحــــت تــــوافقي فــــي الســـاحة  𝑤حيـــث 

 يحقق العلاقة: 𝜔ومعامل استمراره 

∫
𝜔(𝑡)

𝑡1+δ

1

0

𝑑𝑡 < ∞                (2) 

δحيث  >  ثابت. 0
 

  بعض المااهيم الأساسية
 .فااااااتعريا

:𝑢نقــول عــن التــابع  Ω → ℝ ∪  plurisubharmonic إنــه متعــدد تحــت تــوافقي {∞−}
مـع أي مسـتقيم عقـدي  Ωإذا كـان هـذا التـابع تحـت تـوافقي علـى تقـاطع المجموعـة  Ωعلى 

𝑎}من الشكل  + 𝑏ξ  ;  ξ ∈ ℂ }  حيث𝑎, 𝑏 ∈ ℂ𝑛 . 
 . Ωلمجموعة جميع التوابع المتعددة تحت التوافقية على  𝑃𝑆𝐻(Ω)نرمز عادة بـ 

ســــنورد هنــــا بعــــض الخصــــائص الأساســــية لهــــذه التوابــــع ويمكــــن الرجــــوع إلــــى إثباتهــــا فــــي 
 .[10]المرجع
,𝑢إذا كان  .1 𝑣 ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω)  فإن𝜆 𝑢 + μ𝑣 ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω)  حيثλ, μ ≥ 0 . 
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𝑢إذا كــــــــــــــان  .2 ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω)  وχ: ℝ → ℝ   تــــــــــــــابع محــــــــــــــد  متزايــــــــــــــد فــــــــــــــإن                 
χ ∘ 𝑢 ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω) . 

𝑢فــإن  𝑃𝑆𝐻(Ω)متتاليـة متناقصــة مـن التوابــع مـن  {𝑢𝑗}ذا كانـت إ .3 ≔ 𝑙𝑖𝑚
𝑗→∞

𝑢𝑗 

 . Ω هو تابع متعدد تحت توافقي في 
𝑢إذا كــان  .4 ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω)   فــإن𝑢ℰ = 𝑢 ∗ ρℰ  هــو تــابع متعــدد تحــت تــوافقي فــي

Ωℰالســاحة  ≔ {𝑧 ∈ Ω|𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑧, ∂Ω) > ℰ}   إن  ، حيــث (ρℰ)   أســرة النــو
ــــــــــــــــــدعامات المتراصــــــــــــــــــة  𝑠𝑢𝑝𝑝ρℰالملســــــــــــــــــاء ذات ال ⊂ 𝐵(0, ℰ)          ــــــــــــــــــث بحي

∫ ρℰ𝐵(0,ℰ)
𝑑𝑣 = 𝑢ℰويكــــون   1 ↘ 𝑢  ــــدما ℰعن ↘ 𝑢ℰو يســــمى  0 التنظــــيم   
 . 𝑢للتابع   standard regularization القياسي

𝑢، إذا كـــــان  Ωمجموعـــــة جزئيـــــة مفتوحـــــة مـــــن  𝑈لـــــتكن  .5 ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω)  و𝑣 ∈

𝑃𝑆𝐻(𝑈)  و𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑧→𝑦 𝑣 (𝑧) ≤ 𝑢(𝑦) أي أجــــل مــــن             𝑦 ∈

∂𝑈 ∩ Ω  عندئذ يكون التابع ، 

𝜔 = {
𝑚𝑎𝑥{𝑢, 𝑣}   𝑖𝑛 𝑈

𝑢     𝑖𝑛   Ω\𝑈
 

 . Ωمتعدد تحت توافقي في 
{𝑢α}لتكن  .6 ⊂ 𝑃𝑆𝐻(Ω)  ،أسرة من التوابع المحدودة محليا  وبانتظـام مـن الأعلـى

𝑢وليكن  = 𝑠𝑢𝑝 𝑢α عندها يكون التابع 
𝑢∗(𝑥) = limsup

𝑦 →𝑥
𝑦∈Ω

𝑢(𝑦) 

 تقريبا  في كل مكان. 𝑢متعدد تحت توافقي ويساوي 
 

𝑑لنعرف الآن المؤثرين التفاضليين  = ∂ + 𝑑𝑐و  ̅∂ = 𝑖/4(∂̅ −  عندها يكون  (∂
𝑑𝑑𝑐 = 𝑖/2 ∂ ∂̅ 

 فإنه من الواضح أن  Ωأملسا  في الساحة  𝑢إذا كان التابع 
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𝑑𝑑𝑐𝑢 = 𝑖/2 ∑
∂2𝑢

∂𝑧𝑗 ∂𝑧�̅�

𝑛

𝑗,𝑘=1

𝑑𝑧𝑗 ∧ 𝑑𝑧�̅� 

 أمبير العقدي للتوابع الملساء كما يلي: ـــوبذلك يمكن تعريف مؤثر مونج ـ

(𝑑𝑑𝑐𝑢)𝑛 = 𝑑𝑒𝑡 (
∂2𝑢

∂𝑧𝑗 ∂𝑧�̅�

) β𝑛 

 حيث 

β =  𝑖/2 ∑ 𝑑𝑧𝑗 ∧ 𝑑𝑧�̅�

𝑛

𝑗=1

 

مــن تعمــيم تعريــف هــذا المــؤثر إلــى توابــع متعــددة  [2]فــي بحثهمــا  وتــايلور بيــدفوردوتمكــن 
ثبات أن   . Ωيشكل قياسا  على المجموعة  𝑛(𝑑𝑑𝑐𝑢)تحت توافقية محدودة محليا  وا 

 بيدفورد وتايلور بمفهوم لمجموعة السعةسنحتاج في بحثنا إلى مفهوم 
 Bedford-Taylor capacity :ولذلك سنورد التعريف التالي 
 

 .فااااااتعريا
ـــايلور الســـعةنعـــرف  Ωمجموعـــة جزئيـــة مـــن المجموعـــة  𝐾لـــتكن  ، والتـــي وفـــق بيـــدفورد وت

,𝐶𝑎𝑝(𝐾سنرمز لها  Ω) :بالعلاقة ، 

𝐶𝑎𝑝(𝐾, Ω) = 𝑠𝑢𝑝 {∫ (𝑑𝑑𝑐𝑢)𝑛

𝐾

  ; 𝑢 ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω); −1 ≤ 𝑢 ≤ 0} 

أمبيــر العقــدي والــذي يســاعدنا فــي إثبــات  ـســنورد الآن مبــدأ المقارنــة المتعلــق بمــؤثر مــونج 
 وحدانية الحل لمسألة ديرخليه المدروسة.

 
  [12]مبرهنة )مبدأ المقارنة(

,𝑢لــــــيكن  𝑣 ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω)  بحيــــــث𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑧→∂Ω(𝑢(𝑧) − 𝑣(𝑧)) ≥ ذا كــــــان  0 ، وا 
(𝑑𝑑𝑐𝑢)𝑛 ≤ (𝑑𝑑𝑐𝑣)𝑛  على  قياسالبمعنىΩ  عندئذ فإن ،𝑣 ≤ 𝑢  فيΩ . 
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ســنتعامل فــي بحثنــا هــذا مــع نمــط مــن المجموعــات المحــدودة وذات حــدود ليســت بالضــرورة 
 أن تكون ملساء كما في التعريف التالي:

 
 .فااااااتعريا 

Ωنقـــول عـــن الســـاحة المحـــدودة  ⊂ ℂ𝑛  ليبشـــتز فـــوق محدبـــة بقـــوة إذا وجـــدت إنهـــا ســـاحة
:ρوتــابع متعــدد تحــت تــوافقي يحقــق شــرط ليبشــتز   Ω̅تحــوي  ′Ωمجموعــة مفتوحــة  Ω′ →

ℝ :بحيث يكون 
 Ω = {ρ < Ω∂و  {0 =  {ρ = 0}. 
 𝑑𝑑𝑐ρ ≥ β  فيΩ . 

 
 .مثال
تـابع  وذلـك يعـود لوجـودكل ساحة محدبة بقوة هي ساحة ليبشتز فـوق محدبـة بقـوة،  .1

ρيحقـق وهـو تـابع ليبشـتز  ρتعريف للساحة المحدبة بقوة  − 𝑐|𝑧|2  محـد  حيـث
𝑐 . ثابت موج 

هـي سـاحة ليبشـتز فـوق   strictly psuedoconvex كـل سـاحة شـبه محدبـة بقـوة .2
 محدبة بقوة.

تقاطع أي عدد منتهٍ من ساحات ليبشـتز فـوق محدبـة بقـوة هـو أيضـا  سـاحة ليبشـتز  .3
 فوق محدبة بقوة.
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 .النتائج ومناقشتها
والمعــرف  ω(𝑡)والــذي نرمــز لــه بــالرمز  𝑤بدايــة نــذكر بتعريــف معامــل الاســتمرار للتــابع  

 بالعلاقة:
ω(𝑡) = 𝑠𝑢𝑝

|𝑥−𝑦|≤𝑡

|𝑤(𝑥) − 𝑤(𝑦)| 

نريـــد فـــي هـــذا البحـــث الوصـــول إلـــى إثبـــات المبرهنـــة الآتيـــة التـــي تضـــمن لنـــا وجـــود الحـــل 
لتـابع مســتمر  المسـتمر لمسـألة ديرخليــه مـن أجــل قيـاس بوريــل محـدود بقيـاس مــونج ـ أمبيــر

 وذلك على ساحة ذات حدود غير ملساء.
 .1مبرهنة
φ أي  Ω∂تابع مستمر على  φليكن  ∈ 𝐶(∂Ω)  ، ليكنμ   بوريل الموج  قياس

Ωعلى ساحة ليبشتز فوق محدبة بقوة  ⊂ ℂ𝑛  ويحققμ ≤ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑛  حيث𝑤  تابع
(، عندئذ 2ومعامل استمراره يحقق العلاقة ) Ω̅ومستمر على  Ωمتعدد تحت توافقي على 

 .(1) يوجد حل وحيد ومستمر لمسألة ديرخليه
 الخطوات التالية: سنتبعولإثبات هذه المبرهنة 

φإيجاد حد أعلى لتكاملات جميع التوابع  .1 ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω)  السالبة والمحدودة في
 Ω والتي من أجلها يكون ∫ (𝑑𝑑𝑐φ)𝑛

Ω
≤  μوذلك بالنسبة للقياس ،  1

 المعرف آنفا .
وذلك لأي مجموعة  مونج ـــ أمبير سعةبدلالة  μالحصول على محدودية للقياس  .2

𝐾متراصة  ⊂ Ωε . 
إثبات المبرهنة المساعدة والتي تضمن وجود الحل المستمر لمسألة ديرخليه من  .3

 وجود حل جزئي لها. مع افتراضأجل أي قياس محدود بالسعة 
للوصول  هالاستفادة مما تم إثباتتشكيل الحل الجزئي المناس  للمسألة ومن ثم  .4

 إلى وجود حل مستمر ووحيد لمسألة ديرخليه المعطاة.
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وافقيـة بالنسـبة للقيـاس توابع متعـددة تحـت لتلتكاملات اتقدير  نحتاج إلى في المرحلة الأولى
μ:وهذا ما يستدعي إثبات المبرهنة التالية ، 

 .2مبرهنة
، مـــن أجـــل أي مجموعـــة 1، كمـــا فـــي المبرهنـــة  Ωقيـــاس بوريـــل علـــى الســـاحة  μلـــيكن 

𝐾متراصة  ⊂ Ωε   وأي عدد موج ،λ   يوجد عدد موج𝑐 :بحيث يتحقق 

∫ (−φ)𝑛+λ𝑑μ
𝐾

≤
𝑐

ε2𝑛
      (4) 

φحيث  ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω)  تابع سال  ومحدود في Ω  بحيث يحقق∫ (𝑑𝑑𝑐φ)𝑛
Ω

≤ 1 . 
  البرهان
𝑎لنضـــع  ≔ 3/δ ،  حيـــثδ   ( 2ثابـــت موجـــ  كمـــا فـــي العلاقـــة ،) بالاســـتقراء ولنثبـــت

 صحة العلاقة الآتية:
∫ (−φ)(𝑛+λ)𝑎2𝑛−2𝑗

(ddcw)j

𝐾

∧ βn−j ≤
c

ε2j
Bj            (5) 

𝐵حيث  = 2(𝑛!)1/2 (4||𝑤||
2

+ 𝑛||𝑤|| + 𝑛)
𝑛/2

𝑗و   = 0,1, … , 𝑛 . 
 أن: [1]لقد تم الإثبات في 

∫ 𝑒−2φ𝑑𝑉
Ω

≤ (π𝑛 +
𝑎𝑛

(𝑛 − 1)𝑛
) (𝑑𝑖𝑎𝑚(Ω))

2𝑛 

 . 𝑛ثابت يتعلق فقط بـ  𝑎𝑛حيث 
:χليكن  Ω →   Ωεويسـاوي الواحـد علـى  Ωε/2ذي دعامة متراصة فـي  أملستابع  [0,1]

φ𝑀 التابعين لنعرفو  = 𝑚𝑎𝑥{ φ, −𝑀}  وψ𝑀 = φ𝑀−1 − φ𝑀  حيث𝑀 ≥ 0. 
 من الواضح أن 

0 ≤ ψ𝑀 ≤ 1 
φ}يســاوي الواحــد علــى المجموعــة  ψ𝑀كمــا أن  < −𝑀}  ودعامتــه محتــواه فــي{φ <

−𝑀 + 1}. 
𝑗 ( صحيحة من أجل5لنفرض أن العلاقة ) −  أي أن  1

∫ (−φ)(𝑛+λ) 𝑎2𝑛−2𝑗+2
(ddcw)j−1

𝐾

∧ βn−j+1 ≤
c

ε2j−2
Bj−1       
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 الآن لدينا
𝐼 = ∫ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗

𝐾∩{φ<−𝑀}

∧ β𝑛−𝑗 ≤ ∫ χψ𝑀(𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗

Ωε/2

∧ β𝑛−𝑗 

 
 ، ينتج أن:[7] يف 2.3باستخدام التمهيدية 

∫ χψ𝑀(𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗

Ωε/2

∧ β𝑛−𝑗 =

= − ∫ 𝑤 ψ𝑀 𝑑𝑑𝑐χ ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2∖Ωε

∧ β𝑛−𝑗 

                                 −2 ∫ ψ𝑀 𝑑χ ∧ 𝑑𝑐𝑤 ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2∖Ωε

∧ β𝑛−𝑗 

                         + ∫ χ 𝑤 𝑑𝑑𝑐ψ𝑀  ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2

∧ β𝑛−𝑗 

 إن التكامل الأول يمكن تقديره كما يلي:

                    𝐼1  ≤
𝑐||𝑤||

ε2
∫ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

{φ<−𝑀+1}

∧ β𝑛−𝑗+1 

 

  ≤
𝑐||𝑤||𝐵𝑗−1

ε2𝑗(𝑀 − 1)𝑎2𝑛−2𝑗+2(𝑛+λ)
 

 باستخدام متراجحة كوشي شوارتز، يمكن كتابة التكامل الثاني بالشكل:

𝐼2 ≤ (∫ ψ𝑀 𝑑χ ∧ 𝑑𝑐χ ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2∖Ωε

∧ β𝑛−𝑗)

1/2

× 

 

      (∫ ψ𝑀 𝑑𝑤 ∧ 𝑑𝑐𝑤 ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2∖Ωε

∧ β𝑛−𝑗)

1/2

 

𝑑𝑑𝑐(𝑤بمــــا أن  + ||𝑤||)2 ≥ 𝑑𝑤 ∧ 𝑑𝑐𝑤  وΩ  ،ســــاحة ليبشــــتز فــــوق محدبــــة بقــــوة
 نستنتج يمكننا أن 
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𝐼2 ≤
𝑐𝐵(𝑗−1)/2

ε𝑗(𝑀 − 1)𝑎2𝑛−2𝑗+2(𝑛+λ)/2
× 

(∫ 𝑑𝑑𝑐(𝑤 + ||𝑤||2) ∧ (𝑑𝑑𝑐ρ)𝑛−1

{φ<−𝑀+1}

)

1/2

 

 وبذلك يكون:سال  ومحدود   φبما أن 

𝐼2 ≤
𝑐𝐵(𝑗−1)/2

ε𝑗(𝑀 − 1)𝑎2𝑛−2𝑗+2(𝑛+λ)/2
(∫ (

−φ

𝑀 − 1
)

𝑛

(𝑑𝑑𝑐𝑣)𝑛

Ω

)

1/2

; 

𝑣حيث  = (𝑤 + ||𝑤||)2 + (𝑛 − 1)ρ . 
 : نحصل على [3] في 2.2بالاستفادة من النتيجة 

𝐼2 ≤
𝑐𝐵(𝑗−1)/2

ε𝑗(𝑀 − 1)(𝑛+𝑎2𝑛−2𝑗+2(𝑛+λ))/2
(n!)1/2||𝑣||n/2 (∫ (ddcφ)n

Ω

)

1/2

 

 ، يكون: Ωكتلة مونج ـــ أمبير أقل من الواحد على يملك   φوبما أن التابع 

𝐼2 ≤
𝑐𝐵(𝑗−1)/2

ε𝑗(𝑀 − 1)(𝑛+𝑎2𝑛−2𝑗+2(𝑛+λ))/2
(n!)1/2||𝑣||n/2 

  نضع: الرموز لتبسيطأخيرا  لندرس التكامل الثالث، 
ε′ ≔

1

(𝑀 − 1)𝑎2𝑛−2𝑗+1(𝑛+λ)
 ≪  ε 

 . 𝑀وذلك من أجل قيم كبيرة لـ 
( وذلـك تحـت إشـارة التكامـل الثالـث، 𝑤)التنظيم القياسي للتـابع  ′𝑤εلنضيف ونطرح التابع 

 : كما يلي ولنكت  هذا التكامل على شكل مجموع تكاملين
𝐼3 = ∫ χ𝑤ε′𝑑𝑑𝑐ψ𝑀 ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2

∧ β𝑛−𝑗 

+ ∫ χ(𝑤 − 𝑤ε′)𝑑𝑑𝑐ψ𝑀 ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2

∧ β𝑛−𝑗   

𝐼3يمكننا تقدير التكامل الأخير الذي نرمز له 
 𝑤مستفيدين من معامل استمرار  ′′

𝐼3
′′ = ∫ χ(𝑤 − 𝑤ε′)𝑑𝑑𝑐ψ𝑀 ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2

∧ β𝑛−𝑗 
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≤ ∫ χ(𝑤ε′ − 𝑤)𝑑𝑑𝑐φ𝑀 ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2

∧ β𝑛−𝑗 

≤ 𝜔(ε′) ∫ χ𝑑𝑑𝑐φ𝑀 ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2

∧ β𝑛−𝑗 

≤
𝑐𝜔(ε′)

ε2
∫ (−φ)(𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2

∧ β𝑛−𝑗+1 

             ≤
𝑐𝜔(ε′)

ε2
(∫ (−φ)𝑎2𝑛−2𝑗+2(𝑛+λ)  (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2

∧ β𝑛−𝑗+1

+ ∫ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2

∧ β𝑛−𝑗+1) 

≤
𝑐𝜔(ε′)

ε2
(

c

ε2j−2
𝐵𝑗−1 + ∫ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ω

∧ β𝑛−𝑗+1) 

              ≤
𝑐𝜔(ε′)

ε2
(

c

ε2j−2
𝐵𝑗−1

+ [∫ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑛

Ω

]

(j−1)/𝑛

[∫ (𝑑𝑑𝑐ρ)𝑛

Ω

]

(𝑛−j+1)/𝑛

) 

   ≤
𝑐𝜔(ε′)

ε2𝑗
𝐵𝑗−1                                                                 

 : فإن التكامل [7]في  2.3باستخدام التمهيدية 
𝐼3

′ = ∫ χ𝑤ε′𝑑𝑑𝑐ψ𝑀 ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2

∧ β𝑛−𝑗 

 على بطريقة مشابهة لدراسة التكامل الأساسي في بداية البرهان لنحصليكت  
𝐼3

′ = ∫ 𝑤ε′  ψ𝑀 𝑑𝑑𝑐χ ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2∖Ωε

∧ β𝑛−𝑗 

                                 +2 ∫ ψ𝑀 𝑑χ ∧ 𝑑𝑐𝑤ε′ ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2∖Ωε

∧ β𝑛−𝑗 

                         + ∫ χ ψ𝑀 𝑑𝑑𝑐𝑤ε′  ∧ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑗−1

Ωε/2

∧ β𝑛−𝑗 

 : بنفس الطريقة وهكذا يكون
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𝐼3
′ ≤

𝑐||𝑤||𝐵𝑗−1

ε2𝑗−2(𝑀 − 1)𝑎2𝑛−2𝑗+2(𝑛+λ)
(

1

ε2
+

2

εε′
+

1

ε′2) 

≤
𝑐||𝑤||𝐵𝑗−1

ε2𝑗(𝑀 − 1)𝑎2𝑛−2𝑗+1(𝑛+λ)
 

 وبالنتيجة يكون التكامل الأساسي محدود بالمقدار الآتي:

𝐼 ≤
𝐶𝐵𝑗−1

ε2𝑗
 (

2||𝑤|| + (𝑛!)1/2||𝑣||
𝑛/2

(𝑀 − 1)𝑎2𝑛−2𝑗+1(𝑛+λ)
+ 𝜔(ε′)) 

||𝑣||لــنلاحظ أن  ≤ 4||𝑤||2 + 𝑛||𝑤|| + 𝑛  وبالتــالي فــإن المتراجحــة الأخيــرة تــؤول
 : إلى العلاقة التالية

𝐼 ≤
𝐶𝐵𝑗

ε2𝑗
 (

1

(𝑀 − 1)𝑎2𝑛−2𝑗+1(𝑛+λ)
+ 𝜔(ε′)) 

 : وبالتالي نجد
∫ (−φ)𝑎2𝑛−2𝑗(𝑛+λ)(ddcw)j

𝐾

∧ βn−j ≤ 

≤
𝐶𝐵𝑗

ε2𝑗
∫ 𝑡𝑎2𝑛−2𝑗(𝑛+λ)−1

+∞

2

(
1

(𝑡 − 1)𝑎2𝑛−2𝑗+1(𝑛+λ)

+ ω (𝑡−𝑎2𝑛−2𝑗+1(𝑛+λ))) 𝑑𝑡 

≤
𝐶𝐵𝑗

ε2𝑗
∫ 𝑡𝑎2𝑛−2𝑗(𝑛+λ)−1

+∞

2

 (𝑡−𝑎2𝑛−2𝑗+1(𝑛+λ)

+ ω (𝑡−𝑎2𝑛−2𝑗+1(𝑛+λ)))  𝑑𝑡 
 : وبتغيير المتحول نحصل على الصيغة الأخيرة لهذا التكامل

∫ (−φ)(𝑛+λ) 𝑎2𝑛−2𝑗
(ddcw)j

𝐾

∧ βn−j ≤
𝐶𝐵𝑗

ε2𝑗
(𝐶 + ∫

ω(s)

s1+δ/3

1

0

𝑑𝑠) 

 : ( فإن التكامل2وبحس  العلاقة )

∫
ω(s)

s1+δ/3

1

0

𝑑𝑠 ≤ 𝐶 
 وبالتالي
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∫ (−φ)(𝑛+λ) 𝑎2𝑛−2𝑗
(ddcw)j

𝐾

∧ βn−j ≤
𝐶𝐵𝑗

ε2𝑗
 

 وهذا ما يثبت صحة المبرهنة.
 

ولننتقل الآن إلى إثبات الخطوة الثانية المشار إليها سابقا  تمهيدا  للوصول إلى إثبات 
 (.1المبرهنة الأساسية )

 .نتيجة
μويحقــق  Ωقيــاس بوريــل الموجــ  علــى ســاحة ليبشــتز فــوق محدبــة بقــوة   μلــيكن  ≤

(𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑛  حيث𝑤  تابع متعدد تحت توافقي علىΩ  ومستمر علىΩ̅  ومعامـل اسـتمراره
يوجـــد ثابـــت  τوأي عـــدد موجـــ   ε(، عندئـــذٍ مـــن أجـــل أي عـــدد موجـــ  2يحقـــق العلاقـــة )

||𝑤||و  τمتعلــق بـــ  𝐴موجــ  
∞

𝐾، بحيــث يكــون مــن أجــل أي مجموعــة متراصــة   ⊂

Ωε :يكون ، 

μ(𝐾) ≤
𝐴

ε2𝑛
𝐶𝑎𝑝(𝐾, Ω)1+τ               (3) 

 .برهانال
 :لنأخذ التابع 

φ ≔
ℎ𝐾

∗

Cap(K, Ω)1+τ
 

 :حيث 
ℎ𝐾(𝑧) = 𝑠𝑢𝑝{ 𝑢(𝑧)  ; 𝑢 ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω) , 𝑢 ≤ 0 , 𝑢|𝐾 ≤ −1} 

 ما يلي: 3وبالتالي ينتج من المبرهنة 
μ(𝐾) ≤ 𝐶𝑎𝑝(𝐾, Ω)1+τ ∫ |φ|𝑛(1+τ)𝑑μ

Ωε

≤
𝐶

ε2𝑛
𝐶𝑎𝑝(𝐾, Ω)1+τ  

 وهي العلاقة المطلو  إثباتها.
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 :3مبرهنة
φلـــيكن  ∈ 𝐶(∂Ω)  لـــيكن وμ   قيـــاس بوريـــل الموجـــ  علـــى ســـاحةΩ  ويحقـــقμ ≤

(𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑛  حيث𝑤 ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω) ∩ 𝐿∞(Ω)  و𝑙𝑖𝑚
𝑧→∂Ω

𝑤 (𝑧) = φ . 
( تملــك 1، عندئــذ فــإن مســألة ديرخليــه )بســعة بيــدفورد وتــايلورإذا كــان هــذا القيــاس محــدودا  

 حلا  مستمرا .
  البرهان

أو وفـق خطـوات  [11]فـي  𝐶فإنـه بحسـ  المبرهنـة  بالسـعةما أن القياس بالفرض محدود ب
مــن أجـل الســاحات غيــر الملسـاء، ينــتج وجـود حــل محــدود ( 59صـفحة ال) [4]الإثبـات فــي 

𝑢 ( 1لمسألة ديرخليه).  
𝐾نأخذ مجموعة ما ولإثبات استمرارية هذا الحل،  ⊂  Ω  ولتكن𝑢𝑗  التنظيم القياسـي للتـابع

𝑢  مـن أجـل أي .𝑑 > 𝐾𝑑بحيـث  𝐾𝑑نسـتطيع إيجـاد مجموعـة مفتوحـة  صـغير 0 ⊃ 𝐾 
𝑗0و  >  : بحيث يكون 0

φ < 𝑢 + 𝑑 
 وكذلك

𝑢𝑗 < φ + 𝑑/2 
𝑗ومهما تكن  𝐾𝑑∂وذلك في جوار ما للمجموعة  ≥ 𝑗0 . 
𝑢𝑗وبالتالي يكون في ذلك الجوار  < 𝑢 + 𝑑  مهما تكن𝑗 ≥ 𝑗0منه نستنتج أن ، 

𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑧→ξ (𝑢(𝑧) + 𝑑 − 𝑢𝑗(𝑧)) ≥ 0 
ξمن أجل أي  ∈ ∂𝐾𝑑 . 

𝑢𝑗}لنثبـــــت الآن أن المجموعـــــة  − 𝑢 > 2𝑑}  خاليـــــة مـــــن أجـــــل أي𝑗 ≥ 𝑗0   وســـــنتبع ،
 طريقة نقض الفرض للوصول إلى هذه النتيجة. 

 :لنعرف التابع 
𝑔(𝑠) ≔ 𝐶𝑎𝑝({𝑢𝑗 − 𝑢 > 𝑠 + 𝑑}) 

𝑠من أجل  ≥ 0 . 
𝑘0بحيـث يكـون  {𝑘𝑚}ولنعرف المتتالية المتزايـدة  = والحـد العـام لهـذه المتتاليـة يعطـى  0

 بالعلاقة:
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𝑘𝑚 = 𝑠𝑢𝑝{ 𝑘 > 𝑘𝑚−1; 𝑔(𝑘) > 𝑔(𝑘𝑚−1)/𝑒} 
 : من الواضح أن  

𝑔(𝑘𝑚) ≤ 𝑔(𝑘𝑚−1)/𝑒 
𝑔(𝑑)حظ أن نلال ≠ 𝑢𝑗}لأننا فرضنا جدلا  أن المجموعة  0 − 𝑢 > 2𝑑} ليست خالية 

𝑘𝑚الآن إذا فرضنا أن  < 𝑑  مهما تكن𝑚 هذا سيقودنا إلى العلاقة ، : 
𝑔(𝑑) ≤ 𝑔(𝑘𝑚) ≤ 𝑔(0)/𝑒𝑚     ; ∀𝑚 ∈ ℕ 

𝑔(𝑑)وبأخذ النهاية يكون  =  وهذا لا يمكن. 0
𝑘𝑁بحيـث يكـون  𝑁لذلك لابـد مـن وجـود عـدد طبيعـي  ≤ 𝑑 < 𝑘𝑁+1  وبحسـ  علاقـة ،

 : يكون {𝑘𝑚}الحد العام للمتتالية  
𝑔(𝑑) ≥ 𝑔(𝑘𝑁)/𝑒 

،  𝐾𝑑علــى المجموعــة  بالســعةمحــدود  μوبمــا أن القيــاس  [8]فــي  1.3وبحســ  التمهيديــة 
 نحصل على

(𝑑 − 𝑘𝑁)𝑛𝑔(𝑑) ≤ μ({𝑢𝑗 − 𝑢 > 𝑘𝑁 + 𝑑}) ≤ 𝐴𝑒1+τ𝑔(𝑑)1+τ 
 . 𝑑يعتمد على  𝐴حيث الثابت 

 :ومنه نحصل على المتراجحة الآتية 
𝑑 − 𝑘𝑁 ≤ 𝐴1/𝑛𝑒(1+τ)/𝑛𝑔(𝑑)τ/𝑛               (6) 

𝑡بعـد أخـذ وذلـك  [8]فـي  1.3الآن لنستخدم مجددا  التمهيدية  ≔ 𝑘 − 𝑘𝑚−1    0و <

𝑘𝑚−1 < 𝑘 ≤ 𝑑    بحيث يكون𝑔(𝑘) > 𝑔(𝑘𝑚−1)/𝑒  لنحصل على 
𝑡𝑛𝑔(𝑘) ≤ μ({𝑢𝑗 − 𝑢 > 𝑘𝑚−1 + 𝑑}) ≤ 𝐴𝑒𝑔(𝑘)𝑔(𝑘𝑚−1)τ 

 تصار نحصل علىوبالاخ
𝑡 ≤ (𝐴𝑒)1/𝑛𝑔(𝑘𝑚−1)τ/𝑛 

𝑘لنأخذ النهاية عندما  → 𝑘𝑚
 : ، نجد −

𝑡𝑚 ≔ 𝑘𝑚 − 𝑘𝑚−1 ≤ (𝐴𝑒)1/𝑛𝑔(𝑘𝑚−1)τ/𝑛  
 وبالتالي

𝑘𝑁 = ∑ 𝑡𝑚

𝑁

𝑚=1

≤ (𝐴𝑒)1/𝑛 ∑ 𝑔(𝑘𝑚−1)τ/𝑛

𝑁

𝑚=1

≤ (𝐴𝑒)1/𝑛𝑁𝑔(0)τ/𝑛 

𝑗، مــن أجــل بالســعةوبحســ  تعريــف التقــار   ≥ 𝑗0   يكــون𝑔(0)  جــدا  وهــذا يقــود صــغير
𝑘𝑁صغير جدا  أيضا  ويصح أن نكت   𝑘𝑁إلى أن  ≤ 𝑑/2 . 
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 : ( تصبح بالشكل6عندئذ فإن العلاقة )
𝑑/2 ≤ 𝐴1/𝑛𝑒(1+τ)/𝑛𝑔(𝑑)τ/𝑛    

𝑑بمــا أن  > 𝑔(𝑑)عــدد ثابــت و  0 = 𝐶𝑎𝑝({𝑢𝑗 − 𝑢 > 2𝑑})  يســعى نحــو الصــفر
 الأخيرة.، يقتضي ذلك التناقض في المتراجحة  ∞+نحو  𝑗عندما يسعى 

 :1برهان المبرهنة
( ينـتج مباشـرة مـن مبـدأ المقارنـة، لنوضـح ذلـك ولنفـرض 1إن وحدانية حل مسألة ديرخليـه )

 : لهذه المسألة وبالتالي يكون 𝑢2و  𝑢1وجود حلين 
(𝑑𝑑𝑐𝑢1)𝑛 = (𝑑𝑑𝑐𝑢2)𝑛 = μ 

𝑢1 = 𝑢2 = φ       𝑜𝑛 ∂Ω 
𝑢1وبحس  مبدأ المقارنة يكون  = 𝑢2  علىΩ . 

μوالــــذي يحقــــق  μإن القيـــاس  ≤ (𝑑𝑑𝑐𝑤)𝑛  وذلــــك بحســــ   بالســــعةهــــو قيــــاس محــــدود
 :أي أن   النتيجة التي توصلنا إليها سابقا  

μ(𝐾) ≤
𝐴

ε2𝑛
𝐶𝑎𝑝(𝐾, Ω)1+τ 

τمهما تكن  > 0 . 
 (، لنضع 1لنشكل الآن حل جزئي لمسألة ديرخليه المفروضة )

𝑣 ≔ 𝑤 + ℎφ−𝑤 
 هو حل لمسألة ديرخليه المتجانسة )حالة القياس معدوم(، هذا يعني ℎφ−𝑤 إن  حيث 

(𝑑𝑑𝑐ℎφ−𝑤)
𝑛

= 0    𝑖𝑛 Ω   
ℎφ−𝑤 = φ − 𝑤   𝑜𝑛  ∂Ω  

 .[4]في  2.3.3بحس  المبرهنة   Ω̅مستمر على   ℎφ−𝑤إن التابع 
𝑣من الواضح أن  ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω) ∩ 𝐶(Ω̅)  كما أن 

(𝑑𝑑𝑐𝑣)𝑛 ≥ μ 
𝑣ويحقق  = φ  على∂Ω . 

 وبالتــالي تحققنــا مــن،  Ω̅فــإن مســألة ديرخليــه تملــك حــلا  مســتمرا  علــى  3بحســ  المبرهنــة 
 الذي من أجله  𝑢وحدانية التابع و وجود 

𝑢 ∈ 𝑃𝑆𝐻(Ω) ∩ 𝐶(Ω̅) 
(𝑑𝑑𝑐𝑢)𝑛 = μ       in    Ω 

𝑢 = φ      𝑜𝑛   ∂Ω 
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 المقترحاا والتوصياا 

علـــى معامـــل دراســـة مســـألة ديرخليـــه فـــي حـــال وجـــود حـــل جزئـــي وبـــدون شـــروط  .1

 الاستمرار لهذا الحل الجزئي.

يجــاد صــيغة دقيقــة لمعامــل اســتمرار  .2 دراســة انتظــام الحــل الــذي تــم إثبــات وجــوده وا 

 هذا الحل.
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