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المعممةىالمكتملةىلأجلىىبلتراميىموشولصواغةى
 الحالةىالترمودوناموكوةىالمستووةىللإجهاداتىجسمى

 Hookeهوكى

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                              waed.atteiah@wpu.edu.syر عطية وعد سمي د.
                                                                

                                                  

 :ملخص البحث
 

المتماثل  الصمبجسم لا لإجيادات الحالة الترموديناميكية المستوية ىوالبحث  موضوع
 خاضعو ميمل البنية الجزيئية ، و (Homogeneous) متجانسالو  (Isotropic) المناحي

 ،المترابطة مع الحرارة الترموديناميكية الخطية المرونة ضمن، صغيرة مرنة نفعالاتلا
أولًا  سنعرضفي البحث،  .(H) اختصاراً بــيُرمز لو و  ىوك الباحث أساسوذي وضع وال

المكتممة ميشيل  – بيمترامياستنتاج صياغة في  ،(IFM)طريقة القوى المتكاممة 
(CBMF) [4-1] ىوكلمجسم  بإجيادات وية الأولىالحاكمة لمحالة السكونية المست. 
حالة لم (CGBMF) المكتممةالمعممة  ميشيل -بيمتراميصياغة  في البحث ، سنناقش

بطريقة القوى الترموديناميكية المعممة  ىوكجسم لا لإجيادات المستوية الترموديناميكية
    .المفتوحة قتراح عدد من المسائلالبحث بإ سننييالنياية في و ، (GTDIFM)المتكاممة 

 
 
 

                                                 
 ضٍبث انتطبٍقٍت ، عضى هٍئت تذرٌسٍت فً انجبمعت انىطىٍت انخبصت. دكتىرة فً انرٌب 

 

انترمىدٌىبمٍكٍت  Beltrami-Michell. صٍبغت (H): انحبنت انترمىدٌىبمٍكٍت انمستىٌت نهجسم الكلمات المفتاحية

 .(H)انمروت نهجسم  نت انترمىدٌىبمٍكٍت انمستىٌت نلإجهبداثانمعممت انمكتمهت نهحب
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The Completed Generalized Beltrami-
Michell Formulation (CGBMF) for the 
Thermodynamical Stress Plane State of 

the Hooke Body 
 

Dr.Waad Samir Attiah 
†
                waed.atteiah@wpu.edu.sy 

 

Abstruct 
 
 

The subject of the paper is the thermodynamical stress plane state 
of small strains for the thermoelastic, homogeneous and isotropic 
body, with neglected structure, and subjected to temperature field, 
proposed by Hooke, and shortly called (H). First, we introduce the 

integrated force method (IFM) [1-4] for deriving the completed 
Beltrami-Michell formulation (CBMF) for the static first stress 
plane state of small strains of the (H) body. In paper, first  using the 

variational functional of the generalized thermodynamical integrated 

force method (GTDIFM),we discuss the following: I) The completed 

generalized Beltrami-Michell Formulation (CGBMF) for the thermo-
dynamical stress plane state of small strains for (H) body. Finally, 
we end the paper, by proposing new open problems for future 
works. 
 
 

                                                 
†

    Applied Math. Doctor, Lecturer at AL Wataniya Private University.    

 

Key words: The Thermodynamical Stress Plane State -The Completed Generalized 
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(H) with small Elastic Strains. 

 

mailto:waed.atteiah@wpu.edu.sy


 عطيةوعد  د.         2222  عام  13العدد44   المجلد   جامعة البعث مجلة 

 

 

11 

   :مقدمة .1
أن  غاليمو التي لاحظ فييا غاليمومع تجربة  1632بدأ ظيور عمم مقاومة المواد عام 

وبعد حوالي قرن  ، [3] مقاومة العارضة تتناسب بصورة غير خطية مع مساحة مقطعيا
 في نظرية العوارض. غاليمومسيرة  كولومبتابع 

إلا أن العبقرية ظيرت  طور بشكل كامل،لم تت غاليموعمى الرغم من أن بعض حسابات 
، وعندىا لم تكن معروفة غاليمو في نفس السنة التي توفي فييا نيوتنمنذ تاريخ ولادة 

 أو الحساب التحميمي. قوانين التوازن
لتسريع تطور عمم  كانت الحاجة ممحة، نتصارات الحروب وا ومع نشوء الثورة الصناعية

بدءاً حول ىذا الموضوع رت عدة كتب مقاومة المواد لحاجتو في التصميم. بعد ذلك ظي
 ،الجة شاممة لنظرية مقاومة الموادالذي أعطى مع 1930عام  Timoshenkoمن كتاب 

 & Popov، Hibbeler ،Gere & Timoshenko ،Beerتلا ذلك كتب: 
Johnstonو ،Higdon Etal.الخ ... ، 

قة التالية، التي العلا نيوتن( معاصر( ىوكفقد وضع الباحث  نيوتنإلى عصر  وبالعودة
: (Elasticity)شكمت فيما بعد مفيوماً أساسياً في عمم المرونة     .في  ومن ثم

معادلات  المؤلفة من ما يسمى بالصياغة الإجيادية وشيك، أوجد 1822عام 
 Boundary Conditions والشروط الحدية  Equilibrium Equations (EE)التوازن
(BC).ن المسألة السابقة عبارة عن ثلاثة معادلات مع ثلاثة شروط حدية، ولممسألة إ

ستة مجاىيل ىي الإجيادات المتناظرة
i j
 ، .وفي  وبالتالي تكون ىذه الصيغة، ناقصة

، صيغة الانفعالات، المؤلفة (Saint – Venant) فينانت -ساينت  أوجد 1860عام 
لم يوجد ، و Compatibility Conditions (CC) توافق الانفعالاتفقط من معادلات 

 الشروط الحدية للانفعالات، الأمر الذي يًبقى المسألة المؤلفة من: صياغة الانفعالات
المكونة من معادلات التوازن و معادلات  أي المسألة مضافاً ليا صياغة الإجيادات

، كونيا مسألة مؤلفة من ست معادلات سألة ناقصةم توافق الانفعالات و الشروط الحدية
 بستة مجاىيل، مضافاً إلييا ثلاثة شروط حدية، وىي لا تممك حل وحيد، يتوافق مع

 الجسم.  سموك
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 بقي ىذا النقص عمى وضعو ىذا حوالي قرن ونصف، حتى بداية القرن الحادي
 والعشرين.

 أ الباحثان:،  فاج2004تحديداً في عام و بداية القرن الحادي والعشرين،  وفي
بإيجادىما ية العالم الفضائية ناساالعاملان ضمن فريق في وكالة  ىوبكينز ،يك باتن

 لمشروط الحدية لتوافق الانفعالات:
                  (BCC) Boundary Compatibility Conditions  

سألة تامة، ىي م لشروط الحدية لتوافق الانفعالاتامضافاً ليا ، فأثبتوا أن المسألة السابقة
 :بمترامي ميشيلسمياىا مسألة الإتمام لصياغة 

Completed Beltrami – Michell Formulation 
 يا تعبر عن مجموع ما يمي :أي أن

لات مضافاً ليا شروط التوازن ، و معادلات توافق 3الشروط الحدية لتوافق الانفعا
 الانفعالات ،و الشروط الحدية

المستوية الأولى، والحالة السكونية الفراغية للانفعالات  ةكل ذلك لأجل الحالة السكوني 
 م ىوك.المرنة لمجس

 وكذلك لتوافق الانفعالات إيجاد الشروط الحدية الطريقة التي اتبعيا الباحثان في أما  
ن شرط انتظام متنتج ف الشروط الحديةو  معادلات التوازنو ت معادلات توافق الانفعالا

 القوى المتكاممة: طريقةفي تغاير الدالي ال
Stationary Condition for the Variational Functional of the Integrated 

Force Method (IFM) 
مكتشفة، وتحديداً لتوافق الانفعالات الشروط الحدية ولنعد إلى الفترة التي لم تكن فييا 

 ترامي ميشيلبيمتعميم معادلات  اغناتشاك . ففي ىذا العام استنتج الباحث1963العام 
، سالكاً طريقاً يختمف عن الطريق ىوكمن الحالة السكونية إلى الحالة التحريكية لمجسم 

التقميدي المسموك في إيجاد ىذه المعادلات، حيث الطريق التقميدي المذكور يعتمد عمى 
 بيمترامي  فحصل الباحث المذكور عمى معادلات دعاىا بمعادلات ، نت فينانتاسصيغة 

 المعممة: ميشيل –



 عطيةوعد  د.         2222  عام  13العدد44   المجلد   جامعة البعث مجلة 

 

 

11 

Generalized Beltrami - Michell Equations (GBME) 
ىي ست معادلات بستة مجاىيل ىي المركبات  ىذهوبيَّن الباحث المذكور أن المعادلات 

iالست j
 ذا أضفنا للإجيادات والشروط ، إلى ىذه المعادلات الشروط الحدية، وا 
الابتدائية:

i j i j i j i j
   0 0

,  ،)فحل المسألة الناتجة لا)نيالمعطاة بشكل مع ، 
ن كما أمع معادلات تحريك ىذا الجسم ضمن المرونة الخطية التحريكية.  يتوافق

عدد ىذه المعادلات ىو ست معادلات  المعادلات السابقة تحتوي عمى التناقض التالي:
بأخذ المشتقات (حالة التوازن بستة مجاىيل مستقمة، وعند الانتقال من حالة التحريك إلى 

، التي ىي ثلاث بمترامي ميشيلعمى معادلات  فنحصل، )الزمنية الثانية مساوية لمصفر
iىي معادلات بستة مجاىيل j

. 
 اغناتشاكجوزيف  ويك و ىوبكينز باتن عممي عطيةوعد طورت الباحثة  2020وفي عام 

لأجل الحالة الترموديناميكية المعممة، المكتممة  ميشيل - بيمترامي وذلك بمناقشة صياغة
إلى  القوى المتكاممة لطريقة المستخدمة ىي تعميم طريقةثلاثية البعد للانفعالات المرنة. ا

 .[8] القوى الترموديناميكية المتكاممةطريقة 
 هدف البحث:  .  2

 لاىوك توي العكسي لمجسم إن السموك الترموديناميكي المستوي والسموك الديناميكي المس
عن السموك الترموديناميكي الفراغي ليذا الجسم، الأمر الذي يجبرنا عمى دراسة  ينتجان

 صياغة استنتاج ييدف البحث إلى ىذين السموكيين المذكورين انطلاقاً من أساسياتيما.
المستوية   الترموديناميكية المعممة المكتممة لمحالة الترموديناميكيةميشيل  – بيمترامي

   .جيادات جسم ىوكلإ
 لبحث:اطرق  . 3

إلى طريقة القوى ، [4-1] القوى المتكاممة اليدف سنعتمد تعميم طريقةىذا من أجل 
لجسم ا لإجيادات لأجل الحالة الترموديناميكية المستوية مكتوبة الترموديناميكية المتكاممة

  تمزمنا التوطئة التالية. من أجل متطمبات البحث،ىوك 
، Oxyzقائمة ، والمباشرة، والعطاليةالنعتمد الجممة الإحداثية الديكارتية  :1توطئة  

)والتي قاعدتيا , , )i j k. لجسم المدروس، تكون ا لإجياداتالمستوية  تلأجل الحالا
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ون مستقمة المقاطع التنسورية الحاكمة لمحالة الترموديناميكية لمجسم المعتبر، تك جميع
 وىنا نميز حالتين؛، zعن الاحداثي الديكارتي الثالث

 البديئةنرمز لمحالة وفييا جسم ىوك: لإجيادات  الحالة الترموديناميكية المستوية :أولا 
 .hوبسماكة قدرىا 2Rالتي نفرض أنيا منطقة بسيطة الترابط في، لمجسم بــ 

 بواسطة مجموعة المقاطع التنسوريةالترموديناميكية لمجسم المعتبر توصف العممية 
) :المجيولة  , ,  , )u  :حيث ،u 0المتجيي، و مقطع الإزاحات: T T    حقل

حرارة الحالة  0Tالحرارة المطمقة في الجسم و Tقل الحرارة ؛ حيثسممي؛ يمثل تغير ح
 ,  الطبيعية لو. إضافةً إلى ماتقدم ذكره فإن:  من متناظران  انتنسوري انمقطع

ذا رمزنا  ،الانفعالاتجيادات،   ومقطع الإ: مقطع ىما المرتبة الثانية ،  عمى الترتيب وا 
Tبــــ  ] 0 , [: ،      و بـ[ 0 , [T: ،  فيمكن أن تمثل الحقول السابقة
Tفي  وفي النظام الإحداثي الديكارتي[ ,( , , )]O i j k:بالشكل ، 

(3.1)  
0 0

( ,v , 0 ) , 0 , 0

0 0 0 0 0

x x y x x y

x y y x y y

z

u

   

   



   
   

     
   
   

u   

 حيث:
(3.2    )                

2

1
( )z x y m   

 
      

 

3): حيـــــث 2 ) tm a   و ،ta  ،يمثـــــل معامـــــل التمـــــدد الخطـــــي الحـــــراري لمجســـــم
μ,و λ R أمـا مقطـع القـوة الحجميــةماديـة لمجســم المـدروسال لامـي تمثـل ثوابـت .B 

Tمقطــع متجيــي، معطــى، فــيمكن أن يمثــل فــيالــذي ىــو    وفــي النظــام الإحــداثي
 الديكارتي المعتبر، بالشكل:

(3.3                  )          ( , , 0 )x yB BB 
أخيــــراً ننــــوه إلــــى أن جميــــع المركبــــات الموجــــودة فــــي العلاقــــات الســــابقة تتبــــع لمموضــــع:   

( , )x y x ولمزمنt  . 
توصف  في ىذه الحالةم ىوك لجسا لإجيادات الحالة الديناميكية المستوية العكسية :ثانياا 

بواسطة مجموعة المقاطع التنسورية الديناميكية لمجسم المعتبر العممية 
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)المجيولة: ,  , )u  :حيث ،u كما أن:مقطع الإزاحات المتجيي ،  ,    مقطعان
تنسوريان متناظران من المرتبة الثانية ،  عمى الترتيب ىما مقطع الإجيادات، ومقطع 

T يمكن أن تمثل الحقول السابقة في. الانفعالات    وفي النظام الإحداثي
 :، بالشكلالمعتبر الديكارتي

(3.4)  
0 0 0 0

(0 , 0 , ) , 0 0 , 0 0

0 0

x z x z

y z y z

x z y z x z y z

w

 

 

   

   
   

     
   
      

u   

الــذي ىــو مقطــع متجيــي، معطــى، فــيمكن فــي ىــذه الحالــة أن  Bأمــا مقطــع القــوة الحجميــة
Tيمثل في  :وفي النظام الإحداثي الديكارتي المعتبر، بالشكل 

(3.3                            )(0 , 0 , )zBB 
أخيــــراً ننــــوه إلــــى أن جميــــع المركبــــات الموجــــودة فــــي العلاقــــات الســــابقة تتبــــع لمموضــــع:   

( , )x y x ولمــــزمنt. ــــى ــــة الأول ــــا فقــــط عمــــى الحال ، فــــي البحــــث ســــنركز اىتمامن
   لأبحاث قادمة. ىوكلعكسية لمجسم الحالة الديناميكية المستوية ا الحالة الثانية مؤجمين

لطريقــة القـــوى  بطريقــة ثبــات دالـــي المتمثمـــة  [4-1] يمـــي نتــائج البحــث  نعــرض فيمــا  
ميشــــيل المكتممــــة الحاكمــــة لمحالــــة الســــكونية  –صــــياغة بيمترامــــي فــــي اســــتنتاج المتكاممــــة 

 الحـرارة،المتسـاوية درجـات  لأجـل الحالـة السـكونيةالمستوية الأولى بإجيادات لمجسـم ىـوك 
ــة الســكونية  ىــوكالمرنــة لمجســم  للإجيــاداتالمســتوية الأولــى  ــة تتعــين الحال فــي ىــذه الحال

) المجيولـــة قـــاطع التنســـوريةمالمرنـــة لمجســـم المعتبـــر بواســـطة ال ,  , )u   ) ( 0   ،
ــديك التــي تأخــذ فــي (، أمــا 3.2( و)3.1) ارتي المعتبــر الشــكلوفــي النظــام الإحــداثي ال

وفـي النظـام الإحـداثي الـديكارتي المعتبـر،  فيمثـل فـي Bمقطع القوة الحجمية المعطى:
 (.  3.3بالشكل )

الذي يشغل المنطقة بسيطة الترابط ىوك  لمجسم السكوني المرن (IFM)ي يأخذ دال 
2R1، المحاطة بالمنحني المغمق 2£ £ £  ) 1 2£ £  ( والذي ،

  ، يأخذ الشكل التالي: h سماكتو
(3.4)                           S A B W     
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ومقطع  م التي تعطى من خلال مقطع الإجياد الطاقة الداخمية لمجس Aحيث
   :، بالعلاقةuالإزاحة

(3.5)     ( , ) x y x y

u v u v
A h d x d y

x y x y
  



     
     

     
u 

 مقطع الانفعال الطاقة الداخمية المتممة في الجسم، والتي تعطى بدلالةتمثل  Bكما أن
 ، من خلال العلاقة:e   [3]ومقطع الإجياد الزائد

(3.6  )         2( , )
e e e e

x x y y x y x yB h d x d y     


    

)أخبراً، الحد:  , )W P u الآتية وى الخارجية لمجسم، وىو يعطى بالعلاقةقيمثل كمون ال : 

(3.7)           
 

   
1 2

1 2

( , )

,

x y

x y x y

£ £

W h B u B v d x d y

P u P v d P u P v d



  

   



 

P u

    

ويممك ثلاث مركبات؛ الأولى تتمثل بالتكامل السطحي: x yh B u B v d x d y


، 

الثانية؛ تتمثل  ،في )المعمومة(المفروضة  yBو xB:المتوافق مع القوى الحجمية
المنحني: بالتكامل  

1

1x y

£

P u P v d، :حيث معطى عمى £1عمى جزء المنحني ،

؛ فيي تتمثل بالتكامل )الأخيرة(، أما الثالثة yPو xP ىذا الجزء، الحمول الخارجية:
 المنحني: 

2

2x y

£

P u P v d:حيث معطى عمى ىذا £2 ، عمى جزء المنحني ،

  .     vو uالجزء، الإزاحات:
 :إذا أخذنا بعين الاعتبار العلاقات اليندسية التالية المحققة في   

(3.8)           
1

, ,

( )

x x y y y x

x y x y

E E

E

       

  

   

 
 

حيث:
 2




 



و ، بواسون  نسبة تمثل  3 2

E
  

 





 ،يونغ معبمم ٌمثم 
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 المتممة في الجسم الشكل التالي:فتأخذ الطاقة الداخمية  

(3.9)

   

1
2

( , )

( )

x y y xe e e
x y

e
x y x y

B h
E E

d x d y
E

     
 


 



  
  



 
 



 

 

)أن نجد سبق مما  , , )S S

e
  u ، لاحقاً عمينا  الدالي، ىذا تغاير حساب بيدف لكن

eولمقطع الإجياد الزائد:  uاعتبار أنو تابع لـمقطع الإزاحة: 
 . 

   :للانفعالات الأولى المستوية الحالة ضمن ميشيل المكتممة –بيمترامي  صياغة
Bالذي سنرمز لو ىنا بالرمزفإن دالي التغاير  في ىذه الحالة فإن دالي التغاير  M F

S 
,سيتبع للإزاحات: vu ولمقطع الإجياد الزائدe

في ، المعطى بدوره  من خلال دالة
        عمى النحو التالي: Airyإجياد 

(3.10)  

   

2 2 2

2 2
, ,

e e e

x y x y
V V

x yy x

  
     

    
  

 

x,كمون القوى الحجمية Vحيث yB B؛ 

(3.11)  

                      

,
x y

V V
B B

x y

 
 
 

 

 نحصل عمى: (3.9)في  (3.10)بتعويض 

(3.12)

   2 2

2 2

2
1

2

( , )

( )

x y y x

x y

B h V V
E Ey x

d x d y
E x y

     






        
       

     

  
 

  



 

Bأن دالي التغاير:  (3.7) و (3.12)و (3.5)و  (3.4)ينتج عن  M F
S يأخذ الشكل:   
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(3.13) 

   

 

   
1 2

B M F

2 2

2 2

2

1 2

1
2

( )

,

S x y x y

x y y x

x y x y

x y x y

£ £

u v u v
h d x d y

x y x y

h V V
E Ey x

d x d y h B u B v d x d y
E x y

P u P v d P u P v d

  

     










     
       

     

        
      
     

  
  

  

   







 

 

B:إن شرط انتظام دالي التغاير M F
Sمروراً باستخدام، بعد سمسمة من العمميات الجبرية ، 

 :[3]يأخذ الشكل التالي  ،غرينبمبرىنة 

(3.14)

 

 

   

   
1

B M F

2

2

22

2

1

1

1

2 ( )

S

x yx
x

x y y
y y x

x y
x y

x x x y y x x y x y y y

x x x y y

£

h B u
x y

B v d
x y E x

d
x yy

h n n P u n n P v d

u u n n v



 
  


   

   

 





   
      

   

    
         

    

 
     

    


           


    







   

   

2

2

1

1

( ) 0 ,

x y x y y

y x x x y y

x y y x y x

£

£

v n n d

n n
E x y

n n d
x y
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dحيث: d x d y ، و( , )x yn nn المحيط  ،£منحني المغمقناظم ال واحدة متجو
)في النقطة المادية اللاغرانجية ،بالجسم , )p x y حيث منو ،n نحو خارج ىذا  موجو

  ( مايمي:3.14)ينتج عن العلاقة   .£منحنيال
 :  وىي مؤلفة: المحققة في أولُا : معادلات الحقل  

: ونحصل المحققة ضمن ،)  Equilibrium Equations , التوازن معادلات - أ
أمثال تنعدم و يجب أن (3.14)لمتكامل  في الجزء السطحي حقيقية أنو من عمييا

)التغيرات , )u v  حيث نحصل عمى معادلتي التوازن التاليتين المحققتين ،
 :في

(3.15)      0 , 0 ,
x y x y yx

x yB B
x y x y

     
     

   
 

 بمغة عنيا المعبرCompatibility Conditions الانفعالات توافق ةمعادل - ب

 السطحي الجزء في أنو حقيقية من عمييا ونحصل : ضمن المحققةو  ت،الإجيادا

 عمى نحصل حيث ،الإجياد: دالة تغير أمثال تنعدم وأن يجب (3.14) لمتكامل

 :في المحققة التالية المعادلة

(3.16)    
22 2

2 2
12 ( ) 0 ,

x y
y x x y

x yx y


      

 
     

  
 

 التالي المكافئ الشكل ،ت التوازنمعادلا باستخدام تأخذ السابقة،توافق الانفعالات  معادلة إن

 : [3]في
(3.17)                    1 1( ) 0 ,x y V         

 أو الشكل: 

(3.18)            1 1( ) 0 ,
x y

x y

B B

x y
  

  
      

  
 

؛ 2Rالاشتقاقي السممي فيلابلاس مؤثر  1حيث
2 2

1 2 2
x y

 
  

 
 ، 

 : وىي مؤلفة:£المحققة عمى الحديةالشروط : ثانياً  
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 الجزء في حقيقية أنو من عميياونحصل  :£1عمىالمحققة شروط الجر الحدية   -ج

 أمثال تنعدم أن يجب ،£1المنحني جزء عمى (3.14) المنحني لمتكامل

)التغيرات , )u v ، 1التالية المحققة عمى الحدية نحصل عمى الشروطف£: 

(3.19)         , ,x x x y y x x y x y y yn n P n n P       
 ،) Boundary Compatibility Conditionsشروط توافق الانفعالات الحدية  -د

 المنحني الجزء في أنو حقيقية من عمييا ونحصل :£المحققة عمى كامل المنحني

 فنحصل ،التغير أمثال تنعدم أن يجب ، £المنحني  كامل عمى (3.14) لمتكامل

 :£عمى المحقق التالي الحدي الشرط عمى

(3.20)  
   

1( ) 0

y x x x y y

x y y x y x

n n
x y

n n
x y

     

  

 
  

 

  
    

  

 

ىي شروط مألوفة في مسألة الحالة السكونية المستوية  (3.19)إن شروط الجر الحدية 
ىو الشرط الجديد المسمى  (3.20)نما الشرط لمجسم الصمب، بيالأولى للانفعالات المرنة 

     .£بشرط توافق الانفعالات، الحدي عمى
  Continuously boundary Conditionsشروط الاستمرار، الحدية  -ىــ

 (3.14) لالمنحني لمتكام الجزء في حقيقية أنو من ونحصل عمييا :£2عمىالمحققة 
التغيرات أمثال تنعدم أن يجب ،£2المنحني جزء عمى x x x y yn n    
و x y x y yn n  ، الشروط عمى فنحصل 

 :£2التالية المحققة عمى الحدية
(3.21)                            , ,u u v v  

الحالة المكتممة لأجل  بمترامي ميشيل صياغة ، (3.14)- (3.20) والشروط المعادلات تمثل
 .  [3]لمجسم الصمب السكونية المستوية الأولى للانفعالات المرنة 
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 النتائج والمناقشة:. 4 
لحالة المعممة، من ا بمترامي ميشيل الصياغة المكتممة لمعادلات يمي سنناقش فيما

 الحرارية التحريكية الحالة إلى (First Plane Static Case) المستوية الأولى السكونية

 المدروس الصمب لجسما لإجيادات (Plane Thermodynamical Case) المستوية

، انطلاقاً من التغيير [1]المستخدمة فيالطريقة المعتمدة ىي تعميم الطريقة ىوك. 
 Integrated) ة الديناميكية الحرارية المتكاممةطريقة القو  فتراضي لداليالا

Thermodynamically Force Method،) ىنا لو سنرمز الذي حيث الدالي 

 المستوية من الحالة السكونية ، [4-1] في الموجود Sلمدالي تعميم ىو TDSبالرمز

 طاقة بإضافة التعميم ىذا يكمنو  .ول المستوية يناميكيةدالترمو  الحالة إلى (H) لمجسم الأولى

 التالي: والنح ،عمى[4-1] في الدالي ىذا عبارة ضمنSالدالي إلى العطالة
 في حالتنا ىذه أربعة حدود بالشكل: TDSيممك الدالي

(4.1)                           S A B C W      
، uومقطع الإزاحة خلال مقطع الإجياد  من تعطى التي لمجسم الداخمية الطاقة Aحيث
 :  شكلبال

(4.2)     ( , ) x y x y

u v u v
A h d x d y

x y x y
  



     
     

     
u 

 متممة في الجسم، والتي تعطى بدلالة مقطع الانفعالتمثل الطاقة الداخمية ال Bو
 ، من بواسطة العلاقة:   eومقطع الإجياد الزائد

(4.3)           2( , )
e e e e

x x y y x y x yB h d x d y     


    

، u ةعنيا بدلالة مقطع الإزاح ، معبر(H) الصمبلمجسم ٌمثم طبقت انعطبنت  Cوالحد
 عمى النحو الآتي:

(4.4)                  
2 2

2 2
( )

u v
C h u v d x d y

t t




  
  

  
u 

)أخبراً، الحد:  , )W P u  :يمثل كمون القوى الخارجية لمجسم، ويعطى بالعلاقة 
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(4.5)           
 

   
1 2

1 2

( , )

,

x y

x y x y

£ £

W h B u B v d x d y

P u P v d P u P v d



  

   



 

P u

    

السطحي: التكامل ىي الأولى مركبات؛ ثلاث ممكي ىوو  x yh B u B v d x d y


، 

 ىيالثانية؛ و ،في )المعمومة(المفروضة  yBو xB:المتوافق مع القوى الحجمية
التكامل المنحني:  

1

1x y

£

P u P v d، :عطى عمى ي، حيث £1عمى جزء المنحني

 ؛ فيي التكامل المنحني:)الأخيرة(، أما الثالثة yPو xP ىذا الجزء، الحمول الخارجية:

 
2

2x y

£

P u P v d:عطى عمى ىذا الجزء، ي، حيث £2 ، عمى جزء المنحني

 .   vو uالإزاحات:
 :Tالتالية المحققة في العكسية الاعتبار العلاقات التأسيسية ، بعينخذلنأ 

(4.6)              
2 1

2 1

1

( ) ,

( ) ,

( )

x x y

y y x

x y x y

E m

E m

E

    

    

  

  

  

 

 

  

، تحقق معادلة التوصيل الحراري ] 7 [، وفقبً نىظرٌت انتىصٍم انحراري  ةحيث الحرار 
 : Tالتالية في

(4.7)               02

2
D ,

( )
x y

m T r

k k


 

 
   


 

,النقطة تدل عمى المشتق الجزئي الزمني؛ حيث
f

f
t





  شتقاقي:المؤثر الاو  

(4.8)                      
2

0
1

2

1
D := ,

m T
c

k t 

  
   

  
 



 عطيةوعد  د.         2222  عام  13العدد44   المجلد   جامعة البعث مجلة 

 

 

11 

الحرارة النوعية لمجسم  cالحراري، -المعامل الإجيادي mالتوصيل الحراري، و kحيث:
  تابع معطى، لمموضع والزمن؛ىو  rكما أن: المدروس، وجميعيا مقادير حقيقية ثابتة. 

 : مضافاً إلى ذلك، الشروط الحدية والابتدائية التالية، المتعمقة بالحقل الحراري

£Tالشرط الحدي عمى-   : 

(4.9)                        q

on    

q on   

T,

T,

£

£

  









n

  

£Tعمى معطى الحقيقي: التابع حيث  ، والتابع الحقيقيq نعطى عمىq T£ ، 

q                  أخيراً: 
 £ = £ £    (q

£ £  ، ) 
:                    و: . x yn n

x y

  
   

  
n grad

n
. 

الشرط الابتدائي في  - 0: 

(4.10)                   0 ,    ) :0 حيث التابع الحقيقيطى في ع، م(  . 

 ، (4.3)في  (4.6)إذا عوضنا الآن،     

(4.11)

   

2 1 1
2

( , , )

( ) ( )
( )

x y y xe e e
x y

e e e
x y x y x y

B h
E E

m
d x d y

E E

     
 

 
   



  
   



   
   



 

 

)أن نجد سبق مما , , , )S S

e
  u ، عمينا  الدالي، ىذا تغاير حساب بيدف لكن

eولمقطع الإجياد الزائد:  uلاحقاً اعتبار أنو تابع لـمقطع الإزاحة: 
 . 

 الحالة الترموديناميكية المستوية لأجل المكتممةاغة بيمترامي ميشيل المعممة صي 
   ىوك: المعتبر لجسم ا لإجيادات
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Bبالرمزأيضاً سنرمز لو ىنا  الذي التغاير دالي أن سنعتبر ،أيضاً   ىذه الحالة في  M F
S، 

,للإزاحات: تابع vu جياد الزائدولمقطع الإe


من خلال دالة  ، المعطى بدوره في1
 عمى النحو التالي:  Airyإجياد 

 (4.12)  

   

2 2 2

2 2
, ,

e e e

x y x y
V V

x yy x

  
     

    
  

 

x,كمون القوى الحجمية Vحيث yB B؛ 

(4.13)  

                      

,
x y

V V
B B

x y

 
 
 

 

 نحصل عمى: (4.11)في  (4.12)بتعويض 

(4.14)
   

1

2 2

2 2

2
2 1 1

2 2

( , , )

( ) ( )
( )

x y y x

x y

B

h V V
E Ey x

m
V d x d y

E E x y

     

 




  

        
      

     

    
    

  





 

Bدالي التغاير: أن (4.14)و (4.5)و  (4.4)و  (4.2)و (4.1)ينتج عن  M F
S  يأخذ

  الشكل: 

                                                 
1

ىتج رنك عه كسن كلاً مه ٌ 
x

  و
y

 و 
x y

  ٌعبر عىهب بذلانت الإزاحبث, vu فقظ ، مه خلال انعلاقبث ،

Tانهىذسٍت انتبنٍت انمحققت فً 


   :
1

(
2

, , )
x y x y

u v u v

x y y x
  

   
   
   

 . 
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(4.15) 

   

   

 

1

1

2

B M F

2 2

2 2

2

1

2

2 1 1
2 2

( ) ( )
( )

,

S x y x y

x y y x

x y

x y x y

x y

£

£

u v u v
h d x d y

x y x y

h V V
E Ey x

m
V d x d y

E E x y

h B u B v d x d y P u P v d

P u P v d

  

     

 








     
       

     

        
      

     

    
    

  

   

 





 



 

B:إن شرط انتظام دالي التغاير نجد [3] متبعة فيطريقة مشابية لمطريقة ال باتباع M F
S ،

 ، يأخذ الشكل التالي:غرينبمبرىنة  بعد سمسمة من العمميات الجبرية، مروراً باستخدام
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(4.16)

   

   

2

2

2

2

1

1

B M F

2 2

2 2

2

2 1 1

1

( ) 2 ( )

S

x yx
x

x y y
y

y x x y

x y

x x x y y x x y x y y y

£

u
h B u

x y t

v
B v d

x y t

E x y

m d
x y

h n n P u n n P v




 


     


 

   





    
        

    

  
      

     

  
    

 

 
        

    

       








       

 

 

2

1

2

2 1

2 1

1

1
( )

( )

( ) 0 ,

x x x y y x y x y y

y x x

x y y

x y y x y x

£

£

d

u u n n v v n n d

m n
E x

m n
y

n n d
x y

   

   

   

  


  


        
 

 
     




    


   
     

    





 

  ( مايمي:4.16)وينتج عن العلاقة 
 :  وىي مؤلفة:Tأولُا : معادلات الحقل المحققة في  

 الجزء في حقيقية أنو من : ونحصل عميياTالمحققة ضمن حركةال معادلات - أ

):التغيرات أمثال تنعدم أن يجب (4.16) لمتكامل السطحي , )u v ، حيث 

 :Tفي المحققتين التاليتين الحركة معادلتي عمى نحصل

(4.17)                   

2

2

2

2

,
x yx

x

x y y
y

u
B

x y t

v
B

x y t
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 ضمن المحققةو  الإجيادات والحرارة، بمغة عنيا المعبر الانفعالات توافق ةمعادل -ب 

T: وأن يجب (4.16) لمتكامل السطحي الجزء في أنو حقيقية من عمييا ونحصل 
 المحققة التالية المعادلة عمى نحصل حيث ،الإجياد: ةدال تغير أمثال تنعدم

 :Tفي

(4.18)      

    1

2 2

2 2

2

2 1

1

( )

2 ( ) 0 ,

y x x y

x y

m
x y

x y

      




 
      

 


  

 

 

£Tالمحققة عمى ثانياً: الشروط الحدية :وىي مؤلفة : 
1عمىالمحققة شروط الجر الحدية   -ج T£ : في حقيقية أنو من ونحصل عمييا 

 أمثال تنعدم أن يجب ،£1المنحني جزء عمى (4.16) المنحني لمتكامل الجزء

)التغيرات , )u v ، 1التالية المحققة عمى الحدية الشروط عمى فنحصل T£ : 

(4.19)         , ,x x x y y x x y x y y yn n P n n P       
المحققة و  بمغة الإجيادات والحرارة، عنيا مًعبراً  ،ةالحدي ،شروط توافق الانفعالات -د

 لمتكامل المنحني الجزء في أنو حقيقية من عمييا ونحصل :£عمى كامل المنحني

 الشرط عمى فنحصل ،التغير أمثال تنعدم أن يجب ، £المنحني كامل عمى (4.16)

£Tعمى المحقق التالي الحدي : 

(4.20)
2 1 2 1

1

( ) ( )

( ) 0 ,

y x x x y y

x y y x y x

m n m n
x y

n n
x y

       

  

 
               

  
    

  

 

المستوية  الترموديناميكية الحالة مسألة في مألوفة شروط ىي (4.19) الحدية الجر شروط إن
ىو الشرط الجديد المسمى  (4.20) الحدي لمجسم الصمب، بينما الشرطعالات المرنة للانف

£Tبشرط توافق الانفعالات، الحدي عمى .معبراً عىه بهغت الإجهبداث وانحرارة ،     
2عمىالمحققة  الحديةشروط الاستمرار  -ىــ T£ : حقيقية أنو من ونحصل عمييا 

 أمثال تنعدم أن يجب ،£2المنحني جزء عمى (4.16) المنحني لمتكامل الجزء في
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التغيرات x x x y yn n    و x y x y yn n  ، الشروط عمى فنحصل 

2التالية المحققة عمى الحدية T£ : 
(4.21)                            , ,u u v v  

 الآن معادلات لنوجد،  ] 6 [اغناتشاك  باتباع طريقة ومن جية أخرى،ىذا من جية أولى. 

 المعممة إلى الحالة الترموديناميكية المستوية لمجسم الصمب المدروسميشيل  – بيمترامي

Tلجسم، والمحققة فيالتالية ليذا ا يلام طلاقاً من معادلاتنا ىوك 2: 

(4.22)      

0

2
2

2
2

3 2 2
0

2 2

3 2 2
0

2 2

2

2
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( ) ,

D ( ) ,
( )

x

y

Bu v m
u

x x y x

Bu v m
v

y x y y

m T u v r

k x y k

 

    

 

    



 





     
    

     

     
    

     

 
   

  

  

حيث: 
2

1 2 2
2

2
2

1

ĉ t




  


2ĉو ، 



 ، 

Tومن العلاقات اليندسية التالية، المحققة في  : 

(4.23)                 
1

2
, , ( )

x y x y

u vu v

x y
y x

  
  

   
 

 
 

 ، باتباع مايمي:Tالمحققة في (4.6)العكسية  التأسيسية ومن العلاقات
)الإزاحات: بحذف , )u v نحصل (4.23)والعلاقات اليندسية  (4.22) لام معادلات ،

Tعمى المعادلات التالية المحققة في  :                    

                                                 
2

فً انعلاقبث  (4.23)مه تعىٌض انعلاقبث انهىذسٍت  (4.22)الأونى وانثبوٍت فً Lameً لام تىتج معبدنتب 

، مه ثم تعىٌض انىبتج فً معبدلاث  )بالنسبة للإجيادات (4.6)وهً انعلاقبث انىبتجت عه حم انعلاقبث (انتأسٍسٍت 

فً معبدنت  (4.23)فتىتج مه تعىض انعلاقبث انهىذسٍت  (4.22)فً انثبنثت  Lame، أمب معبدنت  (4.17)انحركت 

 .(4.7)انتىصٍم انحراري 
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(4.24)
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من ثم  ،(4.24) في المعادلات (4.6)أخيراً، بتعويض العلاقات التأسيسية العكسية 
Tالمحققة في ،الأربع التالية معادلاتالنحصل عمى  التبسيط وال : 

(4.25)    
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=

  

حيث: 
2

0
1

2

31
:= ,

3

m T
D c

k t 

  
    

  
. 

 الحالة الترموديناميكية المستوية إلى المعممة التالية،ميشيل  – بيمترامي وىي معادلات 
 ىوك. المدروس المرن لمجسم الصمب ياداتلإج
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الشروط الابتدائية التالية المحققة في  نضيف 0
 – بيمتراميمعادلات  إلى  3

 :المعممة السابقةميشيل 
(4.26)      0 0 0 0

, , , ,
x y x yx y x y           

  و:
(4.27)      0 0 0 0

, , , ,
x y x yx y x y           

 حيث:

(4.28)      
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(4.29)

 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0

0
0 0 0

2
0

0 0
1

1 2
2

1

1 2
2

1

2

3 2

3 2 3

,

,

,

( ) 2
,

( 2 )( )

( )

( )

x yx x

y yy x

x y x y

y
x

m

m

k m T r

k kc m T


     




     



 

  
 

  





 
       

   


     


     



 

 وحيث: 

(4.30)          

0 0
0 0

0 0 0 1

2
, , ( ) ,y x yx

u vu v

x x
y x

  
  

   
 

 
 

                                                 
تنتج ىذه الشروط الابتدائية عن الشروط الابتدائية للإزاحات، ولسرع ىذه الإزاحات، ولحقل درجات الحرارة ، وعن  3

الحراري  التوصيل ومعادلة ،(4.6) العكسية يسيةالتأس لمعلاقات الموافقة التأسيسية والعلاقات (4.23) اليندسية العلاقات
(4.7). 
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(4.31)         

0 0
0 0

0 0 0 1

2
, , ( ) ,y x yx

u vu v

x x
y x

  
  

   
 

 
 

0: أيضاً  0
,u v  عمى الترتيب تمثل الإزاحات الابتدائية، أو القيم الابتدائية للإزاحات

,u v 0، أمّا 0
,u v  فيي تمثل، عمى الترتيب ، السرع الابتدائية للإزاحات أو القيم ،
u,الابتدائية لمسرع:  v :ً0 . أخيرا

rتمثل القيمة الابتدائية لممصادر الحرارية :r. 
 ميشيل - بيمترامي)مسألة القيم الحدّية والابتدائية المختمطة لمعادلات  -1تعريف 

 ن المدروس(:لجسم المر المستوية لإجيادات  المعممة إلى الحالة الترموديناميكية
، مضافاً ليا الشروط (4.25) الترموديناميكية المعممة ميشيل - بيمترامينسمي معادلات 

، وشروط (4.19)وشروط الجر الحدّية، الترموديناميكية  (4.26)–(4.31)الابتدائية 
 (4.20)الحدّية، الترموديناميكية )معبّر عنيا بالإجيادات والحرارة(  ،توافق الانفعالات

 ، وشروط الاستمرار الحدّية، الترموديناميكية، بالإزاحات (4.9)ط الحدّية الحرارية والشرو 

 ميشيل - بيمترامينسمييا بمسألة القيم الحدّية والابتدائية المختمفة لمعادلات  ، (4.21)

 .لجسم المرن المدروسالمستوية لإجيادات  الحالة الترموديناميكية إلى المعممة
الترموديناميكية المستوية  الحالة لأجل معادلات بمترامي ميشيلـالصياغة المكتممة لـ 

 تتألف ىذه الصياغة من: ر ىوكالمعتب لإجيادات الجسم 
الحالة  إلى المعممة ميشيل - بيمتراميمسألة القيم الحدّية والابتدائية المختمفة لمعادلات  -

 ، وىي.لجسم المرن المدروسالمستوية لإجيادات  الترموديناميكية
 .(4.6)العلاقات التأسيسية العكسية  -
 .(4.23)لعلاقات اليندسية ا -

 آلية حل المسألة:
 إلى المعممة ميشيل -بيمتراميمسألة القيم الحدّية والابتدائية المختمفة لمعادلات بحل  )1

 ، ضمن شروطيا الابتدائيةمجسم المدروسالمستوية لإجيادات ل الحالة الترموديناميكية

نحصل  ،)(4.21) بالإزاحات الترموديناميكية الحدية الاستمرار شروط ماعدا( ديةالح وشروطيا
,عمى الإجيادات والحرارة:  , ,x y x y   . 
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 ، فنحصل عمى الانفعالات:  (4.6)نعوض ذلك في العلاقات التأسيسية العكسية  )2
                                             , ,

x y x y
   

، بالنسبة )أصبحت أطرافيا اليسرى معمومة التي(( 4.23) العلاقات اليندسي بمكاممة )3
(، نحصل 4.21للإزاحات، ضمن شروط الاستمرار الحدية الترموديناميكية بالإزاحات )

u,الإزاحات: عمى v، لفيزيائية المطموبة.عمى جميع الحقول ا حصمنا قد كونن الشكل وبيذا   
     

 المقترحات:الستنتاجات و  .5      
 

 ميشــيل - بيمترامــي لمعــادلات) مطتالمخــ بشــكميا( المكتممــة الصــياغة ناقشــناالستتتنتاجات: )أول

الصـــــمب المـــــرن، ىـــــوك   جســـــمالمســـــتوية لإجيـــــادات  الحالـــــة الترموديناميكيـــــة إلـــــى المعممـــــة
  والمتجانس والمتماثل المناحي. 

 :  الآتيةمسائل لممناقشة، ىي  ثلاثيمكن أن نختتم ىذا البحث باقتراح  المقترحات: )ثانياا   
  من ثم استنتاج طريقة القوى المتكاممةفي تغاير الدالي الشرط انتظام تعميم 

و الشروط الحدية لتوافق الانفعالات بالحالة  و الانفعالات لتوافق الحدية الشروط
في المرونة الخطية الاستقطابية، التحريكية، التي  مرن استقطابي لجسم  الديناميكية

صياغة بمترامي ميشيل المعممة المكتممة لأجل الحالة الديناميكية  لأجميا تصبح
 تامة. المستوية لإجيادات جسم ىوك

 من ثم استنتاج طريقة القوى المتكاممةفي تغاير الدالي الشرط انتظام  تعميم 
و الشروط الحدية لتوافق الانفعالات بالحالة  و تالانفعالا لتوافق الحدية الشروط

لمائع تقميدي ولمائع استقطابي في الييدروديناميك التقميدي الديناميكية 
صياغة بمترامي ميشيل المعممة  والييدروديناميك الاستقطابي، التي لأجميا تصبح

 تامة. المكتممة لأجل الحالة الديناميكية المستوية لإجيادات جسم ىوك
  من ثم استنتاج طريقة القوى المتكاممةفي تغاير الدالي الشرط انتظام تعميم 

و الشروط الحدية لتوافق الانفعالات بالحالة  الانفعالات لتوافق الحدية الشروط
مرن دقيق الاستقطاب في المرونة الخطية دقيقة الاستقطاب  لجسمالديناميكية 
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المعممة المكتممة لأجل الحالة  صياغة بمترامي ميشيلالتحريكية، التي لأجميا تصبح 
 تامة. الديناميكية المستوية لإجيادات جسم ىوك

 الشــروط مــن ثــم اســتنتاج طريقــة القــوى المتكاممــةفــي تغــاير الــدالي الشــرط انتظــام  تعمــيم 

 لمــائع  و الشــروط الحديــة لتوافــق الانفعــالات بالحالــة الديناميكيــة الانفعــالات لتوافــق الحديــة
صـــياغة الييـــدلروديناميك دقيـــق الاســـتقطاب، والتـــي لأجميـــا تصـــبح دقيـــق الاســـتقطاب فـــي 

 بمترامــي ميشــيل المعممــة المكتممــة لأجــل الحالــة الديناميكيــة المســتوية لإجيــادات جســم ىــوك
 تامة.
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