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 لنيكوف وتطبيقها على معادلة دفينغمي نظرية

 ذات القساوة السالبة 
 جامعة البعث -كمية العموم              طالبة الماجستير: بنان كاخيا

 الدكتور المشرف: د. محمد العمي

 ملخص البحث

ييدف ىذا البحث  إلقاء الضوء عمى نظرية ميمنيكوف وتطبيقيا عمى معادلة دفينغ ذات   
 القساوة السّالبة.

نعتبر في بداية البحث منظومة ديناميكيّة ذات درجة حرية واحدة مع اضطراب دوري,  
بحيث تممك المنظومة الأساسيّة لممنظومة المضطربة نقطة ثابتة زائديّة متصمّة مع نفسيا 

 ار ىوموكميني. بمس

بعد ذلك نقوم بتعريف المنظومة المعمّقة المتعمقة بيا والّتي تممك فضاء طوري ثلاثي  
البعد, وتعريف تطبيق بوانكاريو المتعمّق بيا والّذي يممك نقطة ثابتة موافقة لمسار دوري 

 لممنظومة المعمّقة . 

المستقرّة  لمنّقطة الثاّبتة الزّائديّة بعدىا نقوم بحساب المسافة بين المتنوّعتين المستقرّة وغير 
الموافقة لتطبيق بوانكاريو لمتقّاطعات الرأسية في فضاء طوري, والّتي نستنتج من خلاليا 

 دالة ميمنيكوف الّتي أصفارىا تشير إلى وجود الفوضى.

 أخيراً, نطبق ىذه الطّريقة عمى معادلة دفينغ ذات القساوة السّالبة

ابتة قطة الثّ النّ  –قة المنظومة المعمّ  –ة المضطربة لمنظومة الياممتونيّ ة: اكممات مفتاحيّ  
 المسار اليوموكميني. –البة ذات القساوة السّ  معادلة دفينغ –دالة ميمنيكوف  –ة الزائديّ 
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Abstract 

We aim in this research to study  the  Melnikov's  method  and  

applying  it  to the Duffing's equation  with  negative  stiffness. 

First, We   consider  a dynamical system with one-  degree of 

freedom and  periodic  perturbation,  such that , its basic 

unperturbed system  has  a hyperbolic  fixed  point  connected  to 

itself  through  a homoclinic orbit. 

 , We  define the suspended  system  with three – dimensional phase 

space  and its poincare  map of cross sections  which  has a fixed  

point  corresponding  to periodic orbit of   the suspended  system. 

  Hence,  we   define  the distance  function  between  the stable  

and  unstable  manifolds  of  the fixed point  of  the Poincare  map  

of  cross  sections  in the phase  space.  

 We  deduce  the formula for  Melnikov's  function that its zeros 

refer to chaos. 

 Finally We apply it to the  Duffing's equation with negative 

stiffness. 

Keywords:  Perturbed  Hamiltonian  system  -  Suspended  system - 

 Hyperbolic  fixed  point -  Melnikov's  function -  Duffing's  

Equation  with  negative  stiffness -   Homoclinic orbit. 
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 مقدمة: - 1

لاكتشاف الفوضى طريقة ميمينكوف ىي واحدة من الطرق التّحميمية القميمة الموجودة 
اليوموكمينيّة  رأسيّةالقاطع تّ الالطريقة من إثبات وجود نقاط ىذه تمكننا و  ودراستيا,

(homoclinic ) ىامة من المنظومات ات اليوموكمينيّة في فئة محددة و التّشعبو
 يناميكيّة.الدّ 

ييرة حول الشّ ورقة البحث عندما كتب ريقة لمعالم بوانكاريو لطّ ة ليذه االأساسيّ فكرة التعود 
مسألة الأجسام الثلاثة حل ات عدم قابمية بو كان يحاول إثأنّ  حيث ,لاثةم الثّ مسألة الأجسا

 Arnold[ و أرنولد ]Melnikov (1963)مساىمات ميمنيكوف ]إلا أن , المقصورة
أدت إلى ظيور طريقة مبسطة يمكن من خلاليا إثبات عدم قابمية مثل اليامة [ (1964)

[ وتشيريكوف Smale (1967)الديناميكية لممكاممة. وقد قام سميل ] ىذه المنظومات
[Chirikov (1979)[ وىولمز ]Holmes (1980)[ وتشاو ]Chow, Hale and 

Mallet-Paret (1980)], .لاحقاً بإحياء ىذه الطريقة و تثبيتيا من خلال تطبيقيا 

يجذاد استنتاج عممية سنذكر في ىذا البحث  وتطبيقيذا عمذى دالذة ميمنيكذوف ىذذه الطّريقذة, واج
 البة.معادلة دفينغ ذات القساوة السّ 

 البحث:  وأهمية هدف -2

والمنظومذذة غيذر المضذذطربة ة ة المضذطربة ومنظومتيذذا الأساسذذيّ دراسذة المنظومذذة الياممتونيّذذ
يجاد و  ووتطبيق بوانكاريقة بيا قة المتعمّ المعمّ  دالة المسذافة بذين المتنذوعتين المسذتقرة وغيذر  اج

 البة.المستقرة و تطبيقيا عمى معادلة دفينغ ذات القساوة السّ 
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 وتكمن أىمية البحث بالآتي:

   طرق وأدوات البحث: -3

يجذاد دالذةقة ببحثنا و ة المتعمّ الأساسيّ عاريف التّ  سنقوم بذكر أىم  وتطبيقيذا عمذى ميمنيكذوف  اج
 .البةالقساوة السّ معادلة دفينغ ذات 

 مشكمة البحث: -4

لذلك  , اً تسمك سموكاً فوضويّ  ةلمنظومات الياممتونيّ أنّ بعض اقد نعمم من دراسات سابقة 
رائق ة لمثل ىذه المنظومات وأفضل الطّ ة الفوضويّ نبؤ بالسموكيّ ئق التّ سنبحث عن طرا

 حقق من ذلك.لمتّ 

  التعاريف الأساسية: -5

 البحث يمزم تقديم التّعاريف الآتية:من أجل متطمبات ىذا 

 [1]:ةيالمنظومة الديناميك

 ( أوdifferenceة )فرقيّ  ( أوdifferentialة )ة )تفاضميّ مجموعة من المعادلات الرياضيّ 
ر ( أو مزيج منيا معاً(, تعطي قيمة المتغيّ algebraicة )( أو جبريّ integralة )تكامميّ 

ابقة الحالات السّ  ة الحالة أومن بدلالر الزّ ة مع تغيّ الديناميكيّ ذي يحدد حالة المنظومة الّ 
 ة من فضاء الموضع أو الحالة يناميكيّ ن المنظومة الدّ تتكوّ و  , ليذه المنظومة

(phase space or state space ّال ) ّة منذي يمكن أن يكون أي مجموعة جزئيN 
ذي الّ  tمن ل الزّ متحوّ ة, و ة زمنيّ ة لحظة لممنظومة في أيّ تصف إحداثياتو الحالة الحركيّ 

 أن يكون مستمراً يمكن 
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( )tمتقطعاً ) أوt Z ة )دالة رياضية( تحدد قانون التغيرعلاقة ديناميكيّ (, و 
يحدد قانون التغير الزمني,  الزمني لمتغير الحالة مع الزمن.

  : (   )or Z     ّرات فضاء الموضع بدلالة القيم ة لمتغيّ الحالة المستقبمي
 :اليةروط التّ الحالية ليا فقط, عمى افتراض أن ىذه الدالة تحقق الشّ 

1   . (0,x) x  

2   .1 2 1 2 ( ,  ( ,x))  ( ,x)t t t t    

) .   الدالة 3 ,x)t  مستمرة بالنسبة لممتغيرات( ,x)t. 

 [1] النقطة الثابتة:

   المعرف بالشّكل: ليكن لدينا الانسياب

( , )
d x

f x
dt

                                                  (1)  

)تي تحقق العلاقة الّ  nxقطة تسمى النّ  ,  ) 0f x   نقطة توازن أو نقطة ثابتة ,
0xقطة ىي لممنظومة. يمكننا أن نفرض دون المساس بعمومية المسألة أنّ النّ   

قطة وكتابتيا شر حول ىذه النّ ة عن طريق النّ المنظومة  خطيّ  ىذه الي يمكن جعلبالتّ 
 كل: عمى الشّ 

(  ) ( ,  ).
dx

A x g x
dt

     

)حيث أنّ   )A  الة لمدّ  يعقوبية ىي المصفوفة ال( ,  )f x  , تي نحصل عمييا من الّ و
  :أنّ وازن, و نقطة التّ  في x لإحداثيّاتسبة بالنّ  fالة قيم مشتقات الدّ 

( ,  ) ( ,  ) (  ) 0( ,  )g x f x A x x       
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وازن, نقوم قرب نقطة التّ  (1)و عمى أي حال, لكي ندرس الاستقرار المحمي لممنظومة 

 الية: ة التّ الخطيّ  بدراسة الاستقرار الخطي لممنظومة

(  )
dx

A x
dt

 . 

)ة لممصفوفة و يتم ذلك عادةً عن طريق دراسة القيم الذاتيّ   )A   تي ىي قيم الّ و 
)تي نحصل عمييا عن طريق حل المعادلة المميزة الّ   ) 0I A    ّحيث أن , I 

ة لا اتيّ إذا كان الجزء الحقيقي لجميع القيم الذّ ف .nمن المرتبة  احديةمصفوفة الو الىي 
  .(hyperbolic) وازن تدعى زائديةنقطة التّ  يساوي الصفر, فإنّ 

 [1]المستقر ) غير المستقر(:  المنحى

أو غير  مستقر ) منحىأنو  i  ة مقابل لمقيمة الذاتيّ  ieة متجو قيمة ذاتيّ  نقول عن
0i  فقط إذا كان مستقر( إذا و   (  0  أوi .)  ّا إذا كان أم  i  ًعدداً مركبا
نقطة  ة, عندئذٍ نقول أنّ يّ من وجود مرافق عقدي ليذه القيمة الذات لا بدّ الي بالتّ )عقدي(, و 

}Re  فقط إذا كان و مركز مستقر )أو غير مستقر( إذا  ىي xوازنالتّ  } 0i  (  أو

  Re{ } 0i  ّحيث أن ,)   Re{ }i  ىو الجزء الحقيقي لمعدد المركب  i.  

 [1](: المتنوعة المستقرة ) غير المستقرة

وازن ة في جوار نقطة التّ يناميكيّ يسمى الفضاء الجزئي من فضاء موضع المنظومة الدّ 
x  (  ةغير المستقرّ أو  ة )المستقرّ  ناحيلتي تمثل المد بجميع المتجيات االمتولّ و

)لممصفوفة   )A   ّ( لمنقطة غير المستقرة أو ) ةعة المحمية المستقرّ بالمتنوx كذا ى. و
ىي مجموعة نقاط  , بشكلٍ عام,xقطة ( لمنّ  غير المستقرّةأو  فإن المتنوعة المستقرة )
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 tعندما يسعى الزمن  xفضاء موضع المنظومة الديناميكية التي تسعى إلى النقطة 
  إلى 

 (. ) أو 

  المناقشة:النتائج و   -6 

 ذات درجة حرية واحدة : مضطربة ةليكن لدينا منظومة ىاممتونيّ 

                                  (2)  ( ) ( , )
dX

F X f X t
dt

   

حيث  ,
T

X x y  2و:F   2و 2:f    ّة بالنسبة لذ دالة دوريt 
العلاقة  fالة تحقق الدّ  tو x من أجل كلّ و أنّ أي  ,Tدورىا 

( , ) ( , )f X t f X t T   ّكما أن ( , )f X t[2] اضطراب صغير. ىو 

0عندىا   ,ة وىي:المنظومة الأساسيّ  نحصل عمى 

                             (3)            ( )
dX

F X
dt

  

 مساراتيا عمى منحنيات معادلاتياد ة, تمتة مستقمّ ىي منظومة ىاممتونيّ الّتي و 
( , )H y x E ,أنّ  حيث E ىذه , نفرض أنّ بالإضافة إلى ذلك . ثوابت مختمفة

 , حيث أنّ ىوموكميني ذات اتصال 0Xةنقطة سرجيّ  تممك المنظومة 0 ( )q t  ىو

 0Xإلى  المسار ىذا يسعىو  (3)المعادلة  حققلممنظومة  وي المسار اليوموكميني
   .من إلى عندما يسعى الزّ 
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)0 تنطبق )q t ة عتين المستقرّ المتنوّ  كمتي عمى
0( )sW X  ة غير المستقرّ و

0( )uW X 
عمى ة المستقرّ ة وغير عتان المستقرّ تتطابق المتنوّ  t ومن أجل كلّ  (3)لممعادلة  0Xلذ

 . اليوموكمينيطول المسار 

 ىي فقط عاتيامتنوّ وأنّ  ثنائي البعدىو فضاء  (3) لاحظ أنّ فضاء الطور لممنظومة
 منحنيات سوية.

0 في حال كانت قةالمنظومة المعمّ  , سيكون من المفيد اعتبار:  

                                    (4)  

( ) ( , ) ; 1
dX d

F X f X
dt dt


     

) لذ  سبةالبعد بالنّ اءىا الطوري ثلاثي فضوىي منظومة تمقائيّة,  , )x ممنظومة ل ومطابقة
  .(2)ذة لذالأساسيّ 

  ليذه المنظومة بالشّكل: اريوتطبيق بوانكنعرّف ل

0 0 0:
t t t

P     

 حيث 

    0

0, : 0,
t

x t t      

0tXنقطة ثابتة  0tPطبيقالتّ ىذا  يممك   تحقق 0

0

t
X X     , وتتطابق

  :كما ىو موضح بالشّكل (4)مسار دوري لممنظومة مع ة ابتقطة الثّ ىذه النّ 
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)فً : (1) كلالش   )a: ق 0tXابتة الث   ةطالن 
فً  0tPطبٌق للت   0Xالنقطة الثابتةو  0tPطبٌق للت   

)المستوي  , )x y ًوف 

( )b :0بتة قطة الثا  الموافق للن   (2) للمنظومة الدوري المسارtX
والمسار الدوري الموافق للمنظومة 

(3)  

  

0t ابتة لتطبيق بوانكاريوالثّ قطة ة لمنّ عة المستقرّ نرمز لممتنوّ 
P 0بالرمز( )

tsM X  

)0 بذ ةعة غير المستقرّ والمتنوّ  )
tuM X  . 

 سنأخذ وبشكل خاص, 
0 0 0( ) ( )s sM X W X  و

0 0 0( ) ( )u uM X W X 
و

0 0 0 0( ) ( )u sM X M X  اً كان أيّ عمى طول المسار اليوموكميني. من جية أخرى
0( )

tsx M X  وفق تطبيق بوانكاريو صور ىذه النّقاط تتقارب 0 ( )
n

t
P x  بشكل

 
 

( )a
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0tX من أسي
nعندما    0كان  أيّاً , وبشكل مشابو( )

tux M X   عندىا

ةالصور العكسيّ  تتقارب 0 ( )
n

t
P x

0tX من بشكل أسي 
nعندما   [3] 

 ةنقطة كيفيّ  باختيار
0q طور  وبأخذ (3) ةلممنظومة الأساسيّ اليوموكميني  عمى المسار

0الّتي من أجميا تكون 0q الحل (0)q  ّالمسافة بحساببعدىا . لمختارةقطة االن M  بين
)0 ةالمستقرّ عة المتنوّ  )

tsM X   0ة غير المستقرّ و( )
tuM X  في جوار النّقطة 

0 (0)q  ّ0 من أجل كلt  ّالمسافة ىذه  عمى أن نلاحظ أنM  0تابعة لذستكون (0)q 

)0 ةعتان المستقرّ تتقاطع المتنوّ  0tإذا وجدت قيمة لذ ف .0tوروالطّ  )
tsM X   غير و

)0ةالمستقرّ  )
tuM X  0  قاطع الرأسيفي التّ  بشكل أسيt

 , ّ0وذلك لأنt  0طورq 
تتقاطع عمى المسار اليوموكميني, و نسحاب إلى الا , والانسحاب الزمني يكافئفقط 
قيم  عتان عدد لا نيائي من المرات ليس فقط من أجل ىذه القيمة ولكن من أجل كلّ المتنوّ 

0t . 

 اتمعادلات المسار  بدايةً نوجد الآن  0( , ),uq t t tو 0( , ),sq t t t  ّق تي تحقّ وال

)0 ةن المستقرّ يعتالمتنوّ  طولعمى  تقع (4) المعادلةأنّ  )
tsM X   ةغير المستقرّ و 

0( )
tuM X  بعدوري ثلاثي الء الطّ في الفضا.  

في جوار  (2)لمنظومة ا يحمّ بنشر بعدىا, 
0t نجد : 



 د. محمد العلً      بنان كاخٌا     2222  عام  12العدد44  جامعة البعث  المجلد مجلة 

331 
 

(5)                 
2

0 0 0 1 0 0

2

0 0 0 1 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( )

s s

u u

q t t q t t q t t O t t

q t t q t t q t t O t t





 

 

    

    

 

 صغير نجد أنّ: من أجل  0q باختيار الحدود الخطيّة فقط في جوارو 

1 0

0 0 1 0 0 0

( , )
( ( )) ( , ) ( ( ), )

s

s
d q t t

J q t t q t t f q t t t
dt

   
                              

(6)  

0tمن أجل  tحيث ,J لذ  ةيعقوبيّ المصفوفة الF,  ّق تحق
1 0( , )uq t t  المعادلة

0t من أجل كلّ  (6) t. 

عن طريق ة المستقرّ غير ة و عتين المستقرّ بين المتنوّ  نحسب البعدصغير,  من أجل  
 حيث q(0)0قطة النّ في  (3)في اتجاه ناظم المسار اليوموكميني لممنظومة قياسيا 

 :جو الإزاحة بالعلاقةيعطى متّ 

    0 0 0 0 0( ) ( , ) ( , )u sd t q t t q t t  
                              

(7) 
 عمماً أنّ  

0( , )sq t t و
0( , )uq t t 0لذ  مجاورتان نقطتان (0)q,  ّعتان والمتنو

0لممسار اليوموكميني عند  مماسان (0)q,  ّ2 كلكما في الش : 
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 فً اللحظة q(0)0عتٌن المستقرة وغٌر المستقرة بالقرب من : المسافة بٌن المدارات على المتنو  (  (2كلالش  

0t  

 :إذا كان وونلاحظ أنّ  1 2,
T

F F F  الخارجي  اظمنّ الواحدة يعطى متجو عندئذ

 :بالشّكل

2 0 1 0 0( (0)) , ( (0)) / ( (0))Tn F q F q F q    

0 في النّقطةعتين تعرف مسافة ميمنيكوف بين المتنوّ  (0)q بالشّكل : 

0( ) .D t d n
                              

(8)  

    0 1 0 0 1 0 0 2

0

( (0)) , ,
( )

( (0))

u sF q q t t q t t
O

F q




 
 

                              

(9)  
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من المتجيين  زوج لأيّ يث الجداء الخارجي ح
1 2,

T

a a a    و 1 2,
T

b b b ,

  : العلاقةف بذمعرّ 

1 2 2 1a b a b a b    

في إزالة  (6)تساعدنا المعادلة , Dحساب  أجلمن 
1

sq 1و

uq  وذلك  (8)من العبارة

لأنّ 
1

sq  و
1

uq  ّفة صراحةً غير معر. 

   :نعرف بدايةً 

      0 0 0 1 0, ( ( )) ,s st t F q t t q t t   
                             

(10)  

نجد أنّ:بالاشتقاق   
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0
0 0 0 0 1 0

1 0
0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0

( , )
( ( )) ( ( )) ( , )

( , )
( ( ))

( ( )) ( ( )) ,

( ( )) { ( ( )) , ( ( ) , ) }

{ ( ( ))} ( ( )) ,

( ( )) (

s
s

s

s

s

s

d t t
J q t t F q t t q t t

dt

d q t t
F q t t

dt

J q t t F q t t q t t

F q t t J q t t q t t f q t t t

trace J q t t F q t t q t t

F q t t f


   

  

   

     

   

   0 0

0 0 0 0

( ) , )

( ( )) ( ( ) , ).

q t t t

F q t t f q t t t



   

                     (11)            
                                                                            

                                                            

 :و ذلك لأنّ 

  ( ) ( )J a b a J b trace J a b      

2 2

1 1 2/ / / / 0trace J F x F y H x y H y x              
 

 نجد أنّ: إلى  0tمن  (11) بمكاممة

0

0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( ( )) ( ( ), )s s

t

t t t F q t t f q t t t dt


                                   

(12)
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 حيث 

0 0 0 1 0( , ) lim ( ( )) ( , ) 0s s

t
t F q t t q t t


      

 لأنّ  
1 0( , )sq t t محدود و . 

0 0 0lim ( ( )) lim ( ) 0
t t

F q t t F X
  

   

  نجد أنّ: (11)بالتعويض في 

0

0 0 0 0 0 0( , ) ( ( )) ( ( ), )s

t

t t F q t t f q t t t dt


                                     

(13)  

  أنّ: بنفس الطريقة نجد

0

0 0 0 0 0 0( , ) ( ( )) ( ( ), )
t

u t t F q t t f q t t t dt


                                    

(14)  

 :  نجد أنّ  (9)في المعادلة  (14)و  (13) تعويضب

20
0

0

( )
( ) ( )

( (0))

M t
D t O

F q


 

                               
(15)  

أنّ  حيث
0( )M t   معرّفة بالشّكل الدالة ميمنيكوف ىي: 

   0 0 0 0 0( ) ( ( )) ( ( ))M t F q t t f q t t dt




                                
(16)  
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صفراً بسيطاً  D المسافة , عندىا تممكصفراً بسيطاً  M بشكل عام, إذا ممكت الدالة
لا  اً عددة  غير المستقرّ ة  و عتان المستقرّ تتقاطع المتنوّ و  صغير من أجل   في جوار

0tمن المرات عند النقطة الموافقة لذ  اً نيائي . 

صفراً بسيطاً أيضاً,  D المسافة عندىا لن تممكبسيطاً  صفراً  Mالدالةإذا لم تممك  و
 [4] ة.غير المستقرّ ة و عتان المستقرّ ولن تتقاطع المتنوّ 

 مثال تطبيقي:

 كل: البة بالشّ ذات القساوة السّ  تعطى معادلة دفينغ

3 ( cos )
dx dy

y x x wt y
dt dt

      
 

  

,حيث   , 0r w   0و 1. 

لنضع   0 , cos
T

f wt y    3و,
T

F y x x     0من أجل  توجد ,

ىوموكمينيين وري مع منحنيين في المستوي الطّ  (0,0) نقطة الأصل  نقطة سرجية عند
 [5] متناظرتين.

)ة المعادلة وتممك مسارات المنظومة الأساسيّ  , )H y x E , حيث 

     3

2

3 4 2

/ , / , / , /

1
/

2

1 1
/

4 2

F H y H x y x x H y H x

H y y H y

H x x x H x x
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2 2 41 1 1

2 2 4
H y x x E                                   

  ,  أي أنّ 0E, وذلك عندما ة مسارات اليوموكمينيّ ومنو ينتج معادلة ال

2 2 4 21 1 1 1
1

2 2 4 2
y x x y x x    

                             (17)

  

 

dومن معادلة دفينغ لدينا  x
y

d t
  وبالمكاممة نجد أنّ: (16)بتعويضيا في 

2

2 arcsec
2

1
2 2

dx

x
t t h

x x

  
 

  
 

  

2ومنو نجد  sechx t نجد: (17), وبالتعويض في 

2

2

1 1
2 sech 1 2(sech ) 2 sech 1 2 sech tanh

2
y t t t t t

cht
       

 

 :معطى بالشّكلالحل اليوموكميني  ويصبح

 ( ) 2 sech , 2 sech tanhq t t t t  

و بأخذ   0 (0) 2 , 0q   ميمنيكوف المعطاة بالشّكل:لنوجد دالة ,  و  

0 0 0 0 0( ) ( ( )) ( ( ))M t F q t t f q t t dt




    



 ذات القساوة السالبة لنٌكوف وتطبٌقها على معادلة دفٌنغمٌ نظرٌة

310 
 

 في عبارة التكامل: fو  Fبتعويض قيمة الدالتين 

 0 0 0 0 0( ) ( ) cos ( ) .M t y t t wt y t t dt 




                                   

(18)  

0x أي بإجراء تغيير في المتحول t t   نجد: (18)وتعويضيا في  

                            

2 2

0 0( ) 2 sin sech tanh sin 2 sech tanh .M t wt x x wxdx x xdx 
 

 

  

 
                 (19)                    

  
 

  كاممين:لنوجد قيمة التّ و كاممين, التّ  قيمةبمرتبطة  Mنلاحظ أنّ قيمة الدالة

 
            

2 2

1

1 2
tanh sech (1 1)

3 3
I x xdx





                                              
  

(20)  

 أما التكامل الثاني فيحل عن طريق نظرية الرواسب

2 sech tanh sinI x x wxdx




  

cos نعمم أنّ  sinxe x i x   

sech tanh sech tanh cos sech tanh sini w xx x e dx x x xdx i x x wxdx
  

    

   

 

  :جزئةرف الأول بالتّ نكامل الطّ  
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,

sech tanh , sech

i w x iwxu e du i we dx

dv x x v x

 

 
  

 عويض في التّكامل نجد أنّ:تّ الب

sech tanh sechi w x i w xx x e dx xe dx
 

 

 

 

 من جية أخرى يمكن كتابة التّكامل بالشّكل الآتي:

( 1)

2

2 2
sech

1

i w x i w x
i w x

x x x

e e
xe dx dx dx

e e e

  


  

   
 

 

  ابعالتّ  لنفرض أنّ  
( 1)

2

2

1

iw x

x

e
f

e






في المستوي  ائي من النقاط الشّاذةيممك عدد لا ني 

2) العقدي 1)
2

x k i


  ( )k ,كاملالمناسب اختيار منطقة التّ  غير منو نّ فإ 

 اذة.قاط الشّ وي عدد لا نيائي من النّ تسوف تحفإنيا  عمى شكل دائرة كبيرة 

 كل:عمى المستطيل الموضح بالشّ  fكامل التابع سنوجد قيمة  تندىا 

1

2

3

4

: 0 :

: : 0

: :

: : 0

y R x R

x R y

y R x R

x R y







   

  

   

  

   

قطة الشاذة نلاحظ أنّ النّ و 
2

i
x


  تقع داخلC  حسب مبرىنة كوشي لمرواسب 

R

2
i



i

R
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( 1) ( 1) ( 1)( )

2 2 2( )
0

( 1) ( ) ( 1) ( )0

2( ) 2( )

( 1)
( 1) 2

2
2

2 2

1 1 1

2 2

1 1

2
2 Re , 2 2

1 2

i w x i w x i w R i yR

x x R iy
C R

i w x i i w R i yR

x i R i y
R

i w i
wi w x

x i

e e e
dx dx i dy

e e e

e e
dx i dy

e e

e e
i s i i e

e e














  

   




    

  







   
  

  
 

 
   

 

 

Rوبجعل   :ّنجد أن
 

 
 

( 1)( ) ( 1)0

2( ) 2

2 2
0

1 1

i w R i y i w R

R i y R

e e
idy

e e


    

  
 

 
 

( 1)( ) ( 1) ( 1)

2( ) 2 2
0 0

2 2
0

1 1 1

i w R i y i w R i w R

R i y R R

e e e
i dy dy

e e e

 


   


   

  
 

 و

( 1)

( 1) ( 1)( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2( ) 2 2 2 2

( 1)

2
2 2

1 1 1 1 1

2
(1 ) 2

1 1

i w x

i w x i w x i i w x i w x i w i i w xRR R R R

x i x x i x
R R R R R

ww i w xR R
w

x x
R R

e e e e e e
dx dx dx dx

e e e e e e

e e e
dx e dx e

e e
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 ومنو نجد أنّ  

                   

( 1) 2

2

2 2

2 2 2
sech

1 1 2

w

i w xR

w wx w
R

e e w
dx

e e
e e



 

  








  
 



                         
  

(21)  

 نجد أن:   (19)في  (21)و  (20) ينكاممبتعويض قيمة التّ 

0

4 1
2 sech( ) sin ( )

3 2
M w w wt


      

 بفرض أنّ:

 0

4cosh
2

3 2

w

R w
w





 
 
   

0فإذا كان  ( )R w



  غير المستقرّة من أجل عندىا تتقاطع المتنوّعتان المستقرّة و 

 صغير, بينما إذا كان 0R w



   0عندىاM   المستقرّة عتان لن تتقاطع المتنوّ و

 وغير المستقرّة.

   [6] ملاحظة: 

 ة (:ة من دالة ىاممتونيّ ) أي مشتقّ  ةىاممتوني fالة إذا كانت الدّ 

1 2

G G
f f

y x
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 : عطاة بالشّكلتصبح دالة ميمنيكوف معندىا 

 0 0 0 0 0( ) ( ( )) , ( ( )), )M t H q t t G q t t t dt


 

    

حيث  ,H f المعطى بالشّكل: قوس بواسون 

 , .
H G H G

H G
x y y x

   
 

   
  

  :والمقترحات الاستنتاجات

منظومة  قة عمىريتطبيق ىذه الطّ  بشكل نظري, استطعنااستنتاج  طريقة ميمنيكوف بعد 
ا دالة أوجدنو  ,البةالسّ  ذات القساوة معادلة دفينغ ذات درجة حرية واحدة والتي ىي

ة المتنوّعتين المستقرّ  ات الرأسيّةقاطعتّ الأنّ أصفار ىذه الدالة تشير إلى بينّا ميمنيكوف, و 
 .غير المستقرّةو 

يمكن تطبيق طريقة ميمنيكوف في حال كانت المنظومة أكثر من  ,بالإضافة إلى ذلك
غير ىاممتونية, لذلك  (1)المذكورة في المعادلة  Fالة كانت الدّ ة واحدة, و درجة حريّ 

 ة لذلك.الحالتين مع ذكر أمثمة توضيحيّ  تمكريقة في نرجو دراسة تمك الطّ 
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