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بطريقة  nفي الفضاء  سطح الكرة علىالتكاملات 
 النواة المولدة

 ىبو زكريا اصلان 2حامد عباس                                    د. 1 

 الرياضياتجامعة البعث_ كمية العموم_ قسم 

 ممخص:

باستخدام   nفي الفضاء  عمى سطح الكرةالتكاملات  قيمتم في ىذه المقالة إيجاد 
الذي نعتمد عميو في عمميات التعامد  ,التكاممي القانونالنواة المولدة وذلك بإيجاد طريقة 

الكرة سطح عمى  المنظمةإيجاد كثيرات الحدود المتعامدة و والنظيم من أجل  r

nS 1 التي
, ومن ثم تشكيل النواة المولدة التي تساعد في إيجاد ثوابت العلاقة rنصف قطرىا 

لأي دالة  ت المضاعفةيجاد قيمة التكاملالإ يستخدم قانونتشكيل التكعيبية والتي تفيد في 
 في المنطقة r

nS 1. 

كثيرات الحدود المتعامدة , العلاقة التكعيبية, النواة المولدةطريقة الكممات المفتاحية: 
 .المنظمةو 
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In this article, the values of the integrals in the spherical region in 

space n were found by using The Generative Kernal Method by 

finding the integrative constitution that we adopt in the orthogonal 

and regular operations in order to find Orthonormal Polynomials on 

the sphere with radius r , then forming the Generative Kernal that 

helps in finding the constants of the Cubature Formulae and that is 

useful in forming a relation that helps in finding the values of the 

double integrals of any function in  r
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 مقدمة: .1

من  يد العالم ميسوفسكيخ ىعم1968عام  لممرة الأولى طريقة النواة المولدة اكتشفت    
والتي لا تمتمك  حساب التكاملات المضاعفة في المناطق التي تمتمك مركز تناظرأجل 

 عام  التطور اليام لطريقة النواة المولدة حصل عميو ميولر أمّا, [5,6]مركز تناظر
12حيث تمكن من إثبات المبرىنات, وأوجد العلاقة التكعيبية بـ , [4] 1973 k  دقة

, [2,3,4] في حالة المناطق غير المتناظرة k2جبرية في حالة المناطق المتناظرة, و 
من إيجاد العلاقة التكعيبية من أجل الكرة الواحدية في  تمكن غيغل 1975وفي عام 

البحوث الجارية في ىذا المجال تدور حول دراسة خواص  إن  , الفضاء رباعي الأبعاد
والحصول عمى علاقات  ,أوسعالنواة المولدة وتطبيق ىذه الطريقة في مناطق تكاممية 

يمكن استخداميا من أجل حساب القيمة التقريبية لمتكاملات معممة تكعيبية جديدة 
 المضاعفة.

 هدف البحث: .2

التكاممي الذي سوف نستخدمو في  قانونالعام  لمإيجاد القانون ييدف البحث إلى       
تعامد والنظيم في سطح الكرة عمميات ال r

nS 1 , يجاد الصيغة العامة لكثيرات الحدود و ا 
متغير ومن عدة nالمتعامدة والمنظمة المطموبة عمى المنطقة التكاممية المفروضة  بـ 

 القانونتشكيل النواة المولدة  واستنتاج  ثم , الصيغة العامة لكل درجة, واستنتاج درجات
 .كثيرة الحدود العام ليا, والذي يزداد صعوبة كمما زادت درجة
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 :مواد البحث .3

 :[5,6,13] . بعض المبرهنات والتعاريف الهامة1-3

من توضيح بعض  قبل عرض طريقة النواة المولدة لتشكيل العلاقات التكعيبية, لابد    
 :المفاىيم الأساسية

 : العلاقة التكعيبية:1تعريف 
 العلاقة التكعيبية ىي مساواة تقريبية من الشكل: إن 

(1)                



N

j

jj xfCdxxfx
1

 

أو  )النقاط التكاممية( مكاممةىي نقاط مختمفة مثنى مثنى وتدعى نقاط ال jxحيث إن
, الثوابت الموافقة لتمك النقاطjcوعدد النقاط التكاممية  N, عقد العلاقة التكعيبية

( )f xالدالة المراد مكاممتيا و( )x تحقق:زوجية,  دالة الوزن 

(2)                xxxx  & 
 فيي المنطقة التكاممية أما  r

nS 1 
, إذا تحولت إلى مساواة dإنيا تمتمك دقة جبرية  (1)نقول عن العلاقة التكعيبية 

صحيحة, بحيث تكون درجة كثيرة الحدود المُكاممة  xfلا تتجاوز d 
 :1مبرهنة 

لنفرض أن  x  و (2)تحقق الشرط , r

nS 1  لا تمتمك نقاط داخمية, فإذا كانت
kdحيث  دقة جبرية dتمتمك  (1)العلاقة التكعيبية  2  وk  درجة كثيرات الحدود

 عدد عقد العلاقة التكعيبية تحقق المتراجحة: Nفإن المتعامدة والمنظمة, 

(3)                  
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 : 2برهنة م

لنفرض أن  x  و (2)تحقق الشرط , r

nS 1  لا تمتمك نقاط داخمية, بحيث
  ,x  تحققان الخاصة التناظرية بالنسبة لـ 0,........,0,0 

12تمتمك  (1)فإذا كانت العلاقة التكعيبية   kd   دقة جبرية, حيث  لا تعتبر
 عقدة من عقد العلاقة التكعيبية, فإن عدد عقد العلاقة التكعيبية تحقق المتراجحة:

(4)                               ,12  nMN 

ة دوراً ىاماً في تشكيل النواة المولدة في العلاقات منظمتمعب كثيرات الحدود المتعامدة وال
التكعيبية لطريقة النواة المولدة, حيث يمكننا الحصول عمى كثيرات الحدود المتعامدة 

باستخدام طريقة شميت لمتعامد والنظيم, ولنرمز لكثيرات الحدود  والنظيمة في المنطقة 
متغير بالرمز  nالمتعامدة والنظيمة ذات  xFi:ولنضع , 

(5)                             
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 حيث إن nuuuu ,.....,, 21  و 
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  عدد وحيدات الحد التي

 بالنواة المولدة . (5)متغير, تدعى العلاقة  nبـ  kدرجتيا لا تتجاوز 

 : النواة المولدة:2تعريف 

متغير تستخدم في العلاقات التكعيبية ذات الدقة الجبرية  n2ىي كثيرة حدود ذات  
kdالزوجية  2  أمّا النواة المولدة لمعلاقات التكعيبية ذات الدقة الجبرية  ,(5)كما في
12الفردية   kd ,تُعطى بالعلاقة:ف 

(6)                           
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التي توافق  iإشارة الفتحة فوق إشارة المجموع تعني أن عممية الجمع توخذ بـ  حيث إن
كثيرة الحدود  xFi  التي تمتمك نفس الدرجة الزوجية )الفردية( معk , تدعى العلاقة و

والتي  kمتغير التي درجتيا لا تتجاوز  n2بالنواة المولدة وىي كثيرة حدود ذات  (6)
 .kالزوجية )الفردية( مع  الدرجة تمتمك نفس

 لآتيتين:بية نستخدم المبرىنتين التشكيل العلاقات التكعي

121 بفرض أن النقاط [7]: 3ة مبرهن ....,,, nuuu  تنتمي إلى سطح المنطقة  التي لا
تمتمك نقاط داخمية وتحقق الشرط   iji

ji

k buuK ,  حيث ii

ki uuKb ,  يتألفو 


1

1





n

i

iH  مع سطح المنطقة من النقاطsx  12والتي عددىا  nks  , 

 k2لاقة التكعيبية الدقيقة من أجل كثيرات الحدود التي درجتيا لا تتجاور فإنو توجد الع
(7)                       j

s

j

j

n
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xfCuf
b

dxxfx 
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1
  

)بفرض أن كلا من   [7]: 4ة مبرهن )x  و و لا  تحقق خاصة التناظر المركزي
 تحقق الشرط iu والنقاط ,نقاط داخميةتمتمك   iji

ji

k buuK ,
 يتألفو  ~

1

1





n

i

iH  مع

12والتي عددىا  sx من النقاط المختمفة مثنى مثنى سطح المنطقة   nks ,ذ عندئ
2التي دقتيا يمكن تشكيل العلاقة التكعيبية  1k : 

(8)                   j
s

j

j

n

i

ii
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xfCufuf
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 التكاممي: القانونإيجاد . 2-3

لتكن لدينا  r

nS 1 في الفضاء  سطح الكرةn حيث إن: 

   222

2

2

11 .....; rxxxxS n

nr

n ,r  ولنوجد لكرةا سطحنصف قطر ,
 قيمة التكامل:
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(9                                )
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),,....,( حيث إن 21 n , ),......,,( 21 nxxxx . القوى  ىدإحإذا كانتi

ة, فإننا نستطيع كتابتيا أعداد زوجي iإذا كانت القوى , أمّا 0Pعدداً فردياً فإن 
ii  بالشكل q2 حيث إن ni ,...,2,1د, فنج: 
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, ثم نعمم 4,3,2,1nتدريجياً من أجل  nفي الفضاء  (9)تم إيجاد قيمة التكامل 
 .(10)الناتج لنحصل عمى 

 :المنظمة: إيجاد كثيرات الحدود المتعامدة و 3-3

في  سوف نعتمد عمى مبدأ غرام شميث ,المنظمةلإيجاد كثيرات الحدود المتعامدة و 

لتكن , التعامد والنظيم  
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 :[9,10] النواة المولدةصيغة : إيجاد 4-3

 . النواة المولدة لكثيرات الحدود من الدرجة الأولى:1-4-3

 , فنجد:((6في  (12)نعوض 
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 . النواة المولدة لكثيرات الحدود من الدرجة الثانية:2-4-3

 تعطى النواة المولدة بالصيغة:         

(17)          
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 بتعويض كثيرات الحدود من الدرجة الثانية ومن الدرجة الصفرية, نجد:

(18)     
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 بالشكل: (18)يمكن كتابة 
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نخرج في 
1S  1المجموع ذو الدليلn ثم نبدل كل ,j ـب s  :فنجد 
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نجري  في  
2S  :تبديل في عممية الجمع, فنجد 
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 (25)في  5Sفي ترتيب المجموع في الحد الخامس والذي سنرمز لو بالرمز  نجري تبديلاً 
 فنجد:
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 بتجميع الحدود, نجد:

(31)                            2
1

1

22

4 ruuS
n

t

ts  




 

 , نجد:(23)في  (31)بتعويض 

(32)                             







 









2
1

1

22
1

1

2

21 ruuxSS
n

s

ss

n

s

s
 

 :3Sلنوجد 

 

     









































































1

1

41

1

2
1

1

2
2

1

1

2

2
1

1

22
1

1

2
2

1

1

3

11

1

1

n

j

j

s

s

n

j

j

n

j

j

s

sj

n

j

n

j

j

jnjn

r
u

jnjn

r
u

jn

r

ru
jn

u
jn

r
r

jn

U
S

 

 وبالتالي:








 
 



 n

n
rurS

n

s

s

14
1

1

22

3                           (33)  

 , نجد:(33)و  (32)بجمع 

  






 









 











 n

n
rxurruuxSSS

n

s

ss

n

t

ts

n

s

s

14
1

1

2222
1

1

22
1

1

2

321  

 نجد:, (20)بالتعويض في 
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 : [1,8,11,12]النتائج ومناقشتها .4

. تشكيل العلاقة التكعيبية لمنواة المولدة 1-4 xuK ,1
و  xuK ,
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نحصل عمى الثابت 
1C  بتعويض الدالة

1f الدالة  حيث إن في العلاقة التكعيبية
1f  

, ونوجد بقية الثوابت من أجل بقية الدوال عمى 1xماعدا العقدة  ixنقاط التنعدم في 
 التتالي, فنحصل عمى ثوابت العلاقة التكعيبية كما في الجدول الآتي:
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من أجل  (8)ثوابت العلاقة التكعيبية : (1)الجدول  xuK ,
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712  kd  3ومن أجلn فنجد:(38), نعوض في , 
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لنأخذ النقطة  0,0,1 ru  :فنحصل عمى معادلة السطح 
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وبالتالي فإن  0,,02 ru   والتي تعين السطح
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والحد الأدنى لعدد ىذه النقاط  20عدد النقاط التكاممية يساوي 
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 بما أن , و

لإيجاد ن أجل الدوال حتى الدرجة السابعة, صحيحة م (8)العلاقة التكعيبية 
1C  نختار

الدالة  rzryrx 
















 2222

7

3

7

نختار بقية الدوال, فنجد قيم وبنفس الأسموب , 3

 الثوابت:

iC ix 
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r 21 , xx 

3

288

77
r

 6543 ,,, xxxx 

3

288

91
r

 141387 ,,, xxxx 

3

540

203
r 18,...,15,12,11,10,9x 

من أجل  (8)ثوابت العلاقة التكعيبية : (7)الجدول  xuK ,
~

 3nو3
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 الاستنتاجات والتوصيات: .5

زيادة درجة كثيرات الحدود لمحصول عمى علاقة من خلال ماسبق, نجد أنو من المفيد 
صيغة النواة المولدة من أجل أي درجة كثيرة تكعيبية ذات دقة جبرية أعمى, ويمكن تعميم 

نوصي بالعمل ودراستو, و  حدود لمحصول عمييا دون استنتاج وىذا ما يتم العمل عميو
مل عمى دراستيا في عمى دراسة طريقة النواة المولدة في مناطق تكاممية جديدة, والع

 .أخرىفضاءات 
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