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 nالتكاملات في المناطق الكروية في الفضاء 
 بطريقة النواة المولدة

 هبه زكريا اصلان  2حامد عباس                                    د.  1

 جامعة البعث_ كلية العلوم_ قسم الرياضيات

 ملخص: 

باستخدام      nالتكاملات في المنطقة الكروية في الفضاء    قيم تم في هذه المقالة إيجاد  
الذي نعتمد عليه في عمليات التعامد    ,النواة المولدة وذلك بإيجاد الدستور التكامليطريقة  

أجل   من  و والنظيم  المتعامدة  الحدود  كثيرات  الكرة    المنظمةإيجاد  )على  )r

nB  نصف التي 
التكعيبية  rقطرها   العلاقة  ثوابت  إيجاد  في  تساعد  التي  المولدة  النواة  تشكيل  ثم  ومن   ,

إيجاد قيمة التكاملاتشكيل  والتي تفيد في   لأي دالة في   ت المضاعفةدستور يساعد في 
)المنطقة   )r

nB . 
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The Integrals In Spherical Regions In 

The Space 𝕽𝒏 By The Generative Kernal 

Method 
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Abstract: 

In this article, the values of the integrals in the spherical region in 

space n were found by using The Generative Kernal Method by 

finding the integrative constitution that we adopt in the orthogonal 

and regular operations in order to find Orthonormal Polynomials on 

the sphere with radius r , then forming the Generative Kernal that 

helps in finding the constants of the Cubature Formulae and that is 

useful in forming a relation that helps in finding the values of the 

double integrals of any function in ( )r
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 مقدمة:  .1

من    يد العالم ميسوفسكيخ  ىعل 1968عام    للمرة الأولى  طريقة النواة المولدة   اكتشفت    
والتي لا تمتلك    حساب التكاملات المضاعفة في المناطق التي تمتلك مركز تناظرأجل  

تناظر ميولر  أمّا,  [5,6]مركز  عليه  حصل  المولدة  النواة  لطريقة  الهام   عام    التطور 
12حيث تمكن من إثبات المبرهنات, وأوجد العلاقة التكعيبية بـ  1973 +k    دقة جبرية في

و   المتناظرة,  المناطق  المتناظرة  k2حالة  غير  المناطق  حالة  عام  ],3,42[  في  وفي   ,
غيغل   1975 الفضاء    تمكن  في  الواحدية  الكرة  أجل  من  التكعيبية  العلاقة  إيجاد  من 

البحوث الجارية في هذا المجال تدور حول دراسة خواص النواة المولدة    إن  , رباعي الأبعاد
والحصول على علاقات تكعيبية جديدة    ،أوسع وتطبيق هذه الطريقة في مناطق تكاملية  

 يمكن استخدامها من أجل حساب القيمة التقريبية للتكاملات المضاعفة. 

 هدف البحث:  .2

للدستور التكاملي الذي سوف نستخدمه في    إيجاد القانون العام  يهدف البحث إلى         
)عمليات التعامد والنظيم في المنطقة الكروية )r

nB  , إيجاد الصيغة العامة لكثيرات الحدود  و
بـ   المفروضة   التكاملية  المنطقة  على  المطلوبة  والمنظمة  عدة  nالمتعامدة  ومن  متغير 

تشكيل النواة المولدة  واستنتاج  الدستور  ثم  ,  , واستنتاج الصيغة العامة لكل درجةدرجات
 . كثيرة الحدود زادت درجةالعام لها, والذي يزداد صعوبة كلما 

 : مواد البحث  .3

 . بعض المبرهنات والتعاريف الهامة: 1-3

من توضيح بعض    قبل عرض طريقة النواة المولدة لتشكيل العلاقات التكعيبية، لابد    
 العلاقة التكعيبية هي مساواة تقريبية من الشكل:  , إن المفاهيم الأساسية

(1)              ( ) ( ) ( )
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ال  jxن  إحيث   التكاملية(   مكاملةهي نقاط مختلفة مثنى مثنى وتدعى نقاط  أو    )النقاط 

التكعيبية العلاقة  التكاملية    N,  عقد  النقاط  النقاطjcو عدد  لتلك  الموافقة  ,  الثوابت 
( )f xالدالة المراد مكاملتها و( )x دالة الوزن، أما  .فهي المنطقة التكاملية 

)وبفرض أن  ,  تحوي نقاط داخليةمنطقة      بفرض أن  [7]:  (1)مبرهنة   )x    تحقق
)الشرط:  ) ( )  



xdxxx ;0&0   التكعيبية والعلاقة  دقة    (1)  ،  تملك  

 ، عند ذلك يكون:  0dومن أجل   ,d  1جبرية

( )!
( , ) :

!. ! 2

+  
  = = =  

 

n k d
N M n k k

n k
 

الرمز   
2

 
=  
 

d
k   يعني القسم الصحيح من الكسر

2

d  ,n  .بعد الفضاء 

الدرجة      [7]  :(2)  تعريف من  حدود  كثيرة  هي  المولدة  على  kالنواة  من    2nتحتوي 
ب لها  يرمز  )ـالمتحولات  ),kk u x    حيث( )

1 2, ,....,= nx x x x  و

( )1 2, ,...,.= nu u u u  ة: التاليتدعى مولدة لأنها تحقق الخاصة 

( ) ( ). ( , ). ( )


=  KF u x K u x F x dx 

1ُ  حيث 2. .... ndx dx dx dx= وk مية هي درجة كثيرة الحدود المتعامدة النظا( )F x  

 التالي: يمكننا إيجاد النواة المولدة بالشكل 

, إذا تحولت إلى مساواة صحيحة, بحيث dها تمتلك دقة جبرية إن (1)نقول عن العلاقة التكعيبية   1
)تكون درجة كثيرة الحدود الم كاملة  )xfلا تتجاوزd  
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(2)                        ( ) ( ) ( )
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إ التي توافق كثيرة الحدود    jإشارة الفتحة فوق المجموع تعني أن عملية الجمع بـ    ن  حيث  
( )xF k

j    مع  ) )الزوجية  الفردية  نفس   تمتلك  كان    kوالتي  حال  فردي    kفي  عدد 
))زوجي(, و   )xuKk ,

والتي تمتلك نفس الفردية   kمتغير, درجتها   n2كثيرة حدود ذات   ~
ولتشكيل  k2, ويمكننا من خلالها تشكيل العلاقة التكعيبية بدقة جبرية  k)الزوجية( مع  

12العلاقة التكعيبية بدقة فردية   +k  :نستخدم الصيغة 

(3)                      ( ) ( ) ( )xuKxuKxuK kkk ,
~

,
~

, 1−+= 

)في حالة كون كل من الوزن  الدقة الزوجية ستخدم ن  )x  والمنطقة   تمتلك خاصة
, أي أن : التناظر المركزي 

 
, ( ) ( ) (4) −  = −x x x x 

 : 1نظرية 

)لنفرض أن   )x    تحقق( ) ( ) 0&0 


xdxx     وتمتلك ,    نقاط داخلية, فإذا

التكعيبية    Nدقة جبرية, فإن    mتمتلك    (1)كانت العلاقة التكعيبية   عدد عقد العلاقة 
 تحقق المتراجحة: 

        ( )
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 :  2نظرية 

)لنفرض أن   )x   تحقق( ) ( ) 0&0 


xdxx   وتمتلك ,    نقاط داخلية, بحيث

( ) ,x   تحققان الخاصة التناظرية بالنسبة لـ( )0,........,0,0=  (4)كما في 
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12تمتلك    )1(فإذا كانت العلاقة التكعيبية   += kd    دقة جبرية, وإذا لم تكن    من بين
 عقد العلاقة التكعيبية, فإن عدد عقد العلاقة التكعيبية تحقق المتراجحة: 

            ( )



 −






2

:;2 oddk
N 

كانت   تحقق    وإذا  التكعيبية  العلاقة  عقد  عدد  فإن  التكعيبية,  العلاقة  عقد  بين  من 
 المتراجحة: 

          ( )





+

−−


12

:;12



 oddk
N 

 متغير.  nبـ   kعدد وحيدات الحد غير الزوجية التي درجتها لا تتجاوز  حيث  

 لآتيتين: بية نستخدم المبرهنتين االعلاقات التكعي لتشكيل 

nuuu  بفرض أن النقاط  [7]:  (2)ة  مبرهن ....,,, )تحقق الشرط    21 ) iji

ji

k buuK =,  
)حيث   )ii

ki uuKb يتألف و  =,
1

n

i

i

H
=

,,jxمن النقاط    1,2,......,ns k j s= =  , 

)نقطة اختيارية من الكرة    1uنأخذ   )r

nB    نحصل على    (3)ونتيجة تعويض احداثياتها في
السطح   النقطة    1Hمعادل  على  التقاطع    2uونحصل  )من  ) 1HB r

n    تعيّن والتي 
)ومن    2Hالسطح   )  21 HHB r

n    على وهكذا...ع 3uنحصل  تشكيل ندئذ  ,  يمكن 
 : 2kالتي دقتها  العلاقة التكعيبية 

(5)                 ( ) ( ) ( ) ( )j
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xfCuf
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+
11

1
   

)بفرض أن كلا من    [7]: (3)ة مبرهن )x   و  (4)تحقق خاصة التناظر المركزي ،  
)والنقاط  )ia تحقق الشرط  ( ) iji

ji

k buuK =,
يتألف و  ~

1

n

i

i

H
=

من النقاط المختلفة مثنى    

(1)مثنى (2) ( ), , ,.......n ss k x x x=,التي دقتها ذ يمكن تشكيل العلاقة التكعيبية عندئ
2 1k + : 
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 إيجاد الدستور التكاملي: . 2-3

 نحيث إ nكرة في الفضاء   nBلتكن لدينا  
( )  222

1 .....; rxxxB n

nr

n =++=و rقطر الكرة, ولنوجد قيمة التكامل نصف 

(7                                 )dxxP
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أن  ),,....,(  حيث  21 n =  ,),......,,( 21 nxxxx كانت  ,  = iالقوى    أحد إذا 

فإن   فردياً  أمّا  P=0عدداً  القوى  ,  كانت  زوجي  iإذا  كتابتها  أعداد  نستطيع  فإننا  ة, 
ii   بالشكل q2= ن  حيث إni  : 1 , فنجد =2,1,...,
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 : المنظمةكثيرات الحدود المتعامدة و : إيجاد 3-3

التعامد  في   سوف نعتمد على مبدأ غرام شميث  , المنظمةلإيجاد كثيرات الحدود المتعامدة و 
 : والنظيم
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إيجاد  1 التكامل    تم  الفضاء    (7)قيمة  أجل    nفي  من  الناتج ,  n=4,3,2,1تدريجياً  نعمم    ثم 
 .(8)لنحصل على 
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 : [9,10]  النواة المولدةصيغة  : إيجاد  4-3

 . النواة المولدة لكثيرات الحدود من الدرجة الأولى: 1-4-3

 , فنجد: ((2في  (10)نعوض 
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), حيث أن )3(وبالتعويض في   )
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 المولدة لكثيرات الحدود من الدرجة الثانية: . النواة  2-4-3

 تعطى النواة المولدة بالصيغة:

)15(              ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

=

++=
ji

jij

n

j

jr

n

uFxFuFxF
B

K 222

1

2

2

1~


 

 بتعويض كثيرات الحدود من الدرجة الثانية ومن الدرجة الصفرية, نجد: 
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 بالشكل:   (16)يمكن كتابة 
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 حيث إن: 
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بالرمز   له  سنرمز  والذي  الخامس  الحد  في  المجموع  ترتيب  في  تبديل  في    5Sنجري 
 , فنجد: (23)
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~

 . n=2و2

 : n=3ثانياً: من أجل  

في   المولدة  النواة  أجل  من  التكعيبية  العلاقة  الجبرية (33)لنشكل  الدقة  أجل  ومن   ,
512 =+= kd   3,ومن أجل=n فنجد: )33(, نعوض في , 
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الخطوات   نفس  باتباع 

أن:   نجد  السابقة,  الفقرة  )في  )0,0,1 ru =  ,
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321 ,, uuu  هو النقاط الآتية (33)في : 
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هو    التكاملية  النقاط  هو    14عدد  النقاط  لعدد  الأدنى  والحد 
  ( ) ( )  141,1,22 =−−=− nMknMN   ,  وبالتالي فإن عدد النقاط التكاملية يزيد

النقاط   تقع  الأدنى,  الحد  عن  واحد  865432بمقدار  ,,,,, xxxxxx    الكرة سطح  على 
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في   تنعدم  النقاط  التي  العقدة  جميع  الأسلوب,  1xماعدا  بنفس  الثوابت  بقية  ونوجد   ,
 فنحصل على ثوابت العلاقة التكعيبية كما في الجدول الآتي: 

iC   النقاطix 
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)من أجل   )6(ثوابت العلاقة التكعيبية : (2)الجدول  )xuK ,
~

 . n=3و2

)تشكيل العلاقات التكعيبية من أجل  . 2-5-1-2 )xuK ,2
: 

 :n=2أولًا: من أجل  

في   المولدة  النواة  أجل  من  التكعيبية  العلاقة  الجبرية (34)لنشكل  الدقة  أجل  ومن   ,
42 == kd  أجل ومن   ,2=n  في نعوض  فنجد )43(,   ,
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يساوي   التكاملية  النقاط  هو   6عدد  النقاط  لعدد  الأدنى  والحد 
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  تنعدم في   1f, حيث أن الدالة  )5(في العلاقة التكعيبية    1fبتعويض الدالة    1Cالثابت  
النقاط   العقدة  جميع  التتالي,  1xماعدا  على  الدوال  بقية  أجل  من  الثوابت  بقية  ونوجد   ,

 فنحصل على ثوابت العلاقة التكعيبية كما في الجدول الآتي: 
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)من أجل   )5(ثوابت العلاقة التكعيبية : )3(الجدول  )xuK  . n=2و2,

 : n=3ثانياً: من أجل  

في   المولدة  النواة  أجل  من  التكعيبية  العلاقة  الجبرية (34)لنشكل  الدقة  أجل  ومن   ,
42 == kd  3, ومن أجل=n  فنجد: )43(, نعوض في , 
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321عن تعويض   ,, uuu  هو النقاط الآتية (34)في : 
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هو   التكاملية  النقاط  هو    11عدد  النقاط  لعدد  الأدنى  والحد 
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, ونوجد بقية الثوابت بنفس الأسلوب, فنحصل  1xماعدا العقدة    جميع النقاط  تنعدم في  
 على ثوابت العلاقة التكعيبية كما في الجدول الآتي: 
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)من أجل   )5(ثوابت العلاقة التكعيبية : )4(الجدول  )xuK ,
~

 . n=3و2

). تشكيل العلاقة التكعيبية للنواة المولدة  4-3 )xuK )و 3, )xuK ,
~

3: 

 :n=2أولًا: من أجل  
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في   المولدة  النواة  أجل  من  التكعيبية  العلاقة  الجبرية  (35)لنشكل  الدقة  أجل  ومن   ,
712 =+= kd    أجل في  n=2,ومن  نعوض  فنجد:      )35(,   ,
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)من أجل   )6(ثوابت العلاقة التكعيبية : )5(الجدول  )xuK ,
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 . n=2و3

 : n=3ثانياً: من أجل  

 , فنجد: (35)نعوض في 

      ( )
( )( ) 








−








+








= 

=== 332

105
,

~
23

1

23

1

3

12

63

r
ux

r
uxux

Br
xuK

i

ii

i

ii

i

iir
 

)حيث  )0,0,1 ru =  ,( )0,,02 ru = ,( )ru ,0,03 الناتجة عن تعويض   تتقاطع السطوح  =
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2222تقع على السطح الكروي    21,20x,.....,27النقاط   rzyx 3,2,1uفلها نفس ثوابت   ++=
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)من أجل   )6(ثوابت العلاقة التكعيبية : (7)الجدول  )xuK ,
~

 . n=3و3

 الاستنتاجات والتوصيات:  .5

زيادة درجة كثيرات الحدود للحصول على علاقة  من خلال ماسبق, نجد أنه من المفيد  
تعميم صيغة النواة المولدة من أجل أي درجة كثيرة  تكعيبية ذات دقة جبرية أعلى, ويمكن  

عليه العمل  يتم  ما  وهذا  استنتاج  دون  عليها  للحصول  و   حدود  بالعمل  ودراسته,  نوصي 
في   دراستها  على  والعمل  جديدة,  تكاملية  مناطق  في  المولدة  النواة  طريقة  دراسة  على 

 . أخرى فضاءات مختلفة 
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