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 لكمونات المقاربية  Sommerfeld ذروط 
Nowacki  مع الحالة الديناميكية ةالمتوافق 

حمول  حجمية الخاضع ل  Koiter-Mindlinجدم ل
 مع الزمن اًمتغيرة توافقي

  ‡ حسام شقوف                                                                        †نتجب الحسن.د.م  أ
                                                

    :ملخص البحث
لمجسم المرن المتجانس  Nowackiكمونات  سة هي مسألةادر القيد المسألة 

(Homogeneous)  والمتماثل المناحي(Isotropic) والمتساوي درجات الحرارة ،
(Isothermal)والمؤلف من نقاط مادية موجهة ، (Oriented Material Points) ،

، ذلك ضمن نظرية  (Infinitesimal elastic Strains)وذي تشوهات مرنة صغيرة
 ] [Koiter 1العزوم المعدّلة. وضع الأساس الرياضي لمثل هذا الجسم كلًا من الباحثين: 

 .(K-M)، والذي سمي فيما بعد باسمهما ورًمز له اختصاراً بالرمز] [Mindlin 2,3و 
كمونات  ومعادلات المتجانسة غير Lame معادلات من كلاً  عرضسن البداية، في

Nowacki  جسم ال ، ذلك لأجل الموافقة(K-M)  منطقة  ،لحظة البدءفي  يشغل، الذي
 عن الناتجة سنعرض المعادلات ،هابعد .3Rمحدودة في الفضاء الإقميديو ثنائية الترابط 

 الإزاحات لأجل سعات، الموافقة لها Nowacki كموناتمعادلات عن ، و Lame معادلات
 الإزاحات كلًا من فيها تتغير في الحالة التيذلك و  الموافقة، ،Nowackiكمونات وسعات 
 تزودانا وبعد عرض مبرهنتين هامتين، .توافقياً مع الزمن الموافقة، ، Nowacki وكمونات

من  ينالمضاعف ينالتفاضمي Helmholtz يمؤثر  لأجل ،ةحجمي -ةسطحي ،تكاممية تتحويلاب
 Nowacki كمونات معادلات لحمول التكاممية، التمثيلات سنستنتج ، الثانيةو  الأولى تينالمرتب

 في الجسم من جزء يشغمها التي الترابط ثنائية المنطقة حدود عمى ، سطحية تكاملات شكل عمى

                                                 
†
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‡
  جايعة انبعث.  -كهية انعهوو  -طانب دكتوزاِ في قسى انسياضيات   

 

، نهجسرررى انًرررسٌ Lame، يسررر نة  Nowackiنكًوَرررات انًقازبيرررة  Sommerfeldشرررس ط  :لكلوااااث الوحتاح اااتا

 بوجود حًول حجًية غيس يعد ية. Koiter-Mindlin يٍ َوع انًؤنف يٍ َقاط يادية يوجهة،



 هع الحالت الذيناه ك ت تالوتوافق  Nowacki لكووناث الوقارب ت  Sommerfeld شروط 

 هع الزهن ا  حوول  حجو ت هتغ رة توافق الخاضع ل  Koiter-Mindlinجسن ل

 89 

 لمحمول السابقة ،Sommerfeld وعن من الشروط المقاربية، سنناقش ثم، منو  البدء. لحظة

 .اللانهاية إلى ، لممنطقة الخارجية الحدود تتباعد عندما ذلك حجمية(، حمول وجودل الموافقة)
The Sommerfeld asymptotic conditions 
for Nowacki's potentials corresponding 
to the solution for the Koiter-Mindlin 

elastic body with no vanishing body loads 
harmonically varying in time 

   

Dr.Mountajab Al-Hasan 
†
            &              Husam Shakkouf 

‡
 

                

Abstract 
 

The considerable problem is the Nowacki's potential one for the 
homogeneous, isotropic, and isothermal dynamic elastic body 
consisting of oriented material points, and of infinitesimal elastic 
strains in the fame of the couple stress theory. The mathematical 
foundations of  this theory are established by the tow researchers ; 
Koiter [1], and Mindlin [2,3], so the body in the frame of this theory 
called (K-M) model. First, we introduce the Lame equations, and 
the related Nowacki's potential ones for the (K-M) elastic body, 
which initial configuration is a bounded, tow-order connected region 

in 3R .Next, we write the resulting equations from Lame equations, 

and from its related Nowacki's potential ones, for the displacement 
amplitudes and Nowacki's potentials amplitudes, in the case when 
the displacements and related Nowacki's potentals varying harmo-
nically in time. Then, after demonstrating 2 important theorems, that 
give volume-surface integral transforms for the first and second 
order, Helmholtz differential operators, we derive an integral repre-
sentations for the Nowacki's potentials related  to the nonhomo-
geneous Lame equations, all these in form of surface integrals on 
the boundary of the tow-order connected region, occupied by a part 
of the body, in the initial moment. Finally, we study the asymptotic 
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Key words: The Sommerfeld asymptotic conditions for the Nowacki's 

Potentials, the Lame's problem for the Koiter-Mindlin elastic body consisting  

of oriented material points, with no vanishing body loads. 
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conditions of Sommerfeld type for the above mentioned potentials 
(which relate to the nonzero body loads), in the case when the 
external surface of the tow-order connected region tends to infinity. 

 :مقدمة .  1
         Nowacki(1962)  و  Ignaczakمثل  ، الرياضيين العديد من الباحثينناقش 

 Sommerfeld نوعالشروط المقاربية من بمايسمى  ناقشوا،  Kupradse (1963)و 
في المرونة    ،Nowacki، المتجانسة، بشكل  Nowackiجل معادلات كمونات من أ

، وفي المتساوية درجات الحرارة، و المتماثمة المناحيقميدية، المتجانسة، الخطية، الت
 لأجل، والمترابطة مع حقل حرارة. كل ذلك المتماثمة المناحيالمرونة الخطية، المتجانسة، 

( الشروط 1972(  و )1970) Ignaczak درسبعدها  عدم وجود حمول حجمية. ةحال
، المتجانسة، Nowackiكمونات معادلات  من أجل Sommerfeld نمطالمقاربية من 

المرونة الخطية، دقيقة الاستقطاب،  ضمنوذلك ،  Ignaczakو Nowackiبشكمي 
كان أيضاً،  .اوية دراجات الحرارةمتس، ومركزية التناظر، و والمتماثمة المناحيوالمتجانسة، 

 Al-Hasan درسبعدها . و المعدومة ،جل حالة الحمول الحجميةمن أذلك 
لأجل  الشروط المقاربيةدرسوا  ،(2004)و( 2001) العامين نما بي  Dyszlewiczو

المرونة  ضمنوذلك ، Ignaczak ، المتجانسة، بشكلNowacki معادلات كمونات
، ومركزية التناظر، والمترابطة متماثمة المناحيالخطية، دقيقة الاستقطاب، والمتجانسة، 

حالة عدم وجود حمول حجمية، وعدم وجود  من أجلما سبق كان و . يمع حقل حرار 
الشروط المقاربية من نمط  ، Kazemدرست الباحثة  (2014وفي عام ) مصادر حرارية.
Sommerfeld لأجل معادلات كمونات Nowacki  بوجود حمول حجمية غير ،

المتساوية ، و المتماثمة المناحيمعدومة، ذلك ضمن المرونة الخطية، التقميدية، المتجانسة، 
،  Al-HasanوShakkouf ، درس الباحثان  (2016)في عام درجات الحرارة. أخيراً 

الخاضع لحمول  Hookeفي جسم  مباشرةً، ربية للإزاحاتالمقا Sommerfeldشروط 
 . متغيرة توافقياً مع الزمن حجمية،

 هدف البحث:  .  2
كمونطات جطل لأ Sommerfeldيهدف البحث إلى استنتاج تمك الشروط المقاربية من نمطط 

Nowacki، المططرن لمجسطم (K-M)  ، تكططاملات شططكل عمططى الكمونططات هططذ  بتمثيططل تسططم  والتططي 
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فطي  (K-M) المرن جسمال محدودة، يشغمها وغير الترابط، بسيطة منطقة سط  عمى سطحية
     توافقياً مع الزمن. غيرتت ، معدومة غير حجمية لحمول يخضع الجسم بأن عمماً  البدء، لحظة

 . طرق لبحث: 3
لمجسطم  Nowackiكمونطات المقاربيطة لأجطل  Sommerfeldشطروط فيما يمطي، سنستنتج   

طريقططة هططي   بإتبططاع ، المططذكورة ،المناسططبة السطططحية مططع التمثططيلات التكامميططة (K-M)المططرن 
 مسطططتخدمين فطططي ذلططططكو ،  [13]و [12]و [10]و [6]و [5] فططططي تعمطططيم الطريقطططة المسطططتخدمة

 ينمطططن المطططرتب ،ينالاشطططتقاقي Helmholtz يتعمقطططان بمطططؤثر مبطططرهنتين مسطططاعدتين، هطططامتين، ت
 .[7,6] الثانيةالأولى و 

تشططوهات الذي و ، المؤلططف مططن نقططاط ماديططة مو جهططةمططرن الجسططم ال نعتبططر لهططذا الغططرض،و   
لططططه ثططططلاث الططططذي و  ،المتسططططاوي درجططططات الحططططرارة، و المتماثططططل المنططططاحيو  متجططططانسالصططططغيرة و ال

0أربعطططة ثوابطططت ماديطططة:درجطططات حريطططة و   0و  0و

 و ):حيطططث

 

1  (، 
والططذي نرمططز لططه اختصططاراً ،  ] [Mindlin 2,3و ] [Koiter 1 ينمططن قبططل البططاحث دروسوالمطط
 وحيطططدةمنطقطططة هطططي الجسطططم لم بدئيطططةال الحالطططة أن سطططنفترض الجسطططم اهطططذ لأجطططلو  .(K-M) طبططط

3البعطططططططططد الفضطططططططططاء الإقميطططططططططدي ثلاثطططططططططي مطططططططططن التاليطططططططططة ،غيطططططططططر المحطططططططططدودةو ، التطططططططططرابط
R:

3
: ( ),O aN  R،   :حيث)( , aON 3فطي المفتوحطة الكرة هي

R، زهطامرك التطي
O ها، ونصف قطرa.  حالطةال الحقول الفيزيائيطة التطي تصطف كافةكما سنفترض أيضاً أن 

تتبطع لمتحطولات  ،دوال حقيقيطة ممسطاء بالقطدر الكطافي هطي ،(K-M)المطرن  جسملم الديناميكية
معططادلات  فيمططايمي مططن أجططل متطمبططات البحططث، سططعرض أيضططاً. tوتتبططع لمططزمن  نقططاط 

Lame جسم المرن مل(K-M) ،كمونات  ومعادلاتNowacki (.] [ 17) الموافقة لها 
الجزئيططة  الاشططتقاقية ، هططي جممططة المعططادلات (K-M)جسططم المططرن مل Lameإن معططادلاتأ(  

[0التالية، المحققة في  , [  )حيث: هي داخهية ( : 

(3.1)  
 

2

, , ,
( )

i j j j j i i j k k n p p n j s s

i i

u u u

F u

     



  

 

   

  

 حيث:
(3.2)

                            ,

1

2i i i j k k j
F X Y   
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1حيططططططططططططث 2 3( , , )u u u u    1و 2 3( , , )X X XX     1و 2 3( , , )Y Y YY    

الطديكارتي ثيالإحطدا نظطامتمثل المركبطات الديكارتيطة فطي العمى الترتيب، 

xxxO ،  لكطل

الإزاحة متجه من
u
 لاغرانجية مادية لنقطة),,( 321 xxxx      الجسم المطرن من (K-M)،      

   ولمتجططططه القططططوة الحجميططططة


X


Y، ولمتجططططه العططططزم الحجمططططي   الماديططططة ، فططططي هططططذ  النقطططططة
:كمططا أن .اللاغرانجيططة

i j k
  هرري انًسكبررات فرري انُحرراو الحررداتي انررديكازلي انًعتبررس، نُ ررف

لأن  ةثابتططط كميطططة)وهطططي الكثافطططة الحجميطططة لمجسطططم هطططي  0 و،  Levi-Civitaلُسررروز 
,,,......... ةاللاتينيططط الأدلطططة كمطططا أن، الجسطططم متجطططانس( kji 3 , 2 , 1    تأخطططذ القطططيم  ،

كما أن النقططة تطدل  المكررة(. الأدلةالجمع عمى )اتفاقية  Einstein رموز نستخدمسحيث 

عمى المشتق الجزئي بالنسبة لمزمن و 
tt 


 و   :

2

2
2

t
t




 . 

(، بدلالطططة 3.1) Lameمعطططادلات  فيمطططايمي مطططن أجطططل متطمبطططات هطططذا البحطططث، سطططنكتب     
المططططططططططؤثر الاشططططططططططتقاقي الططططططططططديناميكي:  2

2

2 2 2 2
0

1
: 1

ˆ tc


     :حيططططططططططث ،

2̂ :c



 ، 2ومؤثر يمثل Laplace فطي يعطى الذي ،الأبعاد ثلاثي السممي الاشتقاقي 

2:النظام الاحداثي الديكارتي المعتبر بالعلاقة

,
( ) ( ) ( )

i i
i i

x x


 

 
 . 

 بما أن:
(3.3      )            

i j k k n p j p i n j n i p
      

[0( الشكل التالي في3.1) فتأخذ بذلك المعادلة , [ : 

(3.4)
   

2

, , , ,
( ) ( )

i j j j j i j j i s s i j j s s

i i

u u u u

F u

   



   

 

    

 
  

 

 أو:

(3.5)
       

22 2 2
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( ) 0
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[0الاشتقاقية التالية، فيوبالتبسيط والاختصار، نحصل عمى المعادلة  , [    : 

(3.6)
       

2 2
0 ,

1
0

2 1i j j i i
u u F 


   
 

 
    


 

[0بالتالي نحصل عمى المعادلة الاشتقاقية التالية، المحققة في    , [    : 

(3.7)
          

2 2
0 ,

1 1
0

2 1i j j i i
u u F

 
   
 

 
   


 

حيث: 
 

2 ( )
:




 



 .  Poissonهي نسبة 

 

 :(K-M)لمجسم المرن   Nowacki معادلات كمونات )ب 

الازاحطططططات،  Nowacki، كتطططططب  Helmholtz– Stokes وفقطططططاّ لمبرهنطططططة 
i

u  حمطططططولوال 
الحجمية

i
F  0في بالشكل التالي] , [ : 

(3.8        )  , , ,
, such that

i i j ki k j k k
u          

(3.9      )  , , ,
, such that

i i j ki k j k k
F         

  
 

   

 حيططططث:   و
 1 2 3

, , )(       عمطططططى الترتيططططب، همطططططا كمونطططططا ،Nowacki 
 أن: والمتجهي، كما السممي المجهولين،  و

 1 2 3
, , )(      ،  ،عمطى الترتيطب

الجزء ندعو أخيراً   والمتجهي. السممي المعمومين، Nowacki كمونا هما
, i

 
الجزء( 

, i
 (   

بططططططططالجزء الكمططططططططوني لططططططططط 
i

u  )  لططططططططط
i

F (كمططططططططا نططططططططدعو الجططططططططزء ،
,i j k k j

   ) الجططططططططزء

,i j k k j
  

ار لطط ، بطالجزء الطدوّ )
i

u  )  لططط
i

F (.  الاشططتقاقيةلإيجطاد معطادلات الحقطل 

 :، المجهولططططططةNowacki مططططططونكبتوابططططططع 
 و ،وفقططططططاً لطريقططططططة كمونططططططاتNowacki ،

، فنحصطل عمطى المعادلطة الاشطتقاقية Lame (3.7)( في معادلات 3.9و ) ( 3.8نعوض )
[0في التالية المحققة , [ : 

(3.10)
2
2

2 2 2
0 , , ,

, ,

1
0

2 1

1
0

ˆ

i j ki k j i

i j ki k jc
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 أ :

(3.11)
   

2
2

2
2

2 2 2
0

0

,

,

1 1

2 1

1
0

ˆ

ˆ

i

i j k k k
j

c

c

 


  

  

 

    
    

    

 
 
 

   


  

 

 وبما أن:

                  2 2 2
0 1

1 1

2 1 
 
  

 
   


 

 
حيططططث:

 

2 2
1: ( 2 ) t     الشططططكل التططططالي فططططي ، فتأخططططذ المعادلططططة السططططابقة

0] , [ :   

(3.12 )     
 

2
2

1

0

,

,

1
0

ˆ

i

i j k k k
j

c

 

   

 

   
  
   

 

   
 

 : Nowacki  إذا حققت كمونات ، ( تكون محققة3.12، فإن ) Nowackiوفقاً لط الآن، 

 و 0، معادلات الحقل التالية في] , [ : 

 
 
 

(3.13                      )
2
2

1

0

0 ,

1
0

ˆk kc

 

 

 

 

 

 
 

،  (K-M) لمجسططططططططم المططططططططرن Nowacki ( بمعططططططططادلتي كمونططططططططات3.13نططططططططدعوا المعططططططططادلتين )
، والطططذي يشطططغل فطططي لحظطططة البطططدء، المتجططانس والمتماثطططل المنطططاحي والمتسطططاوي درجطططات الحططرارة

 .المنطقة بسيطة الترابط وغير المحدودة
 

 ، Nowackiكمونططات معططادلات  عططنو ،  Lameالمعططادلات الناتجططة عططن معططادلات ( ج  
حالطة  -، عنطدما تتغيطر الحقطول الفيزيائيطة، توافقطاً مطع الطزمن(K-M)  المطدروس مجسم المرنل

 :الحجمية غير المعدومةالحمول 
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كطططذلك  و فطططي هطططذ  الفقطططرة سطططنفترض أن حقمطططي الإزاحطططات، والحمطططول الحجميطططة، المتجهيطططين،
مطع الطزمن  تتغييطرجميعهطا   المتجهيطة والسطممية، المجهولة والمعمومة، Nowackiكمونات 

 ، وفقاً لمايمي:توافقاُ بتردد 
(3.14)                tXX ii cos

  ,  tuu ii cos 
(3.15)            cos

i i
F F t   ,  cos

i i
Y Y t  

(3.16)                  cos
i i

t     ,  
 

cos t    
(3.17)                   cos

i i
t     ,  

 

cos t    
 حيث:

(3.18     )      1 2 3( , , )X X X X  , ),,( 321 uuuu 
 

(3.19            )1 2 3( , , )F F F F  ,  
  1 2 3, , )(Y Y Y Y 

(3.20     )      
1 2 3, , )(     ,  

1 2 3, , )(    
معططططادلات  (  فطططي3.14) - (3.17ولمحصطططول، الآن، عمطططى المعططططادلات المطموبطططة، نعططططوض )

Lame (3.7 وفطي معططادلات كمونططات ،)Nowacki (3.13 )الاختصططار ، فنحصطل بعططد ،
في   ةالمحقق التالية لاتعمى المعاد

  

: 

(3.21)
               

  2
2

2
2 2 2

2 2

,

1

1 1
0 ,

2 1

ˆ i

j j i i

c
u

u F



 





 
  

 

 
 

 

  

   


 

(3.22         )
  2 2

2 2

2 2

2
2 2 2

( 2 0 ,

1
1 0

)

ˆ ˆk kc c

    


 

 
 

 
  

 

   

   
 

1فإذا رمزنا بطط  ( 2 ) /c    ،   11و بط c/   و
22 ĉˆ /   ، 

 :الشكل التالي في (3.22( و )3.21) فتأخذ المعادلات

 (3.23)
         

  2
2

2 22 2

2 2
2

,
0 ,

2 1

ˆ
i

j j i i

u

u F
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(3.24 )   
 

 

2

2

2
2 2

2

2
1

1

2
2 22 2

0 ,

0ˆ
ˆk k

c

c


 

  
 

 



  
 

  

   

 

ذا فرضناو   الآن أن:  ،ا 

(3.25)   
     2

2

2 22 22 2 2 2
1 2

2
2

3

,

2 1

ˆ

:

  




  




       

 


 

 فيكون:  

(3.26)

 

2
2

2 2 2 22 2
1 2 1 2

2
3

0 0

0

ˆ, ,    



    




      
 

 و:

(3.27)         
 

 

2
2

2
2

2
2 2

1

2
2 2

2

1 1 4 0 ,
2

1 1 4 0
2

ˆ

ˆ

 

 


 


 

    

   

 

2بططط عندئططذ  إذا رمزنططا و  2 2
c c حيططث هنططا ،c ،فتأخططذ  أي عططدد حقيقططي أو عقططدي

  :الشكل التالي في (3.24)و (3.23)عندئذ  المعادلات 

(3.28)
          

1 2 3

2
2 2 2

,
,

i j j i i
u u F

   
  



  
 

 

(3.29)

                      

1

1 2

2

2
2

2

1

2
2 2

,

ˆk k

c

c



 




  

 





 

 : أو تأخذ الشكل التالي في
 

(3.30      )    
1 2 3

2 2 2

,
,

i j j i i
u u A
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(3.31)                           
1

1 2

2

2 2

,

i i

B

E



 



 

 

 
 

      حيث:
2
2

2

ˆi ic
E 

 

   ,   
2

1c
B


   ,   

2

i i
A F





    

تحططويلان  اقبططل الططدخول فططي الفقططرة القادمططة، تمزمنططا المبرهنتططان التاليتططان، المتططان تعطيانطط     
تين مططن المططرتب ينالمضططاعف ين، الاشططتقاقيHelmholtz يسطططحيان، لأجططل مططؤثر    -حجميططان
 ،البطططدء، فطططي منطقطططة ثنائيطططة التطططرابط، يشطططغمها جطططزء مطططن الجسطططم فطططي لحظطططة الثانيطططةو  الأولطططى
)( لسططط  الكططرة   aSبطططنرمز سطط، لهططذا الغططرض .([7,6,5,9,14])انظططر , aON لنأخططذ ، و
ξ  ،تقع خطارج ،كيفيةنقطة مادية لاغرانجية aS ،ولنختطارr الكطافي ركبيطر بالقطد ،

)(بحيططث أن الكططرة المفتوحططة , rN ξ التططي مركزهططا ،ξونصططف قطرهططا ،r  تحططوي عمططى ،
)(الكطططرة المفتوحطططة  , aON ولنرمطططز بطططط ،rS  لسطططط  الكطططرة المفتوحطططة)( , rN ξ ، بطططط و

r 3لممنطقططة ثنائيططة التططرابط فططي
Rمططا بططين السطططحين ، والمحططدودةaS وrS والتططي ،

وفيمططا يمططي، ومططن أجططل متطمبططات  فططي لحظططة البططدء. (K-M)    جسططم المططرناليشططغمها جططزء مططن 
           .r ( [7,6,5,9,14])ثنائية الترابط المنطقة في ،تينالتالي تينالمبرهن نعرض هذا البحث،
 : Iة مبرهنة مساعد
                                                                                  r فططططططططططططططططي الكططططططططططططططططافي بالقططططططططططططططططدر   ممسططططططططططططططططاء    Vو    Uالحقيقيططططططططططططططططة الططططططططططططططططدواللنفططططططططططططططططرض أن 

(r a r rS S   ) ،   [7,6] التالية التكاممية المتطابقات من كل   تتحقق عندئذ: 

(3.32)
3 3

2 2
[ ( ) ( ) ( ) ( ) ] ( )

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ] ( ) ,

r

a r

C C

S S

S

U V V U d

V U
U V d

n n





 

 

 


 



 

x x x x x

x x x x x
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(3.33) 

1 2 1 2

2 2 2 2

2 2

2 2

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ] ( )

( ) [ ( ) ] ( ) [ ( ) ] ( )

( ) [ ( ) ] ( ) [ ( ) ] ( )

{

}

r

a r

C C C C

C C
S S

S

U V V U d

V U
U V

n n

U V V U d
n n





 



 


 

 
   

 



 

x x x x x

x x x x

x x x x x

  

321 :حيررث xdxdxdd  )(x     ،  أمططا 
n

V



 فهططو مشططتق الدالططةV    واحططدة متجططه وفططق 

),,( النطططاظم 321 nnnn 


طططه نحطططو ،rS  و aS  عمطططى كطططل  مطططن السططططحين  ،   داخطططل  والموج 
aS فطططي حطططال كونطططه ناظمطططاً لطططط(aS ونحطططو خطططارج ،)rS فطططي حطططال كونطططه ناظمطططاً لطططط(rS )؛     
(

i
i x

V
nVn

n

V
grad












.


و   2Cو   1C (. كمططططططططططا أن:    

3C   داعططططططططططدأأي 
222 هنا:، و عقدية

1
2 CCC . 

 

 : IIة مبرهنة مساعد      
 :rالاشتقاقية، البسيطة التالية المحققة في Helmholtzلدينا معادلة  لتكنأولًا : 

(3.34                          )
3

2
( ) ( )

C
U P x x 

)حيث  )U x المجهولة و  سمميةالدالة ال( )P x  عندئذ  فطإن المعادلطةفروضةم سمميةدالة . 
 :[7] التالية، المعادلة التكاممية rالسابقة تكافئ في

(3.35)        

3

3

3

1

1

( ) ( ) ( )
4

( ) [ ( )
4

( ) ( ) ] ( )

r

a r

C

C

S S

C

i R

i R

i R

S

e
U P d

R

e U

nR

e
U d

n R











 












 

y x x

x

x x

 

 
 
 

, حيث: rx y  وR  x y. 
 
 

 ، ةالتاليططط المضطططاعفة مطططن المرتبطططة الثانيطططة الاشطططتقاقية Helmholtzة لطططتكن لطططدينا معادلطططثانيطططاً: 
 :   r [6] في المحققة
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(3.36)                              
1 2

2 2
( ) ( )

C C
V H x x 

)حيث )V x  دانة سهًية يجهونة       ( )H x  في    دانة سهًية يعهويةr1 مطا، أC 2وC  فهمطا
تكططططافئ المعادلططططة  (3.36عندئططططذ  المعادلططططة التفاضططططمية السططططممية ) عططططددان عقططططديان اختياريططططان.

 :r التكاممية التالية في

2

1 2

1 2

1 2

1

12

2 2
2 1

2

2

2 2

2 1

2 2

2 1

4 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) [ ( ) ]

 [ ( ) ]

( )

( )

{

}

          

                 

          

r

a r

C C

C C

C
S S

C C

C

CC

CC

i R i R

i R i R

i R i R

i Ri R

i Ri R

e e
C C V H d

R

e e
V

nR

e e
V

n R

C e C e V

nR

C e C e
V d

n R












 

 





 



 











 

y x x

x

x

x

x

(3.37)

( )S x

  

222 حيث:
1

2 CCC . 
 
 

 النتائج والمناقشة:. 4    
 

عنططدما ،  (K-M) جسططم المططرنلم  Nowackiلكمونططات  ، rالتمثططيلات التكامميططة فططيأولاً( 
   حالة الحمول الحجمية غير المعدومة. -، توافقاً مع الزمنالكموناتهذ  تتغير 

 

المبرهنططة  البنططد الأول مططن تطبيططق التكامميططة المطموبططة، يكفططي لاتهططذ  التمثططي مططن أجططل إيجططاد
1، البسططيطةالاشطططتقاقية Helmholtz ةالسططابقة عمطططى معادلططط

، والبنطططد الثطططاني مطططن هطططذ  (3.31)
2من المرتبطة الثانيطة المضاعفة الاشتقاقية Helmholtz معادلةالمبرهنة عمى 

فطي ،(3.31)
r . 
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 الاشططتقاقية، Helmholtzمعادلططة المبرهنططة السططابقة عمططى البنططد الأول مططن فططإذا طبق نططا  -
1البسيطة

   :rفيالتالي  التمثيل التكاممي المكافئنحصل عمى ، rفي ،(3.31)

(4.1)          

1

1

1

1

1

( ) ( ) ( )
4

( ) [ ( )
4

( ) ( ) ] ( )

r

a rS S

i R

i R

i R
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e
B d

R

e

nR

e
d

n R






















 












 

y x x

x

x x

 

yبالتالي، من أجل  ξ:يصب  لدينا ، 

(4.2)        

1

1

1

1

1

( ) ( ) ( )
4

( ) [ ( )
4

( ) ( ) ] ( )

r

a rS S

i R

i R

i R

S

e
B d

R

e

nR

e
d
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ξ x x

x

x x

 

Rحيث:   x ξ ؛ 

 

را انبُررد ان راَي يررٍ  - الاشططتقاقية،  Helmholtz ةمعادلطالمبرهنطة السططابقة عمطى أيرا ذذا طبقنُ
2المضطططاعفة مطططن المرتبطططة الثانيطططة

انتً يرررم انتكرررايهي ُح رررم  هررر  ف، rفطططي ،(3.31)

  :rفيانتاني  انًكافئ
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2 2

2 1
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y x x
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x

x

x

(4.3)

2 2

1

2 1
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i R i R

S
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x

2 حيث هنا:    2 22
1 2C    

   . 
yبالتالي، من أجل  ξ:يصب  لدينا ، 

2 2
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ξ x x

x

x

x

x

(4.4)
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2 1
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Rحيث:    x ξ.   
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  Nowackiلكمونططططات  الشططططروط المقاربيططططة والتمثططططيلات التكامميططططة الموافقططططة فططططي ( ثانيططططاً 

حالطططة  -الحقططول الفيزيائيططة، توافقطططاً مططع الططزمن جميططع عنططدما تتغيطططر،  (K-M) جسططم المططرنلم
   الحمول الحجمية غير المعدومة.

(1) ط مططططن أجططططل اسططططتنتاج الشططططروط المقاربيططططة المططططذكورة، لنرمططططز بطططط         

rS
K  و ( 2)

rS
K،  عمططططى

عمططى  ، (4.4و لجططزء التكامططل السطططحي فططي ) (4.2)التكامططل السطططحي فططي  ءلجططز  الترتيططب،
 :، فيكون عندئذ  rSالسط  

(4.5) 

 

1 1
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(4.6 ) 
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(1): كططلًا مططن الآن ولنططدرس

rS
K  و ( 2)

rS
K    ُررديا r . الإحططداثيات نططااعتبر فططإذا 

): الكرويطططططططططة ), ,r  x  ، :يكطططططططططون ddS rd sin)( 2x:كمطططططططططا يكطططططططططون ، 

( ) ( ) ( )r
f f

f
n r


  





x x x :حيث ، 0   و 20 ،  و

( )f x دالة حقيقية تتبع للإحداثيات الكروية المعتمدة§  . 
عمطططى ، بعطططد إجطططراء الحسطططابات عمطططى التوابطططع المكاممطططة، (4.6)و (4.5)صطططب  ت بهطططذا الشطططكل،
 الشكل التالي:

                                                 
§
 .rط نـ لابعة فق Nowackiكبيساً بانقدز انكافي ل بح كًوَات  r ُديا يكوٌ 
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(4.7)
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(4.8)
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2بالأخذ بعين الاعتبار أن:
1 0    2و

2 0   فيكون ،
1
اً عدداً حقيقياً قد يكطون موجبط 

ولطيكن عمطى سطبيل المثطال، الموجطب؛ أي: فطي هطذ  الحالطة نختطار أحطدهما(اً وقطد يكطون سطالب

 
1 0   (كما يكون ،

2
 ًختار العطدد نسطحصطراً في هذ  الحالة (ومرافقه،  عددا تخيمياً بحتا

 لهذا الغرض نضع:  .)التخيمي البحت ذي الجزء التخيمي الموجب
(4.9                   )2

2 2; : 0i    
    

   بالشكل: (4.8) وتصب  بذلك العلاقة

(4.10)
 1
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1 1
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2حيث:  22

i 
  . 

1 (، المتططططططططان فيهمططططططططا:4.10)و  (4.7) ولنركّططططططططز اهتمامنططططططططا الآن، عمططططططططى العلاقتططططططططين 0           
و 

1 0    0و .  
 :والتمثيل التكاممي الموافق في الشروط المقاربية لأجل الكمون السممي )أ

 ، فإن:rه عندما أن لنفرض ، (4.7)في 
(4.11       )1

11 ( ) )0( ) , 0 (r i r      

، أمططططططططططا الرمططططططططططز rعنططططططططططدما  0fيعنططططططططططي أن  10f)(حيررررررررررث انسيرررررررررر  
1 )0 (f r  10)(، فيعنطططططي أنfr. انتررررراني ذذا جعهُررررراr  فررررري انع قرررررة

r، فإٌ (4.2)انتكايهية      يجعم   (4.11)،   ُدئرٍ لحقق
(1)

0
rS
K  ، ي ربح 

 :بانشكم انتاني في  (4.2) انتكايهي ُدئرٍ انتً يم 



 حسام شقوف  نتجب الحسن.د.ه  أ 4242عام  7العذد   24هجلت جاهعت البعث   الوجلذ 

 

 

 

999 

(4.12) 
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,حيث  x ξ   وR  x ξ، اً متقارب التالي الحجمي التكامل أيضاً، يكون أن وبشرط: 

                         ( 4.13ط)
1

( ) ( )

i R
e

B d
R





 x x  

(1)( التططي تعططدم4.11)الشططروط المقاربيططة مططن النططوع فططي المراجططع العمميططة، نططدعو 

rS
K  ُررديا 

r ( ندعو 4.12، وبالتالي تتحقق ،) بشروط  هاSommerfeld حيطث نطدعو الشطرط ،
من النوع

1
من النوعالشرط بشرط اللانهاية، أما  (4.11)

2
   دعى بشرط الإشعاع.ي، ف(4.11)

 

 :والتمثيل التكاممي الموافق في ،الشروط المقاربية لأجل الكمون المتجهي )ب
 ، فإن:rه عندما أنلنفرض  ، (4.10)في 
(4.14       )

1

2 2
1 10 ( ) , 0 ( )

i i
r

i
e




 


  

(4.15     )    1

2 1( ) )0 ( ,
ir i

i r


    

(4.16)
                   1

2 1( ) )0 (
i

r
re r




 
  

 
 

  

r، فرررإٌ(4.4)فررري انع قرررة انتكايهيرررة  rإذا جعهُرررا فررر  ُدئررررٍ لحقرررق   ،    

يجعم (4.14)-(4.16)
( 2)

0
rS
K، في انتاني بانشكم (4.4) انتكايهي انتً يم  ي بح: 
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(4.17)
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1

1
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R i R

S
e
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x

 

, هنا حيث  x ξ    و R  x ξ، التكامل الحجمي التطالي  أيضاً، يكون أن وبشرط
 :اً متقارب

(4.18        )      
1 2

( ) ( )
i

i R i R
e e

E d
R

  






 x x  

كبيطططراً بالقطططدر الكطططافي، تصطططب   rتجطططدر الإشطططارة هنطططا إلطططى الشطططيء التطططالي. عنطططدما يكطططون   
  Nowacki  :كمونات 

i
  لابعة فقط نـr:في الوقت الذي يصب  فيه ، 

(4.19)
      

1

22 22 2
1

2 22

2 2

2

, ,r r rr

r ri

r r

r












  



 



  

 

 

بالتطططالي فطططإن المطططؤثرين الاشطططتقاقيين
1

2

  2و

i 
، الموجطططودين فطططي الشطططروط المقاربيطططة: 

 (.  4.19) (، يعطيان من خلال4.14) -(4.16)
 

لكمونطططططططات  Sommerfeldالمبرهنطططططططة التاليطططططططة حطططططططول شطططططططروط  يمكطططططططن صطططططططياغة ومنطططططططه    
Nowackiجسططططم المططططرنم، ل (K-M) ، اً مططططع يططططعنططططدما تتغيططططر الحقططططول الفيزيائيططططة، توافقذلططططك

   حالة الحمول الحجمية غير المعدومة. -الزمن
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)الدوال أن لنفرض :مبرهنة      ) xو( )

i
 x5من الصف من الصفC في ،:  عندئذ 

Sommerfeld (4.11 ،)(، متقاربططاً وتحققططت شططروط 4.13) إذا كططان التكامططل الحجمططي ) 1
(1)عندئذ  

0
rS

K عندما ،r في (4.12) التمثيل التكاممي، ويتحقق  ؛ 
    Sommerfeld(، متقاربطططططططططاً وتحققطططططططططت شطططططططططروط 4.18) إذا كطططططططططان التكامطططططططططل الحجمطططططططططي ) 2
)(، عندئططذ  4.14) -(4.16) 2)

0
rS

K عنططدما ،rويتحقططق التمثيططل التكططاممي ، 

 .في (4.17)
 
 
 

 الاستنتاجات والمقترحات:.   5
 

فطي البحطث تطم اسطتنتاج تمططك الشطروط الحديطة فطي اللانهايطة، التطي تجعططل  أولاً: الاسطتنتاجات:
تقبططل تمثططيلًا تكامميططاً، حيططث التكامططل السطططحي  (K-M)لمجسططم المططرن  Nowackiكمونططات 

ذلططك فططي حالططة الحمططول الحجميططة غيططر و التططي يقططع خارجهططا الجسططم،  aSعمططى سططط  الكططرة
 المعدومة، والمتغيرة توافقياً بالنسبة لمزمن.  

 

 لممناقشة:، ، الجديدةنقترح المسائل التالية يمكن أن فيمايمي   :المقترحات :ثانياً 
 

مطططع حقطططل درجطططات  المتطططرابط،( K-Mالدراسطططة السطططابقة لأجطططل ) إجطططراء :الأولطططىالمسطططألة    
   ومتغيرة توافقياً مع الزمن. ، بوجود مصادر حرارية غير معدومة، حرارة

 

مططططع حقططططل  المتططططرابط( ،K-Mإجططططراء الدراسططططة السططططابقة أيضططططاً لأجططططل ) :المسططططألة الثانيططططة   
 ،  ومتغيرة توافقياً مع الزمن.  كهرطيسيةبوجود مصادر كهرطيسي، 

 

كمونطات لأجطل و ،  Nowackiكمونطات  لأجطلدراسطة الشطروط المقاربيطة  :الثالثطة المسألة   
Nowacki-Ignaczak ولأجل الازاحات لمجسم المطرن دقيطق الاسطتقطاب، بوجطود حمطول ،

فطي حالطة و اً مطع الطزمن، يطحجمية غير معدومة، وعندما تتغير جميطع الحقطول الفيزيائيطة توافق
 وجود وعدم وجود حقل درجات حرارة. 
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