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  �́�(ℝ)و 𝑆(ℝ)فضاءات تشكيل قاعدة لل

 2, أ. د . ابراهيم ابراهيم1بسمه هشام الحمدو  

 طالبة ماجستير في قسم الرياضيات, كلية العلوم, جامعة البعث, سوريا  1

 قسم الرياضيات, كلية العلوم, جامعة البعث, سوريا  2 

 

 المفتاحية:   الكلمات

الفضاءات الطبولوجية ، الفضاءات الخطية الطبولوجية  ، القاعدة ، التوزيعات ، النشر  
 بالدوال الخاصة .  

 

 

 الملخص 

مثل فضاء الدوال   ندرس في هذا البحث أنواع خاصة من الفضاءات الخطية الطبولوجية
,   �́�(ℝ)و فضاء التوزيعات بطيئة التزايد   𝑆(ℝ)المتناقصة بسرعة أو فضاء شفارتز 

كما ندرس تشكيل قاعدة لهذه الفضاءات, و نقدم أيضاً تعميماً لنشر دوال الفضاءات  
𝐿𝑝(ℝ)    1حيث ≤ p ≤  وفق دوال هرميت.  ∞



 �́�(ℝ)و   𝑆(ℝ)فضاءات  تشكيل قاعدة لل 

62 
 

Basis Construction of the Spaces 𝑺(ℝ) 

and �́�(ℝ) 

Abstract 

In this work we study special types of topological linear  

Spaces such as the space of rapidly decreasing functions 

or Schwartz space and the space of Tempered distributions and we 

also introduce a generalization of the expansions of the of 𝐿𝑝(ℝ) -

functions, where 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ with respect to the Hermite functions 
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 هدف البحث: 

و  𝑆(ℝ) (   أو فضاء شفارتز) سنعرف في هذا البحث فضاء الدوال المتناقصة بسرعة   
ثم نقوم ببناء قاعدة لهذه الفضاءات, و في النهاية  , �́�(ℝ)  فضاء التوزيعات بطيئة التزايد

1حيث   𝑝من أجل كل قيم   𝐿𝑝(ℝ)الفضاءات   فيسنعمم النشر وفق دوال هرميت  ≤

p ≤ ∞ . 

 .    [10]و  [8]و  [7]  و [5]و  [4]و   [2]و   [1] تعاريف أساسية:

   الفضاء الطبولوجي: لتكن𝑋   مجموعة غير خالية ولتكن𝜏   أسرة من المجموعات
 . عندئذ:   𝑋الجزئية من  
إذا تحققت الشروط التالية ) التي تسمى   𝑋طبولوجيا على  𝜏) أ ( نقول إن  

 موضوعات الطبولوجيا(:    
 .   𝜏تنتميان إلى    ϕو المجموعة الخالية    𝑋( المجموعة الكلية  1)
 .  𝜏هو من جديد عنصر في  𝜏( أي اجتماع لعناصر من 2)
 .  𝜏هو من جديد عنصر في  𝜏( تقاطع أي عنصرين من 3)

هذذو مذذن جديذذد عنصذذر  𝜏عذذدد منتذذ  مذذن عناصذذر  ) من هذذذا الشذذرط ينذذتق أن تقذذاطع أي
 (.  𝜏في 

, 𝑋))ب( نسمي الثنائية   𝜏) .فضاءً طبولوجياً، ونسمي عناصره نقاط الفضاء   
   :الدالي الخطي: ليكن𝑇: 𝑋 → 𝕂  حيث ,𝑋   فضاء خطي. نقول إن𝑇  دالي

 خطي إذا حقق ما يلي: 

𝑇(𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2) = 𝜆1𝑇(𝑥1) + 𝜆2𝑇(𝑥2) 
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   التقارب المنتظم: نقول عن متتالية التوابع𝑓𝑛(𝑥)   أنها متقاربة من التابع𝑓   و
𝑓𝑛نكتب:  

𝑛→∞
→   𝑓   تقارباً منتظماً على𝑋   إذا و فقط إذا كان من أجلε > 0 

 ( بحيث يكون:  𝑥فقط و غير متعلقة ب   εمتعلقة ب   𝑁0(𝜀))   𝑁0(𝜀)يوجد  

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 

𝑛و ذلك من أجل   > 𝑁0(𝜀)  و𝑥 ∈ 𝑋  . 

   الفضاء∁∞(ℝ)   :ذنرمز ب  ∁∞(ℝ)   لمجموعة كل الدوال ذات القيم العقدية
φ: ℝ → ℂ   القابلة للاشتقاق عدداً لانهائياً من المرات بمشتقات مستمرة على

ℝ.   
   الفضاءℰ(ℝ) الخطي الطبولوجي(   : هو الفضاء(  ∁∞(ℝ)   المزود بالطبولوجيا

 المنتجة بأسرة أنصاف النظم: 

  (1)         𝑝𝑘,𝐾𝑛(𝜑) =∑ sup
𝑥∈𝐾𝑛

|𝜑(𝑖)(𝑥)|    ;    𝜑 ∈ ∁∞(ℝ)

𝑘

𝑖=0

 

   الفضاءℰ́(ℝ)  :  هو فضاء الداليات الخطية المستمرة علىℰ(ℝ)  و هو ,
 فضاء التوزيعات ذات الدعامات المتراصة. 

   الفضاء𝑆(ℝ)   :  :رمز ي𝑆(ℝ)   لمجموعة كل الدوالφ ∈ ℰ(ℝ)   التي تحقق
 الشرط: 

sup
𝑥∈ℝ

(1 + 𝑥2)𝑘∑|𝜑(𝑖)(𝑥)| ≤ 𝑐𝑘,ℓ,𝜑 < ∞   ; 𝑘, ℓ = 0,1,2, …

ℓ

𝑖=0

 

و يسمى فضاء شفارتز أو فضاء   ،φو  ℓو   𝑘 ذثابت موجب يتعلق ب  𝑐𝑘,ℓ,𝜑حيث إن  
الدوال المتناقصة بسرعة, و هو فضاء خطي طبولوجي حيث الطبولوجيا في  هي  

 الطبولوجيا المنتجة بأسرة أنصاف النظم: 
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 (2)      𝑝𝑘,ℓ(𝜑) = sup
𝑥∈ℝ

 (1 + 𝑥2)𝑘∑|𝜑(𝑖)(𝑥)|  ;  𝜑 ∈ 𝑆(ℝ)

ℓ

𝑖=0

 

   الفضاء�́�(ℝ)  :  هو الفضاء الثنوي للفضاء𝑆(ℝ)   فضاء الداليات الخطية  أي
 و هو فضاء التوزيعات بطيئة التزايد.  𝑆(ℝ)المستمرة على  

   الفضاء𝐿𝑝(ℝ) :   1من أجل ≤ 𝑝 <    الدواللمجموعة كل  𝐿𝑝(ℝ)ترمز   ∞
𝑓 = 𝑓(𝑥) على   المعرفة والقيوسةℝ التكامل بحسب لوبيغ(   التي تحقق(:   

‖𝑓‖𝑝 = (∫ | 𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
ℝ

)

1/𝑝

< ∞ . 

𝑓 الدوال لمجموعة  كل   𝐿∞(ℝ)وترمز    = 𝑓(𝑥)   على   المعرفة والقيوسةℝ  التي
    تحقق:

‖𝑓‖∞ = 𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝𝑥∈[𝑎,𝑏]|𝑓(𝑥)| < ∞ 
 حيث إن : 

𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝𝑥∈[𝑎,𝑏]|𝑓(𝑥)| = 𝑖𝑛𝑓{ 𝑐 ∶ 𝜆( { 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]: |𝑓(𝑥)| ≥ 𝑐 }) = 0 } 
   . 𝐴للمجموعة  لقياس لوبيغ  𝜆(𝐴)ز  حيث ترم

 عامة دالة  د𝑓: Ω → ℂ   حيثΩ   مجموعة جزئية ) مفتوحة( فيℝ  هي غلاقة
 المجموعة

 {𝑥 ∈ Ω: 𝑓(𝑥) ≠  و نكتب:  {0

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓) = {𝑥 ∈ Ω: 𝑓(𝑥) ≠ 0}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 . ℝمتراصة في   𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓)ذات دعامة متراصة إذا كانت المجموعة   𝑓نقول إن الدالة  

   0∁الفضاء
∞(ℝ)0∁  ذ: نرمز ب

∞(ℝ)   لمجموعة كل الدوالφ ∈ ∁∞(ℝ)   ذات
 الدعامات المتراصة. 
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   نقول إن المتتالية{𝜑𝑛}   0∁متقاربة في
∞(ℝ)   من الدالةφ  إذا تحقق الشرطان

 التاليان: 
 بحيث إن:  𝐾توجد مجموعة متراصة   (1)

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜑𝑛) ⊂ 𝐾       ; 𝑛 = 1,2, ……. 
𝜑𝑛}متتالية المشتقات   (2)

(𝑖)(𝑥)} تتقارب بانتظام من المشتقات  φ(𝑖)(𝑥)  . 
   الفضاء𝐷(ℝ)  0∁: هو الفضاء

∞(ℝ)   الخطي الطبولوجي حيث الطبولوجيا معرفة
و   ℝمن خلال مفهوم التقارب المنتظم للدوال و مشتقاتها على مجموعة متراصة في  

 هو المذكور في التعريف السابق. 
   الفضاء�́�(ℝ)  هو فضاء الداليات الخطية المستمرة على :𝐷(ℝ)   و هو فضاء ,

 التوزيعات بشكلها العام. 
1من أجل   𝐿𝑝(ℝ)كثيفة في الفضاءات    :𝑆(ℝ) ( 1) مبرهنة ≤ 𝑝 < ∞ : [8] , 
[10]  . 
 تحقق ما يلي:  ℰ(ℝ)و  𝑆(ℝ)و   𝐷(ℝ)الفضاءات   (: 2) مبرهنة
(1) 𝐷(ℝ) ⊂ 𝑆(ℝ) ⊂ ℰ(ℝ)  . 
(2) 𝐷(ℝ)   كثيف في𝑆(ℝ)  . 
(3) 𝐷(ℝ)   كثيف فيℰ(ℝ)  . 
(4) 𝑆(ℝ)   كثيف فيℰ(ℝ)  .     

 الإثبات: 

 ينتق مباشرة من تعريف الفضاءات.  (1)

φليكن   (2) ∈ 𝑆(ℝ)   و لنأخذ ,ψ ∈ 𝐷(ℝ)  :بحيث إن 

ψ(𝑥) = 1     ; 𝑥 ∈ [−1,+1] 
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 بالشكل:  𝜑𝜀ثم تعرف الدوال  

𝜑𝜀(𝑥) = 𝜑(𝑥). 𝜓(𝜀𝑥)      ;  𝜀 > 0 

𝜑𝜀فنجد أن   ∈ 𝐷(ℝ)   كما أن ,𝜑𝜀 → φ   في (𝑆(ℝ)   عندما )ε → 0  . 

φليكن   (3) ∈ ℰ(ℝ)   و لتكن ,𝐾𝑛   المجموعة المتراصة المذكورة في تعريف النظيم
𝑝𝑛,𝐾𝑛  . 

𝜓𝑛عندئذٍ: توجد دالة   ∈ 𝐷(ℝ)  :بحيث إن 

𝜓𝑛(𝑥) = 1    ; 𝑥 ∈ 𝐾𝑛 

φ 𝜓𝑛و يكون   ∈ 𝐷(ℝ)  :و بما أن . 

𝑝𝑛,𝐾𝑛(φ − φ 𝜓𝑛)  𝑛→∞
→   0 

 نحصل على المطلوب. 

 ينتق مباشرة مما تقدم.  (4)

 : �́�(ℝ)و  𝑺(ℝ)تشكيل قاعدة في الفضاءات  

:𝐻0  :[8] ننطلق من مؤثر هرميت التفاضلي 𝐷(ℝ) → 𝐿2(ℝ)  :المعرف بالشكل 
(3)      𝐻0𝜑 = − �́́� + 𝑥

2𝜑    ;    𝜑 ∈ 𝐷(ℝ)  
 هذا المؤثر: 

 تناظري.  (1)
 موجب محدود.  (2)
غلاقت  مؤثر مترافق ذاتياً بطيف نقطي بحت ) أي أن طيف  يحوي فقط القيم   (3)

 الخاصة (.  
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𝐻سنرمز للغلاقة ب      = 𝐻0 . هي  قيم  الخاصة : 
𝜆𝑛 = 2𝑛 + 1   ; 𝑛 = 0,1,2, …… .. 

 :   [9]و  ℎ𝑛(𝑥):  [6] و الدوال الخاصة الموافقة هي دوال هرميت  

ℎ𝑛(𝑥) = (−1)
𝑛(2𝑛 𝑛!  √𝜋)

− 
1
2𝑒
𝑥2

2
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
 [𝑒− 𝑥

2
] ;       𝑛 = 0,1,2, …. 

 .  𝑆(ℝ)تنتمي للفضاء   ℎ𝑛(𝑥)من الواضح أن الدوال  
𝑛=0{ℎ𝑛(𝑥)}فإن الدوال   [8]بحسب  

تشكل جملة متعامدة منظمة و تامة في فضاء   ∞
𝑓. هذا يعني أن كل دالة  𝐿2(ℝ)هيلبرت   ∈ 𝐿2(ℝ)   يمكن نشرها بسلسلة فوريي

 نفسها:  𝑓متقاربة من  

(4)    𝑓 = ∑〈𝑓, ℎ𝑛〉 ℎ𝑛

∞

𝑛=0

 

 كما أن مساواة بارسيفال محققة: 

(5)   ‖𝑓‖𝐿2
2 =∑|〈𝑓, ℎ𝑛〉|

2   ;   𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ)

∞

𝑛=0

 

 هي:  𝐻إضافة لذلك فإن مجموعة تعريف المؤثر  

(6)      𝐷(𝐻) = {𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ) ∶  ∑𝜆𝑛
2 |〈𝑓, ℎ𝑛〉|

2 < ∞

∞

𝑛=0

}. 

 و يكون: 

(7)       𝐻𝑓 = ∑𝜆𝑛〈𝑓, ℎ𝑛〉ℎ𝑛   ;    𝑓 ∈ 𝐷(𝐻)

∞

𝑛=0

. 

 ة الطيفية كما يلي: بالاعتماد على النظري 𝐻نعرف القوى الصحيحة للمؤثر  

(8)    𝐻𝑘𝑓 = ∑𝜆𝑛
𝑘〈𝑓, ℎ𝑛〉ℎ𝑛   ; 𝑓 ∈ 𝐷(𝐻

𝑘) ; 𝑘 = 0,1,2, … .

∞

𝑛=0
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 حيث إن: 

(9)     𝐷(𝐻𝑘) = {𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ): ∑𝜆𝑛
2𝑘|〈𝑓, ℎ𝑛〉|

2 < ∞

∞

𝑛=0

}   

, و سوف نبين   𝐿2(ℝ)متقاربة في الفضاء   (5)و   (4)جدير بالذكر أن السلاسل في  
. لذلك لا بد من بعض   �́�(ℝ)و    𝑆(ℝ)بعد قليل أن  يوجد نشر مشاب  في الفضاءات  

 التمهيدات. 
و ذلك   𝑆(ℝ)إلى   𝐷(ℝ)من   (3)المعرف بالعلاقة  𝐻0في البداية سنمدد المؤثر      

هو التقارب   ( و ملاحظة أن التقارب في هذين الفضائين2(/) 2)بالاستفادة من المبرهنة 
 المنتظم لمتتاليات الدوال. 

𝑓فإن  من أجل كل   𝑆(ℝ)كثيف في   𝐷(ℝ)بما أن       ∈ 𝑆(ℝ)   توجد متتالية{𝜑𝑛} 
𝜑𝑛بحيث إن   𝐷(ℝ)في  → 𝑓   التقارب في (𝑆(ℝ)  و بناء على ذلك يتم تمديد .)𝐻0  

 . 
𝑓ليكن   :( 1)تعريف  ∈ 𝑆(ℝ)   و لتكن{𝜑𝑛}   متتالية من عناصر𝐷(ℝ)  متقاربة من𝑓  

 ندئذٍ نضع: (. ع𝑆(ℝ)) التقارب في  
(10)      𝐻0𝑓 = lim

𝑛→∞
𝐻0𝜑𝑛 

𝜑𝑛التعريف السابق ذو معنى لأن  من أجل كل   (1)  (:2)ملاحظة ∈ 𝐷(ℝ)  يكون
 أيضاً:  

𝐻0𝜑𝑛 ∈ 𝐷(ℝ) 
𝜑𝑛و بحسب التقارب   → 𝑓  :يكون لدينا 

𝐻0𝜑𝑛 = − �́́�𝑛 + 𝑥
2𝜑𝑛   ⟶ − �́́� + 𝑥2𝑓 ∈ 𝑆(ℝ)   ;  𝑓 ∈ 𝑆(ℝ)  

(2) 𝐻0𝑓   مستقل عن اختيار المتتالية{𝜑𝑛}  :لأن  إذا كان , 
𝜑𝑛 ⟶ 𝑓  ,         𝜓𝑛⟶ 𝑓   ;     𝜑𝑛 ,  𝜓𝑛 ∈  𝐷(ℝ) 
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   فيكون لدينا:
lim
𝑛→∞

𝐻0𝜑𝑛 − lim
𝑛→∞

𝐻0𝜓𝑛

= lim
𝑛→∞

(− �́́�𝑛 + 𝑥
2𝜑𝑛) − lim

𝑛→∞
(−�́́�𝑛 + 𝑥

2𝜓𝑛) 
                          = (−�́́� + 𝑥2𝑓) − (−�́́� + 𝑥2𝑓) = 0 

 أي أن: 
𝐻0𝑓 = lim

𝑛→∞
𝐻0𝜑𝑛 − lim

𝑛→∞
𝐻0𝜓𝑛 

 بالشكل المألوف:  𝐻0نعرف القوى الصحيحة للمؤثر  (3)
(11)   (𝐻0)

0𝑓 = 𝑓, (𝐻0)
1𝑓 = 𝐻0𝑓,… , (𝐻0)

𝑘𝑓 = 𝐻0(𝐻0)
𝑘−1𝑓  ;    𝑘

= 1,2, … 
(𝐻0)فنجد أن  

𝑘𝑓 ∈ 𝑆(ℝ)   من أجل أي𝑓 ∈ 𝑆(ℝ)   لذلك يصح النشر التالي .
 :(8)بالاستفادة من 

(12)     𝐻0
𝑘𝑓 = ∑𝜆𝑛

𝑘〈𝑓, ℎ𝑛〉ℎ𝑛   ;    𝑓 ∈ 𝑆(ℝ) ⊂ 𝐿2(ℝ)

∞

𝑛=0

 

 , حيث نضع:  (12)و الآن نشكل أسرة من أنصاف النظم بالاعتماد على النشر 
(13)      𝑝𝑘(𝑓) = sup

𝑛
|〈𝐻0

𝑘𝑓, ℎ𝑛〉|  ;    𝑘 = 0,1,2, … 

𝐻0  للدوال) أي أن أنصاف النظم معرفة بواسطة عوامل فوريي   
𝑘𝑓   و هي تحقق ,)

 المتراجحات: 
(14)    𝑝0(𝑓) ≤ 𝑝1(𝑓) ≤ ⋯ ≤ 𝑝𝑘(𝑓) ≤ 𝑝𝑘+1(𝑓) ≤ ⋯ 

 و إضافة لذلك يكون لدينا بحسب متراجحة شفارتز: 
|〈𝐻0

𝑘𝑓, ℎ𝑛〉| ≤ ‖𝐻0
𝑘𝑓‖

𝐿2
 ‖ℎ𝑛‖𝐿2 = ‖𝐻0

𝑘𝑓‖
𝐿2
   ;     𝑓 ∈ 𝑆(ℝ) 

ℎ𝑛‖𝐿2‖حيث إن   =  منظمة. ℎ𝑛لأن الدوال   1
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إذا كانت متقاربة من    (13)بأسرة أنصاف النظم 𝑓متقاربة من   {𝑓𝑛}نقول إن المتتالية  
 أي أن:  𝑘دليل    أجل كل

(15)    𝑓𝑛 → 𝑓 ⇔ 𝑝𝑘(𝑓𝑛 − 𝑓)  
𝑛→∞
→  0   ;    𝑘 = 0,1,2, … . 

:𝑇إذا كان   : [10]و  [8] :  (3)مبرهنة  𝑆(ℝ) → ℂ    دالياً خطياً, فإن الشرطين التاليين
 متكافئان: 
(1) 𝑇 ∈ �́�(ℝ)  . 
,𝑘يوجد عددان صحيحان   (2) ℓ ∈ {0,1,2, …… . .  𝑐و يوجد عدد ثابت موجب   {

 بحيث يكون: 
|𝑇(𝜑)| ≤ 𝑐 𝑝𝑘,ℓ(𝜑)    ;  ∀𝜑 ∈ 𝑆(ℝ) 

𝑓كل دالة   (:4)مبرهنة  ∈ 𝐿𝑝(ℝ)  1, حيث ≤ p ≤ من  𝑇𝑓  , تعرف توزيعاً ∞
�́�(ℝ)  . 

 الإثبات: 
𝑓من أجل كل   ∈ 𝐿𝑝(ℝ)   نعرف الدالي𝑇𝑓  :بالشكل 

    𝑇𝑓(𝜑) =  ∫ℝ𝑓(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑥    ;  𝜑 ∈ 𝑆(ℝ) 

𝑓ليكن   (1) ∈ 𝐿𝑝(ℝ)   1, حيث < 𝑝 < , عندئذٍ يكون لدينا بحسب متراجحة   ∞
 هولدر: 

|𝑇𝑓(𝜑)| ≤ (∫
ℝ

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥)

1
𝑝

(∫
ℝ

|𝜑(𝑥)|𝑞𝑑𝑥)

1
𝑞

 ;     
1

𝑝
+
1

𝑞

= 1 

               = ‖𝑓‖𝐿𝑝 (∫ℝ
1

1 + 𝑥2
|(1 + 𝑥2)

1
𝑞𝜑(𝑥)|

𝑞

𝑑𝑥)

1
𝑞

 

              ≤ 𝑐 ‖𝑓‖𝐿𝑝 .
𝑠𝑢𝑝
𝑥 ∈ ℝ

(1 + 𝑥2)𝑘|𝜑(𝑥)|   ;   𝑘 ≥
2

𝑞
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             = 𝑐 ‖𝑓‖𝐿𝑝𝑝𝑘,0(𝜑)     ;   𝜑 ∈ 𝑆(ℝ) 
 .  �́�(ℝ)توزيعاً من     𝑇𝑓( يكون 3و بحسب المبرهنة )

𝑓ليكن   (2) ∈ 𝐿1(ℝ)  :ٍعندئذ . 
|𝑇𝑓(𝜑)| ≤ ∫ℝ|𝑓(𝑥)|. |𝜑(𝑥)|𝑑𝑥  
               ≤ (∫

ℝ
|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥).

𝑠𝑢𝑝
𝑥 ∈ ℝ

|𝜑(𝑥)| 
              ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝 .

𝑠𝑢𝑝
𝑥 ∈ ℝ

(1 + 𝑥2)|𝜑(𝑥)| 
                = ‖𝑓‖𝐿𝑝 . 𝑝1,0(𝜑)      ; 𝜑 ∈ 𝑆(ℝ)  

 .  �́�(ℝ)توزيعاً من   𝑇𝑓( يكون  3المبرهنة )و حسب 
𝑓ليكن   (3) ∈ 𝐿∞(ℝ)  :عندئذٍ يكون لدينا بحسب متراجحة هولدر . 

|𝑇𝑓(𝜑)| ≤ ‖𝑓‖𝐿∞ . ‖𝜑‖𝐿1 
= ‖𝑓‖𝐿∞∫ℝ|𝜑(𝑥)|𝑑𝑥 

= ‖𝑓‖𝐿∞∫ℝ
1

1 + 𝑥2
(1 + 𝑥2). |𝜑(𝑥)|𝑑𝑥 

≤ ‖𝑓‖𝐿∞ (∫ℝ
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
)
𝑠𝑢𝑝
𝑥 ∈ ℝ

(1 + 𝑥2). |𝜑(𝑥)| 
= 𝜋‖𝑓‖𝐿∞ . 𝑝1,0(𝜑)      ; 𝜑 ∈ 𝑆(ℝ) 

 .  �́�(ℝ)توزيعاً من   𝑇𝑓( يكون  3و حسب المبرهنة )
 .     [3]لومات الموجودة فيعنستفيد من الم (:2)ملاحظة 

𝑓فيما يلي نبين أن  يمكن مطابقة كل دالة   ∈ 𝐿𝑝(ℝ)   مع التوزيع𝑇𝑓 ∈ �́�(ℝ)   و ,
،ويتم ذلك   �́�(ℝ)كفضاءات جزئية من فضاء التوزيعات  𝐿𝑝(ℝ)بالتالي يمكن اعتبار  

 كما يلي:  
 بالشكل:  Φلنعرف تطبيقاً  

Φ: 𝐿𝑝(ℝ) ⟶ �́�(ℝ)   ;    𝑓 → 𝑇𝑓 
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 هذا التطبيق متباين لأن : 
,𝑓إذا كان   𝑔 ∈ 𝐿𝑝(ℝ)  و كان𝑇𝑓 , 𝑇𝑔 ∈ �́�(ℝ)   التوزيعين الموافقين, و فرضنا𝑇𝑓 =

𝑇𝑔  :فإن 
𝑇𝑓(𝜑) = 𝑇𝑔(𝜑)  ;  ∀𝜑 ∈ 𝑆(ℝ) 

 و هذا يعني: 
∫
ℝ
𝑓(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑥 =  ∫

ℝ
𝑔(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑥  ;   ∀ 𝜑 ∈ 𝑆(ℝ) 

 بالتالي يكون: و 

∫
ℝ
[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = 0   ;    ∀ 𝜑 ∈ 𝑆(ℝ) 

𝑓و ينتق من ذلك أن   − 𝑔 = 0(𝑎𝑒)   و بالتالي𝑓 = 𝑔(𝑎𝑒)   أي أن الدالتين (𝑓   و
𝑔   متساويتان تقريباً في كل مكان علىℝ   لذلك تكونا متساويتين في .𝐿𝑝(ℝ)  :أي أن . 

𝑇𝑓 = 𝑇𝑔  ⇒ 𝑓 = 𝑔   ;   𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(ℝ) 

𝑓 لواحد(. لذلك يمكن مقابلة كل دالة –متباين ) واحد  Φو هذا يعني أن التطبيق   ∈

𝐿𝑝(ℝ)    بتوزيع موافق𝑇𝑓 ∈ �́�(ℝ) و بالعكس ,. 
𝑓  لنفرض أن  من أجل كل  (:3)ملاحظة  ∈ 𝐿𝑝(ℝ)  يمكن تعريف الدالي𝑇𝑓 :بالشكل  

 :   [9]و  [8]و   [2]
  (16)    𝑇𝑓(𝜑) = ∫ℝ𝑓(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑥   ;   ∀ 𝜑 ∈ 𝑆(ℝ) 

𝑓و بما أن المطابقة   ↔ 𝑇𝑓 :صحيحة فيمكن كتابة هذه العلاقة بالشكل 
(17)  𝑓(𝜑) = ∫

ℝ
𝑓(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑥   ;  𝜑 ∈ 𝑆(ℝ) 

و  �́�(ℝ)و    𝑆(ℝ)و هذه العلاقة ستكون خطوة الانطلاق لبناء قاعدة في الفضاءات  
   حيث 𝑝من أجل كل قيم   𝐿𝑝(ℝ)أيضاً لتعميم النشر وفق دوال هرميت إلى الفضاءات  

. 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ 
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φلنأخذ   = ℎ𝑛  :فنجد 
(18)     𝑓(ℎ𝑛) = ∫ℝ𝑓(𝑥)ℎ𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑎𝑛(𝑓) ; 𝑛 = 0,1,2, … 

 .    𝑓 عوامل فوريي  للدالة 𝑎𝑛(𝑓)حيث  
𝑓الآن نأخذ   = ℎ𝑛  :فنجد 

(19)      ℎ𝑛(𝜑) = ∫ℝ ℎ𝑛(𝑥) 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ℝ 𝜑(𝑥)ℎ𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =  𝑎𝑛(𝜑).  
φعوامل فوريي  للدالة   𝑎𝑛(𝜑)حيث   ∈ 𝑆(ℝ)  . 

𝑆(ℝ)و بما أن   ⊂ 𝐿𝑝(ℝ)   1من أجل ≤ 𝑝 ≤    فيكون لدينا ما يلي: ∞
        𝑎𝑛(𝜑)   عوامل فوريي  للدالةφ    إذا ما اعتبرنا أنφ ∈ 𝐿𝑝(ℝ)    ، 
𝑎𝑛(𝜑)      و        = 〈𝜑, ℎ𝑛〉  عوامل فوريي  للدالةφ   إذا ما اعتبرنا أنφ ∈ 𝐿2(ℝ)  

 . 
𝜑كل دالة   (: 5)مبرهنة  ∈ 𝑆(ℝ)  :يمكن نشرها بسلسلة من الشكل 

φ =∑〈𝜑, ℎ𝑛〉ℎ𝑛

∞

𝑛=0

 

 (.  𝑝𝑘) التقارب بأسرة أنصاف النظم   𝑆(ℝ)نفس  في الفضاء   φمتقاربة من  
φليكن   الإثبات: ∈ 𝑆(ℝ) ⊂ 𝐿2(ℝ)  السلسلة متقاربة في    . عندئذٍ يكون (𝐿2(ℝ)  .) 

φ =∑〈𝜑, ℎ𝑛〉ℎ𝑛

∞

𝑛=0

 

 نضع الآن: 

𝜑𝑁 =∑〈𝜑, ℎ𝑛〉ℎ𝑛 

𝑁

𝑛=0

  ;    𝑁 = 1,2, … 

𝜑𝑁فنجد أن   ∈ 𝑆(ℝ)  :كما أن , 

φ − 𝜑𝑁 = ∑ 〈𝜑, ℎ𝑛〉ℎ𝑛  ;

∞

𝑛=𝑁+1

 𝑁 = 1,2, … 
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 لدينا الآن حسب متراجحة شفارتز: 
𝑝𝑘(𝜑 − 𝜑𝑁) = sup

𝑛
  |〈𝐻𝑘(φ− 𝜑𝑁), ℎ𝑛〉|                            

                  ≤   sup‖𝐻𝑘(φ − 𝜑𝑁)‖𝐿2(ℝ). ‖ℎ𝑛‖𝐿2(ℝ)
𝑛

 
= ‖𝐻𝑘(φ − 𝜑𝑁)‖𝐿2(ℝ) 𝑁→∞

→   0 
𝑝𝑘(φ       بذلك يكون: − 𝜑𝑁)

𝑁→∞
→   0 

 . و من  نحصل على المطلوب 
 .   �́�(ℝ)تشكل قاعدة للفضاء   {ℎ𝑛(𝑥)}و الآن نبين أن دوال هرميت  

𝑇من أجل   ∈ �́�(ℝ)  :نضع 
𝑎𝑛(𝑇) = 𝑇(ℎ𝑛)   ;    𝑛 = 0,1,2, …… 

 .  𝑇عوامل فوريي  للتوزيع   𝑎𝑛(𝑇)و نسمي الأعداد  
𝑇توزيع   كل(: 6)مبرهنة  ∈ �́�(ℝ) :يمكن نشره بسلسلة فوريي  من الشكل 

(20)        𝑇 = ∑𝑎𝑛(𝑇)ℎ𝑛 ; 

∞

𝑛=0

 

 (.  �́�(ℝ)) التقارب في  
φيكون لدينا من أجل أي    (5) بحسب المبرهنة الإثبات: ∈ 𝑆(ℝ) : 

φ =∑〈𝜑, ℎ𝑛〉ℎ𝑛

∞

𝑛=0

= lim
𝑁→∞

∑〈𝜑, ℎ𝑛〉ℎ𝑛 

𝑁

𝑛=0

 

 دالي خطي و مستمر فيكون لدينا:  𝑇و بما أن  

𝑇(𝜑) = 𝑇 ( lim
𝑁→∞

∑〈𝜑, ℎ𝑛〉ℎ𝑛 

𝑁

𝑛=0

) = lim
𝑁→∞

T(∑〈𝜑, ℎ𝑛〉ℎ𝑛 

𝑁

𝑛=0

) = 

     = lim
𝑁→∞

∑〈𝜑, ℎ𝑛〉𝑇(ℎ𝑛) = lim
𝑁→∞

∑〈𝜑, ℎ𝑛〉𝑎𝑛(𝑇) .

𝑁

𝑛=0

𝑁

𝑛=0

 

 نجد:  (19)و بالاستفادة من  

T(𝜑) = lim
𝑁→∞

∑ℎ𝑛(𝜑)𝑎𝑛(𝑇) = ( lim
𝑁→∞

∑𝑎𝑛(𝑇)ℎ𝑛

𝑁

𝑛=0

) (𝜑) .

𝑁

𝑛=0

 

 و من  نحصل على المطلوب. 
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1من أجل    𝐿𝑝(ℝ)الآن سنقوم بتعميم النشر وفق دوال هرميت إلى الفضاءات   ≤ 𝑝 ≤

∞ : 
𝑓كل تابع   ∈ 𝐿𝑝(ℝ)   ،  4حيث

3
< 𝑝 <  يمكن نشره بسلسلة من الشكل:   ، 4

𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛(𝑓) ℎ𝑛(𝑥) ,

∞

𝑛=0

 

 [  خارج المجال  𝑝هذا النشر لا يصح من أجل  و 
4

3
 , 4[  ،[9]    .   

1حيث   𝑝والآن سنقوم بتعميم هذا النشر ليصبح صحيحاً من أجل كل قيم        ≤ 𝑝 ≤

 : �́�(ℝ)و   𝑆(ℝ)و ذلك بالاستعانة بالفضاءات  ∞
𝑓ليكن   ∈ 𝐿𝑝(ℝ) فوريي  ل : , فتكون عوامل 

𝑎𝑛(𝑓) = ∫ℝ𝑓(𝑥)ℎ𝑛(𝑥)𝑑𝑥   ;   𝑛 = 0,1,2, …… 
𝑇𝑓و ليكن   ∈ �́�(ℝ) ذالتوزيع الموافق ل  𝑓  (. عندئذٍ: 4)بحسب المبرهنة 

(21)       𝑎𝑛(𝑇𝑓) = 𝑇𝑓(ℎ𝑛) = ∫ℝ𝑓(𝑥)ℎ𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎𝑛(𝑓)  ;  𝑛

= 0,1,2, … .. 
 يكون لدينا:   (6)و بحسب المبرهنة  

(22)     𝑇𝑓 =∑𝑎𝑛(𝑇𝑓)

∞

𝑛=0

ℎ𝑛 = ∑𝑎𝑛(𝑓)

∞

𝑛=0

ℎ𝑛   ;   (𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ))     

𝑓و بحسب المطابقة   ⟷ 𝑇𝑓   يكون ل𝑓   المتقاربة في ( السلسلة التالية�́�(ℝ)  .) 

(23)    𝑓 = ∑𝑎𝑛(𝑓)

∞

𝑛=0

ℎ𝑛   ;  𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ) 

, حيث   {ℎ𝑛}وفق القاعدة   𝐿𝑝(ℝ)بذلك نكون قد أوجدنا تعميماً لنشر دوال الفضاءات  
1 ≤ 𝑝 ≤ ∞  . 
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