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، جيكإيٙ حيى َميٕو ياحثيكد مي ه يثيرُْتٍٛ نٛجُي   ٔ سُتعرف فيٙ ْي ا انث يج  هيٗ اخٛيراد  ي ٔ   

انخكَٛيه  يٍ  ٔتت ي ث،      الأٔنٗ  ٍ   جه تمرٚب يُشٕ  فٕ ّٚٛ _ نٛجُ   فيٙ انُمةيه تت  ث 

، ٔسيُعتً   فيٙ بحثيكد انًثيرُْتٍٛ  هيٗ       جه تمرٚب يُشٕ  فٕ ّٚٛ _ جيكإيٙ  فيٙ انُمةيه 

 انًؤحر انًصفٕفٙ ٔذنك فٙ انفعكء 
0  ،  1. 

 

يتسهسهه فٕ ّٚٛ ـــــــ نٛجُ  ، اخٛراد   ٔ  جكإيٙ، اخٛراد   ٔ  نٛجُ  ،  :هفخاحيت كلواث

 .،   جه انتمرٚب انه انًٕن ةانيتسهسهه فٕ ّٚٛ ـــــــ جكإيٙ، 
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Approximation of Functions of Space  [  ،  ] 

Using Legendre and Jacobi polynomials    

 

 

Abstract 

In this research we are going to discuss Legendre and  Jacobi Polynomials 

then we will provide  the proof of  two theorems, the first one talks about  

the approximation`s degree of Fourier – Legendre series at the point x=0, 

and the second talks about the approximation`s degree of  Fourier- Jacobi 

series at the point x=1, using the matrix operator in both cases and in the 

space  [  ،  ]   .  
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 هقذهت:

ٕ ّٚٛ ف يتسهسههٔ فٕ ّٚٛ ــــــ نٛجُ    هيتسهسهيٍ امٍ كستخ او ي [  ،  ] بٌ تمرٚب  ٔال انفعكء 

تؤحر  هٗ يتتكنٛه انًجكيٛع انًؤحراد انخةٛه انً  ٔ ة ٔانتٙ ٚتى  ٍ غرٚق يعط  ـــــــ جكإيٙ

بنٗ  [  ،  ] يكستخ او انُظٛى فٙ انفعكء  مربت  انجزئٛه نتهك انًتسهسلاد فتُمهٓك نًتتكنٛكد أخرٖ 

 .ختهفه ٔال َفسٓك ٔي  جكد تمرٚب يان

 ُذف البحث: أُويت ّ

 هٗ ان   انعكو  انًؤحر انًصفٕفٙ ٔتةثٛمّ ٔذنك يكستخ او [  ،  ] بٚجك    جه تمرٚب  ٔال انفعكء

 .جكإيٙـــــــ فٕ ّٚٛ  يتسهسههٔ  فٕ ّٚٛ ــــــ نٛجُ  كمٍ يٍ يتسهسهه ًتتكنٛه انًجكيٛع انجزئٛه نن

 هشكلت البحث:

تمرٚب  ٔال انفعكء انً إ  يكستخ او انًؤحر انًصفٕفٙ ٔذنك يع  بٚجك  انُظٛى ٔاستخ ايّ فٙ 

 انتمرٚب. ًهٛه 

 :هْاد ّطرائق البحث

 : (                )- , الوؤثر الوصفْفي  ( )حعريف 

∑نتكٍ ن ُٚك انًتسهسهه    
 
يتتكنٛه يجكيٛعٓك انجزئٛه،  ُ ئٍ  َعرف انًؤحر  +  *ٔنتكٍ     

 يكنشكم اٜتٙ:  ( )انًصفٕفٙ 

   
   ∑            ∑            

 
   

 
                      ∑    

 
      

 ْٙ يصفٕفه يخهخٛه سفهٗ لا َٓكئٛه يٍ انخٕايت ان مٛمٛه. ( ،  )  ٔانًصفٕفه 

 ت مق انشرٔغ اٜتٛه:ٔ

   
   
∑    

 

   

            
   
                    

∑(         حكيت لا ٚتعهق يـ   ) ٛج بٌ  |    |
 
                  

 : - , [  ،  ]  ( الٌظين في الفضاء2حعريف )
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ٚأخ   [  ،  ] انُظٛى فٙ انفعكء  فاٌ -     ,نٕيٛغٛكً  هٗ انفترة إًنه    ان انه بذا اكَت

 :انشكم اٜتٙ

‖ ( )‖  [  ،  ]
 ∫ | ( )|

  

  

    

 :[4] ليجٌذر كثيراث حذّد  ( )حعريف 

 كنشكم اٜتٙ: ي ( )  تعرف اخٛراد   ٔ  نٛجُ   

  ( )  
(  ) 

    

  

   
*(   ) (   ) +               

 ْٔٙ  هٕل انًعك نه انتفكظهٛه اٜتٛه:

(    )         (   )                    

  [6]:ث حذّد ليجٌذرالذالت الوْلذة لكثيرا ( )حعريف 

 يكنشكم اٜتٙ: عةٗ ان انه انًٕن ة نكخٛراد   ٔ  نٛجُ  ت

(        ) 
 
  ∑    ( ) 

 

 

   

     | |     | |    

( ) يييع  انييه انييٕ ٌ  -     ,ٌ اخٛييراد  يي ٔ  نٛجُيي   يتعكييي ة  هييٗ انفتييرة اًييك أ      

∫   ( )  ( )
  

  

   
 

    
     

 :ٔٚعةٗ اًك ٚهٙكر ٛ يز  نتك ارَٔ        ٛج 

     2
         
         

 

 :[5] كثيراث حذّد جاكْبي  ( )حعريف 

  تعرف اخٛراد   ٔ  جكإيٙ
(   )

 يكنشكم اٜتٙ:   

  
(   )( )  

(  ) 

    

 

(   ) (   ) 
  

   
{(   )   (   )   } 

          ؛       ٛج أٌ
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 ْٔٙ  هٕل انًعك نه انتفكظهٛه اٜتٛه:

(    )   ,    (     ) -    (       )    

 [6]: الذالت الوْلذة لكثيراث حذّد جاكْبي  ( )حعريف 

∑  
(   )( )  

 

   

     (        ) 
 
 {    (        )

 
 }
  

{ 

   (        )
 
 }
  

 

يييييييع  انييييييه انييييييٕ ٌ                  -     , ٛييييييج بٌ اخٛييييييراد  يييييي ٔ  جييييييكإيٙ يتعكييييييي ة  هييييييٗ انفتييييييرة 

    ( )   (   ) (   )    

∫ (   ) (   )   
(   )( )  

(   )( )
  

  

  

 
       (     ) (     )

(        ) (       ) (   )
     

   : - , ( )حعريف 

  :كوا يلي  (        ) (  انصغٛرة)ّ(     )  (   انكثٛرة)يوكٌٌا اىَّ ًعرف 

( ) نقول إن ـ 1  يحقق ما يلي: موجب   إذا وجد ثابت     عندما   (( ) )  

| ( )|   | ( )| 

( ) نقول إن  -2  إذا تحقق ما يلي     عندما   (( ) )  

   
   

 ( )

 ( )
   

 الٌخائج ّهٌاقشخِا:  

 باسخخذام كثيراث حذّد ليجٌذر:   [  ،  ] حقريب دّال الفضاء 
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 ( )     ٔ  نٛجُ   ُ ئٍ  ٚعةٗ يُشٕ  ْ ِ ان انه ي لانه اخٛراد  -     ,   نتكٍ ن ُٚك ان انه 

 :ٔفق اٜتٙ

 ( ) ∑  ( )  ( )

 

   

   ( ) 

  ٛج:

  ( )  
    

 
∫   ( ) ( )
  

  

   

يصيييفٕفه يخهخٛيييه سيييفهٗ لآَكئٛيييه ييييٍ انعُكمييير تٛييير انسيييكنثه ٔانتيييٙ ت ميييق  (    )  نيييتكٍ ٔ

     ∑     
 
                 

  
  ∑      (   )

 

   

 

يكستخ او انًؤحر     فٕ ّٚٛ ـــــــ نٛجُ   فٙ انُمةه  يُشٕ بٌ   جه تمرٚب : ( )هبرٌُت 

  انًصفٕفٙ 
 تعةٗ اًك ٚهٙ :  

                          ( ( ))    [  ،  ]  - ( )    
 (   )    

 ي ٛج تت مق انفرظٛه اٜتٛه:

∫ √    |𝜓( )|
 

 

    (
√  

    
 ( )) 

 ٔت مق:  بنٗ  يكنُسثه انه يٕجثه يتزاٚ ة يكغرا   ( ) بٌ   ٛج

 ( )         

 Fourier – Jacobi) جاكْبي –هخسلسلت فْرييَ باسخخذام  -     , حقريب دّال الفضاء 

Series:) 

 ُ ئٍ  ٚعةٗ يُشٕ  ْ ِ ان انه ي لانه اخٛراد   ٔ  جكإيٙ  -     ,   نتكٍ ن ُٚك ان انه  

  
 ٔفق اٜتٙ : ( )(   )
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 ( ) ∑  ( )

 

   

  
(   )( ) 

 ْٙ يعكيلاد يُشٕ  فٕ ّٚٛ ــــــ جكإيٙ ٔتعةٗ انشكم: ( )   ٛج 

  ( )  
(        ) (   ) (       )

       (     ) (     )
∫ (   ) ( 
  

  

  )  ( )  
(   )( )   

يكستخ او انًؤحر      فٕ ّٚٛ ـــــــ جكإيٙ فٙ انُمةه يُشٕ  بٌ   جه تمرٚب : : ( )هبرٌُت 

  انًصفٕفٙ 
 :تعةٗ اًك ٚهٙ  

  [  ،  ]  ( 
( )) - ( )    

 (   ) 

 ي ٛج تت مق انفرظٛكد اٜتٛه:ٔ

∫  ( )    ( )

 
 

 

    (
 (     ) ( )

(        ) (       )  
) 

∫     
 
  ( )    ( )

 
 

 
 

    (
 (     ) ( )

(        ) (       )  
 
 

) 

 ٔت مق:  بنٗ   انه يٕجثه يتزاٚ ة يكغرا  يكنُسثه ( )  يٕجب ٔحكيت  c  ٛج 

 ( )         

 ِا في إثباث الوبرٌُخيي السابقخيي:ًعخوذ علي، حيث ثباث بعذ الخوِيذياث الأحيتًعرض الإ

 :[2] ( )حوِيذيت 

 ٚكٌٕ:    فاَّ  ُ يك ٍ اختٛك ٍٚٛ ٛ   ٍٚ  مٛمٛ    كٍ نٛ

  
(   )
(    )    

 
  ( )    (    )   (  

 
 )            

  ٛج بٌ:
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 ( )    
 
 (   

 

 
)
   
 
 
(   
 

 
)
   
 
 
 

    
     

 
      (  

 

 
)
 

 
 

فيٙ اخٛيراد  ي ٔ         يٕظيع  ترتثػ اخٛراد   ٔ  جكإيٙ ييع اخٛيراد  ي ٔ  نٛجُي  ٔ

 :َج  يُُّ صم  هٗ اخٛراد   ٔ  نٛجُ   ٔن جكإيٙ

    
 

 
      

 

 
 

 ( )    
 
 (   

 

 
)
   
 
 
(   
 

 
)
   
 
 
   

 
 (   

 

 
   
 

 
)
 
 
 
 

 (
 

 
)

 
 
(    ) 

 
  

 انتًٓٛ ٚه اٜتٛه:ٔيًك سثق تُتج  

 :( )حوِيذيت 

 ٚكٌٕ:    فاَّ  ُ يك       بذا اكَت 

  (    )   
 
 
 (
 

 
)

 
 
(    ) 

 
    (   

 

 
 
 

 
)   (  

 
 )       

       

 :[2] ( )حوِيذيت 

 ٚكٌٕ:      ∞حكيت يٕجب فاَّ  ُ يك  cٔنٛكٍٍ اختٛك ٍٚٛ ٛ   ٍٚ  مٛمٛ    αكٍ نٛ

  
(   )(    )  {

    
 
  (  

 
 )                                        

 

 
 

 (  )                                                             
 

  :( )إثباث الوبرٌُت 

 ن ُٚك اًك ْٕ يعهٕو
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√        
 ∑   ( ) 

 

 

   

 

 َج :     ٔ ُ يك 

(    ) 
 
  ∑   ( ) 

 

 

   

 

  
  

 
 
   

  
        ( ) 

    ( ) 
    ( ) 

    

 يكنًةكيمه َج :

  ( )           ( )   
 

 
        ( )  

 

 
     

  ( )    ( )      

 ٔيُّ َج :

     ( )              ( )  
(  ) (    ) 

(  ) 
 

 :ٔيًك أٌ

  (   )  ∑  ( )  ( )

 

   

 

 ن ا َستةٛع أٌ َكتب اٜتٙ:

  (   )  ∑   ( )   ( )

 

   

 

   يـ    ٛج قًُك يتث ٚم ام 

 :يًك أٌٔ

     ( )              ( )  
(  ) (    ) 

(  ) 
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 َٔعهى أٌ: 

   ( )  
    

 
∫    ( ) ( )
  

  

   

 :ٔيُّ َج 

  (   )  ∑(
    

 
)∫  ( )   ( )  

(  ) (    )  

(  )  

  

  

 

   

 

 
 

 
∫  ( )
  

  

∑
(  ) (    )  (    )

(  )  
   ( )  

 

   

 

 :ٔيًك أٌ

∑
(  ) (    )  (    )

(  )  
   ( )

 

   

  *
(  ) (    )  (    )

(  )  
   ( )+ 

 :ٔيُّ َج 

  (   )   *
(  ) (    ) (    )

 (  ) 
∫  ( )
  

  

   ( )  + 

  
 (   )  ∑     *

(  ) (    ) (    )

 (  ) 
∫  ( )
  

  

   ( )  +

 

   

 

 ٔنُعع انعلاقه انًفٛ ة اٜتٛه:

𝜙( )  
 ( )   ( )

 
 

 ٔيُّ فاٌ:
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 (   )   ( )

 ∑     *
(  ) (    ) (    )

(  ) 
∫ 𝜙( )
  

  

   ( )  +

 

   

 

 لا ظ:

(    ) 

(  )  
 
(    )(    )(    )         

(  )(    )(    )         
   

أ٘ أٌ: 
(    ) 

(  )  
  ( ) . 

 ٔيُّ: π    أ٘         ٛج        َفرض أٌ: 

∫ 𝜙( )
  

  

   ( )    ∫ 𝜙(    )
 

 

   (    )        

 ∫     𝜙(    )
 

 

   (    )   

 ٔيكنتكنٙ َج :

∫ |𝜙(    )||    |
 

 

|   (    )|  

 ∫ |𝜙(    )||    |
 

 

(
 

 
)

 
 
(  ) 

 
 (    ) 

 
    

 .( )ٔذنك  سب انتًٓٛ ٚه 

 ٌ:ب ٛج 

(    )
 
 |  (    )|  (

 

 
)

 
 
( ) 

 
          

 :بذاً 

∫ |𝜙(    )||    |
 

 

|   (    )|   (
 

 
)

 
 
( ) 

 
 ∫
|    |

√    
|𝜙(    )|
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 (
 

  
)

 
 
∫ √    |𝜙(    )|
 

 

   

 ( )|     ( ) 

 ( )|     ( )|        ( )|           .
 

 
/ 

 ( )  (     )( ) 

𝜙( )  𝜓( )  
 ( )   .

 
 
/

 
     𝜓( )  𝜙     ( ) 

 ∫ √    |𝜙(    )|
 

 

   ∫ √    |𝜓( )|
 

 

   

  
 (   )   ( )    

 .  
 

 
/   .

 

 
/ 

 ، ٔيُّ:        ٛج: 

  
 .  
 

 
/   .

 

 
/ 

 ∑     [
(  ) (    ) (    )

(  ) (  )
 
 

∫ √    |𝜓( )|
 

 

  ]

 

   

 

 فرظٛكد انًثرُْه ٚكٌٕ:ٔ سب 

|  
 (   )   ( )|   (

    

√  
)∑     (

√  

    
 ( ))

 

   

 

  (
    

√  
)   (

√  

    
 ( ))∑    

 

   

 

 ٔيكنتكنٙ:
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|  
 (   )   ( )|   (  

 
 )  ( ( )  

 
 )∑    

 

   

 

  ( ( ))         

  ٛج بٌ:

    

(  )
 
 

 
    

√  
  (√ )   ( 

 
 
 ) 

 بذاً:

∫ |  
 (   )   ( )|    ( ( ))

  

  

∫      ( ( ))
  

  

 

  ( ( ))        

  ُ ئٍ :

‖  
 (   )   ( )‖ ,     -   ( ( ))         

 اتًم.ا ٚكٌٕ بحثكد انًثرُْه الأٔنٗ ق  أيٓ 

 :( )إثباث الوبرٌُت 

  :َعهى أٌ ان انه انًٕن ة نكخٛراد   ٔ  جكإيٙ تعةٗ يكنعلاقه اٜتٛه

    

 (     ) (     ) 
 ∑  

(   )( )  
 

   

   

         √   : ٛج

    
    

√       (    √       )
 
(    √       )

 

 ∑  
(   )( )  
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√(   ) .    √(   ) /
 
.    √(   ) /

 
 ∑  

(   )( )  
 

   

 

    

(   )(       ) (       ) 
 ∑  

(   )( )  
 

   

 

 

 
    

(   )(    ) ( ) 
 ∑  

(   )( )  
 

   

     | |     

 
    

( ) ( ) (   )(   ) 
 

 

(   )   
 ∑  

(   )( )  
 

   

    |  |      

 :نكٍ

 

(   )   
 ∑.

   
 
/   

 

   

 

 ٔذنك لأٌ:

(
 

   
)
( )

 
  

(   )   
 

 :َج  ٔيُّ

(
 

   
)
( )

 
  

(   )   
 
 (   )

(   )   
 

 

(   )   
 

 

 (   )
(∑   
 

   

)

( )

 
 

 (   )
(∑

  

   
  

 

   

)        

 
 

 (   )
(∑

  

(   ) 
    

 

   

)  
 

 (   )
(∑
(   ) 

  
  

 

   

) 
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 (∑
(   ) 

    
  

 

   

) 

 بذاً:

 

(   )   
 ∑.

   
 
/   

 

   

 

ٔيكنًةكيمه يع: 
 

(   )   
 ∑   

(   )( )   
  َ صم  هٗ:     

(   )( )  .
   
 
/. 

 نُكتب اٌٜ:

  (   )  ∑  ( )

 

   

  
(   )( ) 

 ∑
(        ) (       ) (   )

       (     ) (     )

 

   

.
   
 
/∫ ( 
  

  

  ) (   )  ( )  
(   )( )   

 
 

      
∫ (   ) ( 
  

  

  )  ( )∑.
   
 
/
(        ) (       ) (   )

 (     ) (     )

 

   

  
(   )( )   

 
 

      
∫ (   ) ( 
  

  

  )  ( )∑
(        ) (       ) (   ) (     )

 (     ) (     ) (   ) (   )

 

   

  
(   )( )  

 
 

      
∫ (   ) ( 
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 الخْصياث ّالوقخرحاث:

أخيرٖ  هيٗ سيثٛم انًخيكل   اسيه انتمرٚيب يكسيتخ او  اخٛيراد  ي ٔ  واستخ يك   اسه انتمرٚبَٕمٙ ي

  (     ) ْريٛت يًتغٛرٍٚ ٔ نٛم ٔا   فٙ انفعكء اخٛراد   ٔ  

  ٛج َستةٛع اتكيه:  ,    , لاجٛر يًتغٛرٍٚ ٔ نٛم ٔا   فٙ انفعكء  ٔاخٛراد   ٔ 
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