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 :علي وطفة طالب الدراسات العلیا

 جامعة البعث     - �لیة العلوم -قسم الر�اضیات 

 محمد عامرالد�تور المشرف : 

 الملخص: 

,𝐿𝐿2(𝑤𝑤التقر�ب �المر�عات الصغرى المعروف في الفضاء   سنعممفي هذا البحث   [𝑎𝑎, 𝑏𝑏])  

,𝑊𝑊𝑘𝑘,𝑝𝑝(𝑤𝑤في الفضاء  صحیحا الموزون لیصبح  [𝑎𝑎, 𝑏𝑏])  : مع النظیم 

   

‖𝑓𝑓‖𝑊𝑊𝑘𝑘,𝑝𝑝(Δ,𝜇𝜇)
2 = ���𝑓𝑓(𝑗𝑗)�2 𝑑𝑑𝜇𝜇𝑗𝑗  

𝑘𝑘

𝑗𝑗=0

, 𝑘𝑘 = 1,2 

لتقر�بها   ماثیماتیكاوتقر�ب �عض التوا�ع في هذا الفضاء و�تا�ة برامج �استخدام برنامج 

 ومناقشة هذه التقر�بات . 

  مفتاحیة:كلمات 

 فضاء سو�ولیفام الخطي , ظ, فضاء هلبرت , الن المر�عات الصغرى 
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Least square approximation in Sobolev 
Spaces 

Abstract : 

In this paper  we generalize the least square method used in the 
space 𝐿𝐿2(𝑤𝑤, [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) to become true in the Soboleve 
space𝑊𝑊𝑘𝑘,𝑝𝑝(𝑤𝑤, [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) equipped with   with the norm  : 

‖𝑓𝑓‖𝑊𝑊𝑘𝑘,𝑝𝑝([a,b],𝜇𝜇)
2 = ���𝑓𝑓(𝑗𝑗)�2 𝑑𝑑𝜇𝜇𝑗𝑗 

𝑘𝑘

𝑗𝑗=0

,           𝑘𝑘 = 1,2 

And give  some example in numerical view and write some 
programs in MATHEMATICA to approximate this functions. 

  

Key words : Least square Method ,Hilbert space  ,Lanier system 

,Sobolev spaces .  
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 مقدمة:

 ما الفرق بین الاستیفاء والتقر�ب ؟

  ( قد تكون حدود�ة جبر�ة او حدود�ة مثلثیة ) �حیث �مر من الاستیفاء هو البحث عن تا�ع

جمیع النقاط المعطاة مثلاً اذا �ان لدینا خمس نقاط فالحدود�ة الواجب ا�جادها ستكون  
نقطة معطاة فالحدود�ة الواجب ا�جادها من   nمن الدرجة الرا�عة وهكذا اذا �انت لدینا 

  قد تكون  وهنا نعلم ان إمكانیة الاستیفاء موجودة لكن نسبة الخطأ المرتكب n-1الدرجة
    كبیرة جدأ

 ) 1,1(  الشكل

لذلك نستخدم التقر�ب  والذي �عتمد على اختیار تا�ع (قد �كون    انها مكلفة حسابیاً  اكم 

�حیث قد �مر من النقاط المعطاة وقد لا�مر  حدود�ة او حدود�ة مثلثیة او حدود�ة اسیة) 

ولكن الشرط هوان �كون الخطأ الكلي (حیث الخطأ الكلي هو مجموع الأخطاء لكل النقاط  

 یوضح ذلك   )1�عد النقطة عن التا�ع )أصغر ما �مكن والشكل ( والخطأ هو
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 اذا ما هو التقر�ب ؟

هو اختیار تا�ع �حیث �كون الخطأ الكلي أصغر ما �مكن ضمن النظیم المعطى (نظیم  

 كون الخطأ المرتكب اصغر ما �مكن  ) �حیث �المذ�ور أعلاهسو�ولیف 

 تعار�ف ومفاهیم أساسیة : 

 : انه تا�ع وزن اذا حقق    𝑤𝑤(𝑥𝑥)نقول عن التا�ع  :  (1)  [1] تعر�ف

1- w  تا�ع مستمر على المجال[𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 

2- 𝑤𝑤(𝑥𝑥) > 0 ,∀𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 

3- ∀𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏],∀𝑛𝑛 ∈ ℕ,∫ 𝑤𝑤(𝑥𝑥). |𝑥𝑥|𝑛𝑛𝑑𝑑𝑥𝑥 < ∞𝑏𝑏
𝑎𝑎 

,𝑳𝑳𝟐𝟐(𝒘𝒘:الفضاء  [1]   (2)تعر�ف [𝒂𝒂,𝒃𝒃])  على   هو صف �ل التوا�ع القیوسة الموزون

,𝑎𝑎]المجال  𝑏𝑏] : التي تحقق 

‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏]) ≔ �� |𝑓𝑓(𝑥𝑥)|2
𝑏𝑏

𝑎𝑎
.𝑤𝑤(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥�

1
2

< ∞ 

,𝐿𝐿2(𝑤𝑤(الجداء الداخلي في الفضاء   :(3)  [1]  تعر�ف [𝑎𝑎, 𝑏𝑏])  (  فرض التا�عین�

𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑔𝑔(𝑥𝑥) ∈ 𝐿𝐿2(𝑤𝑤, [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) (المثقل)الموزون الداخلي  عندئذ سنعرف الجداء  

 �الشكل : 

< 𝑓𝑓,𝑔𝑔 >𝑤𝑤≔ � 𝑓𝑓(𝑥𝑥).𝑔𝑔(𝑥𝑥).𝑑𝑑𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

𝑑𝑑𝜇𝜇حیث   = 𝑤𝑤(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 
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 انهما متعامدین  اذا تحقق :   𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑔𝑔(𝑥𝑥)نقول عن التا�عین  : [4]) 4( تعر�ف 

< 𝑓𝑓,𝑔𝑔 >𝑤𝑤≔ � 𝑓𝑓(𝑥𝑥).𝑔𝑔(𝑥𝑥).𝑑𝑑𝜇𝜇
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= 0 

التوا�ع التي تنتمي هي    �ل فضاء(فضاء سو�ولیف ): هو  : [5] [1]) 5( تعر�ف

 ضاء لیبیغ  وتحقق : ومشتقاتها لف 

‖𝑓𝑓‖𝑊𝑊𝑘𝑘,2([a,b],𝜇𝜇)
2 = ���𝑓𝑓(𝑗𝑗)�

2
𝑑𝑑𝜇𝜇𝑗𝑗  

𝑘𝑘

𝑗𝑗=0

< ∞ 

𝑑𝑑𝜇𝜇𝑖𝑖حیث   = 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑑𝑑𝑥𝑥  و𝑤𝑤 = (𝑤𝑤0,𝑤𝑤1, … ,𝑤𝑤𝑘𝑘)  

 �صبح �الشكل : : الجداء الداخلي في فضاء سو�ولیف )1( ملاحظة 

(𝑓𝑓,𝑔𝑔)𝑤𝑤�𝜇𝜇0,…𝜇𝜇𝑘𝑘�,[𝑎𝑎.𝑏𝑏]
𝑘𝑘,2

≔ � 𝑓𝑓(𝑥𝑥).𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝜇𝜇0
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ � 𝑓𝑓(𝑥𝑥).𝑔𝑔(𝑥𝑥).𝑑𝑑𝜇𝜇1

𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ ⋯

+ � 𝑓𝑓(𝑘𝑘)(𝑥𝑥).𝑔𝑔(𝑘𝑘)(𝑥𝑥).𝑑𝑑𝜇𝜇𝑘𝑘
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

𝑑𝑑𝜇𝜇𝑖𝑖حیث :  = 𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥    𝑖𝑖 = 0, … ,𝑘𝑘 

 هي حلول معادلة لوجندر التفاضلیة :  دود�ات لوجندر: ح  [4]  )6( تعر�ف 

(1 − 𝑥𝑥2)𝑦𝑦′′ − 2𝑥𝑥𝑦𝑦′ + 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)𝑦𝑦 = 0 
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 وتعطى �صیغة رودر�غز �الشكل :

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥) =
1

2𝑛𝑛𝑛𝑛!
𝑑𝑑𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑛𝑛𝑥𝑥
(𝑥𝑥2 − 1)𝑛𝑛 

 خاصة :حالة   

𝑤𝑤(𝑥𝑥)حدود�ات لیجندر متعامدة مع الوزن  = 1 

,𝑳𝑳𝟐𝟐(𝒘𝒘تقر�ب المر�عات الصغرى في الفضاء   [𝒂𝒂,𝒃𝒃]) [2] [3] [4] 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)�فرض   ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]   و𝜙𝜙0,𝜙𝜙1, …𝜙𝜙𝑛𝑛 ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]  ًتوا�ع مستقلة خطیا  

,𝜙𝜙0,𝜙𝜙1}من   جموعة �ل التراكیب الخطیة المستقلةم  Sو�فرض …𝜙𝜙𝑛𝑛} : عندئذ 

∀𝜙𝜙(𝑥𝑥) ∈ 𝑆𝑆:ϕ(𝑥𝑥) ≔�𝑐𝑐𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

 

𝑑𝑑(𝑓𝑓,𝜙𝜙) ≔ ‖𝑓𝑓 − 𝜙𝜙‖ = 𝐷𝐷(𝑐𝑐0, 𝑐𝑐1, … 𝑐𝑐𝑛𝑛) 

,𝐷𝐷(𝑐𝑐0 حیث  𝑐𝑐1, … 𝑐𝑐𝑛𝑛)   تا�ع للعوامل𝑐𝑐0, 𝑐𝑐1, … 𝑐𝑐𝑛𝑛  

 ومعاملاته  𝜙𝜙تعتمد على التا�ع     𝑓𝑓و𝜙𝜙أي ان المسافة بین الدالتین  

  . �جب ان تكون أصغر ما �مكن  dان المسافة 

𝑐𝑐𝑖𝑖  أي �جب ان �كون مشتقها الأول �النسبة للثوابت , 𝑖𝑖 = 0, . . ,𝑛𝑛    معدوم 

min
𝜙𝜙∈𝑆𝑆

𝐷𝐷2(𝑐𝑐0, … , 𝑐𝑐𝑛𝑛) = 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛
𝜙𝜙∈𝑆𝑆

 � �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
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 لنطبق الشرط : 

𝜕𝜕𝐷𝐷2

𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
= 0 , 𝑖𝑖 = 0, … ,𝑛𝑛 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖

�� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
� = 0 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖

�� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�
2

𝑤𝑤(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
� = 0 

−2� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 = 0 

� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)��𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 = � 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑤𝑤(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 

�𝑐𝑐𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑤𝑤(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

���������������
<𝜙𝜙𝑖𝑖,𝜙𝜙𝑗𝑗>𝑤𝑤

= � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑤𝑤(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

���������������
<𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑗𝑗>𝑤𝑤

 

>حیث   𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑗𝑗 >𝑤𝑤  و< 𝜙𝜙𝑖𝑖 ,𝜙𝜙𝑗𝑗 >𝑤𝑤   الجداء الداخلي الموزون في الفضاء
𝐿𝐿2(𝑤𝑤, [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) 

 ومنه ینتج النظام الخطي الاتي:

�
(𝜙𝜙0,𝜙𝜙0) ⋯ (𝜙𝜙0,𝜙𝜙𝑛𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
(𝜙𝜙𝑛𝑛,𝜙𝜙0) ⋯ (𝜙𝜙𝑛𝑛,𝜙𝜙𝑛𝑛)

�
�����������������

𝐺𝐺

.�
𝑐𝑐0
⋮
𝑐𝑐𝑛𝑛
�

���
𝐶𝐶

= �
(𝑓𝑓,𝜙𝜙0)

⋮
(𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑛𝑛)

�
�������

𝐴𝐴
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 سابق �الشكل :تصبح المسألة حل النظام الومنه 

𝑪𝑪 = 𝑨𝑨.𝑮𝑮−𝟏𝟏 

 𝑮𝑮هو مقلوب المصفوفة    𝑮𝑮−𝟏𝟏حیث  

 والخطأ المرتكب في هذا الفضاء �كتب �الشكل : 

𝐸𝐸𝐿𝐿2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏]) = �� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥)�2 𝑤𝑤(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

,𝑊𝑊1.2(𝑤𝑤في الفقرة التالیة سنعمم هذا التقر�ب لیصبح في الفضاء   [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) 

,𝑾𝑾𝟏𝟏,𝟐𝟐(𝒘𝒘تقر�ب المر�عات الصغرى في الفضاء   [𝒂𝒂,𝒃𝒃]): 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)�فرض   ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]   و𝜙𝜙0,𝜙𝜙1, …𝜙𝜙𝑛𝑛 ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]  ًتوا�ع مستقلة خطیا  

,𝜙𝜙0,𝜙𝜙1}من   جموعة �ل التراكیب الخطیة المستقلةم  Sو�فرض …𝜙𝜙𝑛𝑛} : عندئذ 

∀𝜙𝜙(𝑥𝑥) ∈ 𝑆𝑆:ϕ(𝑥𝑥) ≔�𝑐𝑐𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

 

   ناصغر ما �مك (الفرق)ة�حیث �كون المساف 𝜙𝜙(𝑥𝑥)كما في الفقرة السا�قة سنبحث عن 

min
𝜙𝜙∈𝑆𝑆

𝐷𝐷2(𝑐𝑐0, … , 𝑐𝑐𝑛𝑛)

= 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛
𝜙𝜙∈𝑆𝑆

 � �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
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 لنطبق الشرط : 

𝜕𝜕𝐷𝐷2

𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
= 0 , 𝑖𝑖 = 0, … ,𝑛𝑛 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖

� � �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
� = 0 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖

�� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�
2

𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖′(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�
2

𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
� = 0 

−2� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

− 2� 𝜙𝜙𝑖𝑖′(𝑥𝑥)�𝑓𝑓′(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙′𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 = 0 

� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)��𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

+ � 𝜙𝜙′𝑖𝑖(𝑥𝑥)��𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙′𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

= � 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 + � 𝜙𝜙′

𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑓𝑓′(𝑥𝑥)𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 
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 ومنه :

�𝑐𝑐𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 + � 𝜙𝜙′

𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙′
𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑤𝑤0(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥�

�������������������������������������
<𝜙𝜙𝑖𝑖,𝜙𝜙𝑗𝑗>𝑊𝑊1,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])

= � �𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑤𝑤0(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)𝜙𝜙′
𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑤𝑤1(𝑥𝑥)�

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

�������������������������������
<𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑗𝑗>𝑊𝑊1,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])

 

>حیث   𝜙𝜙𝑖𝑖 ,𝜙𝜙𝑗𝑗 >𝑊𝑊1,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])    و< 𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑗𝑗 >𝑊𝑊1,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])  الجداءات الداخلیة

,𝑊𝑊1,2(𝑤𝑤الموزونة في الفضاء   [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) 

 ومنه ینتج النظام الخطي الاتي:

�
(𝜙𝜙0,𝜙𝜙0) ⋯ (𝜙𝜙0,𝜙𝜙𝑛𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
(𝜙𝜙𝑛𝑛,𝜙𝜙0) ⋯ (𝜙𝜙𝑛𝑛,𝜙𝜙𝑛𝑛)

�
�����������������

𝐺𝐺

.�
𝑐𝑐0
⋮
𝑐𝑐𝑛𝑛
�

���
𝐶𝐶

= �
(𝑓𝑓,𝜙𝜙0)

⋮
(𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑛𝑛)

�
�������

𝐴𝐴

 

 حل النظام المسابق �الشكل :  هو   المسألةحل ومنه تصبح 

𝑪𝑪 = 𝑨𝑨.𝑮𝑮−𝟏𝟏 

 𝑮𝑮هو مقلوب المصفوفة    𝑮𝑮−𝟏𝟏حیث  

 والخطأ المرتكب في هذا الفضاء �كتب �الشكل : 

𝑬𝑬𝑾𝑾𝟐𝟐,𝟏𝟏(𝒘𝒘,[𝒂𝒂,𝒃𝒃]) = �� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥)�2𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′(𝑥𝑥)�2𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑏𝑏

𝑎𝑎
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,𝑾𝑾𝟐𝟐,𝟐𝟐(𝒘𝒘تقر�ب المر�عات الصغرى في الفضاء   [𝒂𝒂,𝒃𝒃]) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)�فرض   ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]   و𝜙𝜙0,𝜙𝜙1, …𝜙𝜙𝑛𝑛 ∈ 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]  ًتوا�ع مستقلة خطیا  

,𝜙𝜙0,𝜙𝜙1}من   جموعة �ل التراكیب الخطیة المستقلةم  Sو�فرض …𝜙𝜙𝑛𝑛} : عندئذ 

∀𝜙𝜙(𝑥𝑥) ∈ 𝑆𝑆:ϕ(𝑥𝑥) ≔�𝑐𝑐𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

 

   ناصغر ما �مك (الفرق)ةكون المساف�حیث ت 𝜙𝜙(𝑥𝑥)كما في الفقرة السا�قة سنبحث عن 

min
𝜙𝜙∈𝑆𝑆

𝐷𝐷2(𝑐𝑐0, … , 𝑐𝑐𝑛𝑛)

= 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛
𝜙𝜙∈𝑆𝑆

 � �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′′(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤2(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

 لنطبق الشرط : 

𝜕𝜕𝐷𝐷2

𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖
= 0 , 𝑖𝑖 = 0, … ,𝑛𝑛 
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𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖

�� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�2𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′′(𝑥𝑥, 𝑐𝑐0, . . , 𝑐𝑐𝑛𝑛)�
2
𝑤𝑤2(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑏𝑏

𝑎𝑎
� = 0 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑖𝑖

�� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�
2

𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖′(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�
2

𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � �𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖′′(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�
2

𝑤𝑤2(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
� = 0 

−2� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

− 2� 𝜙𝜙′
𝑖𝑖(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙′

𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

− 2� 𝜙𝜙′′𝑖𝑖(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑥𝑥) −�𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙′′
𝑗𝑗(𝑥𝑥)

𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤2(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 = 0 
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� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)��𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

+ � 𝜙𝜙′𝑖𝑖(𝑥𝑥)��𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙′𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

+ � 𝜙𝜙′′𝑖𝑖(𝑥𝑥)��𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙′′𝑗𝑗(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

�𝑤𝑤2(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

= � 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 + � 𝜙𝜙′

𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑤𝑤1(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

+ � 𝜙𝜙′′
𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑤𝑤2(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 

 ومنه:

�𝑐𝑐𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

�� 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑤𝑤0(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 + � 𝜙𝜙′

𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙′
𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑤𝑤1(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥 + � 𝜙𝜙′

𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙′
𝑗𝑗(𝑥𝑥)𝑤𝑤2(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥�

�������������������������������������������������������
<𝜙𝜙𝑖𝑖,𝜙𝜙𝑗𝑗>𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])

= � �𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑤𝑤0(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)𝜙𝜙′
𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝑤𝑤1(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑖𝑖′′(𝑥𝑥)𝑤𝑤2(𝑥𝑥)�

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑥𝑥

���������������������������������������������
<𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑗𝑗>𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])

 

>حیث   𝜙𝜙𝑖𝑖 ,𝜙𝜙𝑗𝑗 >𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])    و< 𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑗𝑗 >𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏])  الجداءات الداخلیة

,𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤الموزونة في الفضاء   [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) 

 ومنه ینتج النظام الخطي الاتي:

�
(𝜙𝜙0,𝜙𝜙0) ⋯ (𝜙𝜙0,𝜙𝜙𝑛𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
(𝜙𝜙𝑛𝑛,𝜙𝜙0) ⋯ (𝜙𝜙𝑛𝑛,𝜙𝜙𝑛𝑛)

�
�����������������

𝐺𝐺

.�
𝑐𝑐0
⋮
𝑐𝑐𝑛𝑛
�

���
𝐶𝐶

= �
(𝑓𝑓,𝜙𝜙0)

⋮
(𝑓𝑓,𝜙𝜙𝑛𝑛)

�
�������

𝐴𝐴
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 المسألة هو  حل النظام المسابق �الشكل : ومنه تصبح حل 

𝑪𝑪 = 𝑨𝑨.𝑮𝑮−𝟏𝟏 

 والخطأ المرتكب في هذا الفضاء �كتب �الشكل : 

𝑬𝑬𝑾𝑾𝟐𝟐,𝟐𝟐(𝒘𝒘,[𝒂𝒂,𝒃𝒃]) = 

 �� �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙(𝑥𝑥)�2𝑤𝑤0(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ � �𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′(𝑥𝑥)�2𝑤𝑤1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ � �𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) − 𝜙𝜙′′(𝑥𝑥)�2𝑤𝑤2(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)لنقرب التا�ع   ) :1مثال( = cos 𝑥𝑥    حیث [0,1]على المجال 

𝑤𝑤(𝑥𝑥) = {𝑤𝑤0(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤1(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤2(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤3(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤4(𝑥𝑥)
= 1} 

𝜙𝜙(𝑥𝑥)وحیث   = {𝜙𝜙0(𝑥𝑥) = 1,𝜙𝜙1(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥,𝜙𝜙2(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2,𝜙𝜙3(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3,𝜙𝜙4(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4} 

ϕ(𝑥𝑥)في :    𝑐𝑐𝑖𝑖أي لنبحث عن الامثال   ≔ ∑ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)2
𝑖𝑖=0 

 ) عندها �صبح النظام الخطي �الشكل :1�استخدام الكود (



 د. ملھم سالم الحسن     علي وطفة   2022 عام  5العدد   44المجلد    مجلة جامعة البعث

89 
 

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

1
1
2

1
3

1
4

1
5

1
2

4
3

5
4

6
5

7
6

1
3

5
4

83
15

23
3

341
35

1
4

6
5

23
3

488
35

161
8

1
5

7
6

341
35

161
8

9827
315 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎝

⎜
⎛

𝑐𝑐0
𝑐𝑐1
𝑐𝑐2
𝑐𝑐3
𝑐𝑐4⎠

⎟
⎞

=

⎝

⎜
⎛

0.8414709848078965
−0.07792440345582419
−2.0461457005669237
−2.788634412151917
−3.444921137668768 ⎠

⎟
⎞

 

�ومنه 
𝑐𝑐0
𝑐𝑐1
𝑐𝑐2
� =

⎝

⎜
⎛

1.0000020941617245
4.768200213556284 × 10−7
−0.5017177747540105
0.006096822056544937
0.03591852486681102 ⎠

⎟
⎞

 

𝜙𝜙(𝑥𝑥)وتصبح الحدود�ة :  = 1.0000020941617245  +
4.768200213556284 × 10−7𝑥𝑥 − 0.5017177747540105𝑥𝑥2 +

0.006096822056544937𝑥𝑥3 + 0.03591852486681102𝑥𝑥4 

 و�كون الخطأ المرتكب : 

𝐸𝐸𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏]) = 0.0015074832199614716 
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cos) یوضح الخط البیاني لـ  2الشكل (  𝑥𝑥 و 𝜙𝜙(𝑥𝑥)  

 )2الشكل ( 

: نلاحظ ان الدقة عالیة لكن الكلفة الحسابیة مرتفعة أي  مناقشة الكلفة الحسابیة والدقة 

)لحساب الوقت    abslutimingثانیة (حیث استخدمنا تعلیمة 6.4زمن التنفیذ عالي وهو 

 الذي تستغرقه وحدة المعالجة المر�ز�ة لتنفیذ الكود . 

 [1,1−]على المجال  لو حللنا المثال السابق �استخدام حدود�ات لوجندر  الان: ماذا

 حیث 

𝑤𝑤(𝑥𝑥) = {𝑤𝑤0(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤1(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤2(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤3(𝑥𝑥) = 1,𝑤𝑤4(𝑥𝑥)
= 1} 

𝜙𝜙(𝑥𝑥) = {𝐿𝐿0(𝑥𝑥) = 1, 𝐿𝐿1(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥, 

𝐿𝐿2(𝑥𝑥) =
1
2

(3𝑥𝑥2 − 1), 𝐿𝐿3(𝑥𝑥) =
1
2

(5𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥), 𝐿𝐿4(𝑥𝑥) =
1
8

(35𝑥𝑥4 − 30𝑥𝑥2 + 3)} 

 عندها �صبح النظام الخطي �الشكل : )3و () 2�استخدام الكود (
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⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

2 0 0 0 0

0
8
3

0 2 0

0 0
122

5
0 66

0 2 0
1136

7
0

0 0 66 0
6392

9 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎝

⎜
⎛

𝑐𝑐0
𝑐𝑐1
𝑐𝑐2
𝑐𝑐3
𝑐𝑐4⎠

⎟
⎞

=

⎝

⎜
⎛

1.682941969615793
0.

−6.979908086508669
0.

−14.165863961743849⎠

⎟
⎞

 

ومنه 

⎝

⎜
⎛

𝑐𝑐0
𝑐𝑐1
𝑐𝑐2
𝑐𝑐3
𝑐𝑐4⎠

⎟
⎞

=

⎝

⎜
⎛

0.8414709848078965
0.

−0.3100445465917291
0.

0.008866346217113963⎠

⎟
⎞

 

𝜙𝜙(𝑥𝑥)وتصبح الحدود�ة :  = 0.8414709848078965  −
0.3100445465917291𝑥𝑥2 + 0.008866346217113963𝑥𝑥4 

 و�كون الخطأ المرتكب : 

𝐸𝐸𝑊𝑊2,2(𝑤𝑤,[𝑎𝑎,𝑏𝑏]) = 0.049273618130178254 

 



 تقریب المربعات الصغرى في فضاءات سوبولیف
 

92 
 

)3الشكل (   

ة الحسابیة منخفضة  نلاحظ ان الدقة مقبولة والكلف:  مناقشة الكلفة الحسابیة والدقة

والوقت المستهلك من وحدة   تحتوي الكثیر من الاصفار ) G�سبب التعامد (حیث إن  

 ثانیة   1.3المعالجة المر�ز�ة في الحاسب هو 

 

�عد البحث والحساب نوصي بتعمیم النتائج السا�قة على حدو�ات    توصیات ومقترحات : 

)وذلك �استخدام اوزان مختلفة والتعمیم أ�ضا على  مختلفة (لاكیر مثلا او تشیبیشیف

  k>2سو�ولیف حیث   تفضاءا

 

 

 

 المستخدمة : Mathematicaأكواد برنامج  

 كود المثال الأول :
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f[x_]=Cos[x]; 

G=Table[
,{i,0,2},{j,0,2}]; 

G1=Transpose[G] 

a=Table[
,{i,0,2}]; 

c=a.Inverse[G1]; 

poly={1,x,x^2}; 

f1[x_]=c.poly 

Erorsobolev=\[Sqrt]( +

); 

N[Erorsobolev]; 

Plot[{f1[x],Cos[x]},{x,0,1}] 

 

 

 كود المثال الثاني :

f[x_]=Cos[x]; 

0

1
x^ i j x

0

1
i j x^ i j 2 x

0

1
f x x^i x

0

1
f' x i x^ i 1 x

0

1
f1 x f x ^2 x

0

1
D f1 x f x , x ^2 x
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G=Table[ +

,{i,0,4},{j,0,4}]; 

a=Table[ +

+ ,{i,0,4}]; 

c=a.Inverse[G]; 

poly={1,x,x^2,x^3,x^4}; 

f1[x_]=c.poly; 

Erorsobolev=\[Sqrt]( +

+

); 

N[Erorsobolev] 

Plot[{f1[x],Cos[x]},{x,0,1}] 

 
 كود حدود�ات لوجندر : 

f[x_]=Cos[x]; 

0

1
x^ i j x

0

1
i j x^ i j 2 x

0

1
i j i 1 j 1 x^ i j 4 x

0

1
f x x^i x

0

1
f' x i x^ i 1 x

0

1
f'' x i i 1 x^ i 2 x

0

1
f1 x f x ^2 x

0

1
f1' x f' x ^2 x

0

1
f1'' x f'' x ^2 x
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G=Table[ +

+

,{i,0,4},{j,0,4}]; 

a=Table[ +

+

,{i,0,4}]; 
c=a.Inverse[G]; 
poly={1,x,x^2,x^3,x^4}; 

 
f1[x_]=c.poly; 

Erorsobolev=\[Sqrt]( +

+

); 
N[Erorsobolev] 
Plot[{f1[x],Cos[x]},{x,0,1}] 

 

 

 

1

1
LegendreP i, x LegendreP j, x x

1

1
D LegendreP i, x , x D LegendreP j, x , x x

1

1
D LegendreP i, x , x, 2 D LegendreP j, x , x, 2 x

1

1
f x LegendreP i, x x

1

1
f' x D LegendreP i, x , x x

1

1
f'' x D LegendreP i, x , x, 2 x

1

1
f1 x f x ^2 x

1

1
f1' x f' x ^2 x

1

1
f1'' x f'' x ^2 x
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