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الاهتزاز القسري للغشاء المرن الموصوف حل مسألة 
مسألة القيمة الحدية غير المتجانسة بواسطة ب

 تحويل هانكل
 طالبة الدكتوراه: رقية رضوان 

 جامعة البعث  –كلية العلوم   –معيدة في قسم الرياضيات  

 الأستاذ المشرف: أ. د. محمد عامر 

 ث ملخّص البح
هذا   في  و درسنا  خواصه  أهم  وذكرنا  هانكل  تحويل  تعريف  لمؤثر  هي  البحث  هانكل  تحويل 
التفاضلي   إنَّ  بيسل  الخاصة  حيث  لحل  هذه  هانكل  تحويل  لتطبيقات  الرئيسية  الخاصة  هي 

 التفاضلية الجزئية.  المعادلات 
تطبياال لمعادلااة فيزيائيااة رياضااية باسااتخدام حاال  ل  بالإضااافةشروط وجود هذا التحويل    ناذكر   كما

معادلااة تفاضاالية جزئيااة إلاا  معادلااة تفاضاالية ينقلنااا مااو  هااذا التحوياال الااذب نحااو بذاادده والااذب
, وهذا التطبيل يتمثل بحل مسااةلة الاهتاازاق القسااربرالمجبرا لللشااال الماارن لمسااةلة القيمااة عادية

حاات تااةثير قااوة الإثااارة الخارجيااة المحرضااة الحدية غير المتجانسااة حيااث إنَّ هااذا اللشااال ي تااز ت
ه سااوف يسااتمر فااي الاهتاازاق طالمااا يخ ااي لقااوة خارجيااة نتيجااة التعااوي  المسااتمر فااي  كمااا أنااَّ

  الطاقة المفقودة.

 كلمات مفتاحية:
البعد ,   ثنائي  الرتبة  الحداثيات  الإتحويل هانكل ,  تحويل فورييه  قطبية , تحويل هانكل مو 

 معادلة تفاضلية جزئية , معادلة تفاضلية عادية. الذفرية , 
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Solve the problem of forced vibration of an 

elastic membrane described by the non-

homogeneous boundary value problem by 

Hankel Transform 
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Summary 

In this paper, we studied the definition of the Hankel transform and 

mentioned its most important properties, which is the Hankel transform 

of the Bessel differential operator, as this feature is the main property 

of the applications of the Hankel transform to solve partial differential 

equations. 

We also mentioned the conditions for the existence of this 

transformation in addition to solving an application of a physical-

mathematical equation using this transformation that we are dealing 

with, which transfers us from a partial differential equation to an 

ordinary differential equation, This application is represented in solving 

the problem of forced (forced) vibration of an elastic membrane to the 

problem of the non-homogeneous boundary value, as this membrane 

vibrates under the effect of the external induced excitation force and 

will continue to vibrate as long as it is subject to an external force as a 

result of continuous compensation in the lost energy. 
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.  [1,3] مقدمة:𝟏
كنااواة لااه فااي مسااائل التنااا ر  𝐽𝑛(𝑥)تحويل هانكل هو تحويل تكاملي يحتوب علاا  دواب بيساال 

,𝑟)فااي الإحااداثيات الاسااطوانية  المعرفااةالمحااورب  𝜃, 𝑧),  الإحااداثيات الاسااطوانية حيااث تعتباار
مفياااادة عنااااد ارتباط ااااا بالأجسااااام أو العااااواهر التااااي ل ااااا بعاااا  التنااااا ر الاااادوراني حااااوب محااااور 

تدير, طوليرمحاااور التناااا را , مثااال جرياااان الماااال فاااي أنباااو  مساااتقيم ذو مقطاااي عرضاااي مسااا 
ياادرا الاادواب التااي تعتمااد فقاا  كما أنَّ هااذا التحوياال .سااطوانيةوالتااوقا الحاارارب فااي المعااادن الإ

 .بيسل -تحويل فورييهبويشار ل ذا التحويل أي اً التنا ر المركزب عل  

ينشة تحويل هانكل مو تحويل فورييه ثنائي البعد وذلك بعااد الانتقاااب مااو الإحااداثيات الدي ارتيااة 
يعتمد عل  الإحداثيات القطبية ف و مفيااد جااداً فااي حاال مسااائل   وكونه  إل  الإحداثيات القطبية,  

يسااتخدم علاا  نطااا  واسااي فااي حاال المعااادلات التفاضاالية الجزئيااة فااي و  كماااالتنااا ر المحااورب, 
. يااتم االابتدائيااة    الحديااةر  حداثيات القطبية ذات التماثل المحورب وتطبيق ا عل  مسائل القيمالإ

, (𝑃𝐷𝐸)اسااتخدام تحوياال هانكاال ذو الترتياا  الذاافرب فااي حاال المعااادلات التفاضاالية الجزئيااة
كمااا أنَّ تحوياال هانكاال مااو الرتبااة الذاافرية غالباااً مااا ي ااون مفيااد لحاال المسااائل التااي تت اامو 

 ادلة لابلاا في الإحداثيات الاسطوانية ذات التماثل المحورب. مع

.  أهمية وهدف البحث:  𝟐
 (𝑃𝐷𝐸)فااي حاال المعااادلات التفاضااليية الجزئيااية تكمو أهمية تحوياال هانكاال فااي كونااه مفيااد جااداً 

المطروحااة وبش ل خاص في حاال المسااائل    ذات الشروط الحدية التي يوجد في ا تنا ر محورب 
 (𝑃𝐷𝐸)جزئيااةالتفاضاالية المعادلااة ال  نَّ هااذا التحوياال يقلاا إحيااث ,   الاسااطوانيةفي الإحداثيات  

 .(𝑂𝐷𝐸)إل  معادلة تفاضلية عادية
كثيااراً مااا يسااتخدم تحوياال هانكاال كااةداة لحاال العديااد مااو المسااائل العلميااة, ويسااتخدم علاا  نطااا  

الموائااي وعلاام الاازلاقب وعلاام واسااي فااي العديااد مااو المجااالات مثاال المرونااة والبذااريات ومي انيااك 
, وكاااذلك فاااي مجاااالات أخااارا مثااال تحليااال الموجاااة والتاااي تساااتخدم فاااي الفلاااك ومعالجاااة الذاااور

 .المعالجة الرياضية للإشعاا والانحراف
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 سنذكر بع  مو استخدامات ذلك التحويل في حل المعادلات التفاضلية الجزئية: 

ن ائية الذلبة والمحتوية عل   حل مسةلة التوقيي الحرارب المستقر في الأنذاف اللا -1
 مذدر حرارب مستقر. 

 حل مسةلة معادلة الانتشار ذات التماثل المحورب.   -2
 حل مسةلة إشعاا الموجات الذوتية ذات التماثل المحورب.  -3
 حل مسةلة المعادلة التوافقية المزدوجة ذات التماثل المحورب. -4
 المتماثلة محورياً. بواسون للموجة المائية -حل مسةلة كوشي -5

مسةلة الاهتزاق القسرب لللشال المرن الموصوف بمسةلة القيمة  وسنخص هذا البحث في حل  
 .الحدية غير المتجانسة باستخدام تحويل هانكل

 

 

.  تعاريف ومفاهيم أساسيّة: البحث:  ئقطرا  𝟑
. 𝟑.  : [𝟒]  (𝑩𝒆𝒔𝒔𝒆𝒍 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏)دوال بيسل  𝟏

 تعط  معادلة بيسل التفاضلية بالش ل: 

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝑣2)𝑦 = 0 

وتسم  دواب   𝐽𝑣(𝑥)وهي معادلة تفاضلية عادية مو المرتبة الثانية بةمثاب غير ثابتة وحلول ا  
 بيسل أو الدواب الاسطوانية. 

𝑢∆إنَّ معادلة بيسل نشةت مو معادلة لابلاا   =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= لذلك فإنَّ    0

 لحلول ا تطبيقات هامة ومتعددة في المسائل الفيزيائية وال ندسية.

العالِم الرياضي دانييل برنولي ثمَّ عممت مو قبل فريدريش   𝐽𝑣(𝑥)أوب مو عريف دواب بيسل  
ف دواب بيسل أي اً بالدواب الاسطوانية تُعر , (𝐹𝑟𝑖𝑒𝑑𝑟𝑖𝑐ℎ 𝑊𝑖𝑙ℎ𝑒𝑙𝑚 𝐵𝑒𝑠𝑠𝑒𝑙)بيسل  
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دواب بيسل ذات   وذلك لأن ا تمثل الحل لمعادلة لابلاا في الإحداثيات الاسطوانية, لذا فإنَّ 
أنماط التذبذ  في جسم دائربرحلقيا  انتشار الموجات عل  سبيل المثاب  أهمية كبرا لمسائل

 .مثل الطبلة  غشال صناعي

 بالش ل:   دالة بيسل  تعرفَّ و 

𝐽𝑣(𝑥) = ∑ (−1)𝑚
(

𝑥
2

)
2𝑚+𝑣

𝑚! Γ(𝑚 + 𝑣 + 1)

∞

𝑚=0

     ; 𝑣 ≥ 0 

  𝑣عدد اختيارب إما حقيقي أو مرك . ولكو الحالة الخاصة التي ن تم ب ا أن ي ون   𝑣حيث  
 عدد صحيح أو عدد نذف صحيح.  𝑣حقيقي, والحالة الأكثر انتشاراً عندما تكون  

 

 

 

.  : ومناقشتهاج  ئالنتا𝟒

.𝟒.  : (𝑯𝒂𝒏𝒌𝒆𝒍 𝑻𝒓𝒂𝒏𝒔𝒇𝒐𝒓𝒎)[𝟑]تعريف تحويل هانكل  𝟏

𝑟دالة معريفة لأجل   𝑓(𝑟)لتكو   ≥   𝑓(𝑟)للدالة  𝑣ف تحويل هانكل بالترتي   عرَّ عندئذٍ, يُ  0
 بالش ل: 

𝐹̃𝑣(𝑠) = 𝐻𝑣{𝑓(𝑟)} = ∫ 𝑟𝐽𝑣(𝑠𝑟)𝑓(𝑟)
∞

0

𝑑𝑟      ;   𝑣 > −
1

2
         

𝑟 كما أنَّ نواة تحويل هانكل  𝑟𝐽𝑣(𝑠𝑟)حيث   ≥ دالة بيسل مو النوا الأوب  𝐽𝑣(𝑠𝑟)و   0
 .𝑣والترتي   

𝑣ومععم الحالات الخاصة لتحويل هانكل تتوافل مي   = 0 , 𝑣 = 1  

 ف التحويل الع سي لتحويل هانكل بالش ل: عرَّ ويُ 
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𝑓(𝑟) = 𝐻𝑣
−1{𝐹̃𝑣(𝑠)} = ∫ 𝑠𝐽𝑣(𝑠𝑟)𝐹̃𝑣(𝑠)

∞

0

𝑑𝑠      ;   𝑣 > −
1

2
         

.𝟒. ,[𝟐]  شروط وجود تحويل هانكل 𝟐 [𝟒]: 

,0]فة عل  المجاب دالة معرَّ  𝑓(𝑟)لتكو   ,عندئذٍ الشروط الكافية وغير اللاقمة لوجود  ]∞
 هي:   تحويل هانكل 

 .(𝑝𝑖𝑒𝑐𝑒𝑤𝑖𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑜𝑢𝑠)مستمرة قطعياً   𝑓(𝑟)الدالة  1−  

 −2 𝑓(𝑟) رذات تليرات محدودةا  محدودة التلير(𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑𝑒𝑑 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛)   في كل
,0]في المجاب   (𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑏𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙)محدودة   جزئية فترة ∞[ . 

 ∫ |𝑓(𝑟)|𝑟
1

2
∞

0
𝑑𝑟 < ∞  − 3 

 𝑓(𝑟) = 𝑂(𝑟−𝑘) ; 𝑟 → ∞  ; 𝑘 >
3

2
      − 4 

𝑓′(𝑟)  − ,0]مستمرة قطعياً عل  كل فترة جزئية فرعية محدودة عل    5 ∞[ 

.𝟒.   : بعض من خصائص تحويل هانكل 𝟑

. 𝟒. 𝟑.  :[𝟏]تحويل هانكل لمؤثر بيسل التفاضلي 𝟏

𝐻𝑣{𝑓(𝑟)}إذا كان   = 𝐹̃𝑣(𝑠) :  فإنَّ

𝐻𝑣 {(∇2 −
𝑣2

𝑟2
) 𝑓(𝑟)} = 𝐻𝑣 {

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
) −

𝑣2

𝑟2
𝑓(𝑟)} = −𝑠2𝐹̃𝑣(𝑠) 

ومشتقات ا تساوب الذفر عند  𝑓والدالة   𝑟محدودة عند كل قيم   𝑓(𝑟)إنَّ الدالة   حيث
,𝑟𝑓(𝑟) اللان اية أب   𝑟𝑓′(𝑟)  → → 𝑟عندما   0 0, ∞ 

 الإثبات: 
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𝐻𝑣 {
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
) −

𝑣2

𝑟2
𝑓(𝑟)} =

= ∫ 𝑟𝐽𝑣(𝑠𝑟) [
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
) −

𝑣2

𝑟2
𝑓(𝑟)]

∞

0

𝑑𝑟 

= ∫ 𝐽𝑣(𝑠𝑟) (
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
))

∞

0

𝑑𝑟 − 𝑣2 ∫
1

𝑟
𝐽𝑣(𝑠𝑟)𝑓(𝑟)

∞

0

𝑑𝑟 

: نحذل عل  للحد الأوب بالم املة بالتجزئة   

𝐻𝑣 {
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
) −

𝑣2

𝑟2
𝑓(𝑟)} = 𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
𝐽𝑣(𝑠𝑟)|

∞

0
 

−𝑠 ∫ (𝑟
𝑑

𝑑𝑟
𝐽𝑣(𝑠𝑟))

𝑑𝑓

𝑑𝑟

∞

0

𝑑𝑟 − 𝑣2 ∫
1

𝑟
𝐽𝑣(𝑠𝑟)𝑓(𝑟)

∞

0

𝑑𝑟 

 الحد الأوب معدوم وذلك مو الفرض ومنه: 

𝐻𝑣 {
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
) −

𝑣2

𝑟2
𝑓(𝑟)} = −𝑠 ∫ (𝑟

𝑑

𝑑𝑟
𝐽𝑣(𝑠𝑟))

𝑑𝑓

𝑑𝑟

∞

0

𝑑𝑟 

−𝑣2 ∫
1

𝑟
𝐽𝑣(𝑠𝑟)𝑓(𝑟)

∞

0

𝑑𝑟 

: نحذل عل  بالم املة بالتجزئة للحد الأوب   

𝐻𝑣 {
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
) −

𝑣2

𝑟2
𝑓(𝑟)} = −𝑠 𝑟𝑓(𝑟)

𝑑

𝑑𝑟
𝐽𝑣(𝑠𝑟)|

∞

0
 

+ ∫ 𝑠
𝑑

𝑑𝑟
𝐽𝑣(𝑠𝑟)𝑓(𝑟)

∞

0

𝑑𝑟 + ∫ 𝑠2𝑟
𝑑2

𝑑𝑟2

∞

0

𝐽𝑣(𝑠𝑟)𝑓(𝑟)𝑑𝑟 

−𝑣2 ∫
1

𝑟
𝐽𝑣(𝑠𝑟)𝑓(𝑟)

∞

0

𝑑𝑟 

 الحد الأوب معدوم مو الفرض ومنه:

𝐻𝑣 {
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
) −

𝑣2

𝑟2
𝑓(𝑟)} = 

= ∫
1

𝑟
[𝑠2𝑟2

𝑑2

𝑑𝑟2
𝐽𝑣(𝑠𝑟) + 𝑠𝑟

𝑑

𝑑𝑟
𝐽𝑣(𝑠𝑟) − 𝑣2𝐽𝑣(𝑠𝑟)] 𝑓(𝑟)

∞

0

𝑑𝑟 

 نعلم أنَّ معادلة بيسل تعط  بالش ل: 
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𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝑣2)𝑦 = 0 
 بمطابقة المعادلة 

𝑠2𝑟2
𝑑2

𝑑𝑟2
𝐽𝑣(𝑠𝑟) + 𝑠𝑟

𝑑

𝑑𝑟
𝐽𝑣(𝑠𝑟) − 𝑣2𝐽𝑣(𝑠𝑟) 

نجد: مي معادلة بيسل   

(𝑠𝑟)2
𝑑2

𝑑𝑟2
𝐽𝑣(𝑠𝑟) + (𝑠𝑟)

𝑑

𝑑𝑟
𝐽𝑣(𝑠𝑟) + ((𝑠𝑟)2 − 𝑣2)𝐽𝑣(𝑠𝑟) = 0 

 ومنه:

(𝑠𝑟)2
𝑑2

𝑑𝑟2
𝐽𝑣(𝑠𝑟) + (𝑠𝑟)

𝑑

𝑑𝑟
𝐽𝑣(𝑠𝑟) − 𝑣2𝐽𝑣(𝑠𝑟) = −𝑠2𝑟2𝐽𝑣(𝑠𝑟) 

 ومنه:

𝐻𝑣 {
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
) −

𝑣2

𝑟2
𝑓(𝑟)} = −𝑠2 ∫ 𝑟𝐽𝑣(𝑠𝑟)𝑓(𝑟)

∞

0

𝑑𝑟 

𝐻𝑣 {
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
) −

𝑣2

𝑟2
𝑓(𝑟)} = −𝑠2𝐻𝑣(𝑓(𝑟))     ⇒ 

𝐻𝑣 {
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
) −

𝑣2

𝑟2
𝑓(𝑟)} = −𝑠2𝐹𝑣(𝑠) 

  بيقات تحويل هانكل لحل المعادلاتة الرئيسية لتطاصة هي الخاصهذه الخ و  
 التفاضلية الجزئية. 

.𝟒.   تطبيق تحويل هانكل: 𝟒

المتجانسااة  لموصااوف بواسااطة القيمااة الحديااة غياارحاال مسااةلة الاهتاازاق القساارب لللشااال الماارن ا
 ومعادلت ا مو الش ل:

𝑢𝑟𝑟 +
1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑐2
𝑢𝑡𝑡 = −

1

𝑇
𝑃(𝑟, 𝑡)  ; 0 < 𝑟 < ∞  ; 𝑡 > 0     … (4.4.1) 

𝑢(𝑟, 0) = 𝑓(𝑟)   ;    𝑢𝑡(𝑟, 0) = 𝑔(𝑟) ;   0 < 𝑟 < ∞               … (4.4.2) 

 𝑢(𝑟, 𝑡) أب عنااااادما  ∞محااااادودة عناااااد(𝑟 → 𝑐2 أن علمااااااً ,  (∞ =
𝑇

𝜌
تاااااوتر اللشاااااال  𝑇و  

𝑢��أب أنَّ   𝜃وهنا أخذنا بعيو الاعتبار أنَّ الحلوب لا تعتمد عل   اللشال.كثافة سطح  𝜌 و

𝜕𝜃
=



 أ. د. محمد عامر  رقية رضوان     2022 عام  3العدد    44المجلد    مجلة جامعة البعث

79 
 

رأب نتيجاااة التناااا ر الااادائرب حاااوب المركاااز ال ندساااي , وذلاااك لأنَّ الحلاااوب متناااا رة مركزيااااً  0
𝑢��لللشال فإنَّ 

𝜕𝜃
=  ا  0

 الحل:

 .النم  الزائدبالمعادلة المعطاة هي معادلة موجية ثنائية البعد وهي مو 

,𝑢(𝑟لدينا   𝑡)   تمثل الدالااة الموجيااة والتااي باادورها تمثاال حاال المعادلااة وتعباار عااو طبيعااة اهتاازاق
,𝑢(𝑟اللشال, كما أنَّ ا  𝑡) .محدودة بسب  الاهتزاق القسرب 

 المعادلة في حالة الاهتزاق القسرب لللشال يفرض بع  الشروط الحدية هي:

𝑡في بداية الزمو  = ,𝑢(𝑟ط يقااود إلاا  هذا الشر  0 0) = 𝑓(𝑟)  ِوهااو تااابي لااا𝑟  ه كمااا أنااي  فقاا
𝑡مو أجل   = ,𝑢𝑡(𝑟في بداية الزمو أي اً فإنَّ  0 0) = 𝑔(𝑟)  وهي السرعة الابتدائية تكون
 فق . 𝑟تابعة لاِ 

,𝑢(𝑟يعرَّف تحويل هانكل  مو الرتبة الذفرية بالنسبة للدالة  𝑡) :بالش ل 

𝑢̃(𝑠, 𝑡) = ∫ 𝑟𝑢(𝑟, 𝑡)𝐽0(𝑠𝑟)𝑑𝑟
∞

0

 

وبتطبياااال الخاصااااة  (4.4.1)  و  (4.4.2)نطباااال تحوياااال هانكاااال مااااو الرتبااااة الذاااافرية علاااا  
(𝟒. 𝟑.  مو خواص تحويل هانكل  نحذل عل : (𝟏

−𝑠2𝑢̃ =
1

𝑐2
𝑢̃𝑡𝑡 −

1

𝑇
𝑃̃(𝑠, 𝑡)   ;   𝑡 > 0 

𝑢̃𝑡𝑡 + 𝑐2𝑠2𝑢̃ =
𝑐2

𝑇
𝑃̃(𝑠, 𝑡)  ; 𝑡 > 0        … (4.4.3) 

𝑢̃(𝑠, 0) = 𝑓(𝑠)   ;    𝑢̃𝑡(𝑠, 0) = 𝑔̃(𝑠)    … (4.4.4) 
معادلة تفاضلية خطية عاديااة غياار متجانسااة مااو الرتبااة الثانيااة بةمثاااب ثابتااة   (4.4.3)المعادلة  

 لإيجاد الحل العام ل ا نفرض الحل عل  الش ل:
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𝑢̃(𝑠, 𝑡) = 𝑉(𝑠, 𝑡) + 𝑊(𝑠, 𝑡) 

 حيث: 

 𝑉(𝑠, 𝑡)كما أنه يمثل حل معادلة الاهتزاق الحُر حل المعادلة المتجانسة. 

 𝑊(𝑠, 𝑡)(4.4.3)تجانسة حل خاص للمعادلة غير الم. 

 :وبإيجاد المعادلة المميزة ل ا نحذل عل  الحل العام (4.4.3)المعادلة المتجانسة مو  ةخذب

𝑉(𝑠, 𝑡) = 𝑐1 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡)                 … (4.4.5) 

 لإيجاد الحل الخاص للير المتجانسة نستخدم طريقة تلاير البارامترات:

 : 𝑡دواب تابعة لاِ  (4.4.5)أولًا: نعتبر الثوابت الاختيارية في 

𝑊(𝑠, 𝑡) = 𝑐1(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) + 𝑐2(𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡)     … (4.4.6) 
 𝑡بالنسبة لاِ  (4.4.6)نشتل   

𝑊′(𝑠, 𝑡) = −𝑐𝑠𝑐1(𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) + 𝑐𝑠𝑐2(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) 
+𝑐′

1(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) + 𝑐′2(𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) 
, 𝑐2  انابتنختار كل مو الث 𝑐1  إنَّ   بحيث : 

     𝑐′1(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) + 𝑐′2(𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) = 0                          … (4.4.7) 

 ومنه:

𝑊′(𝑠, 𝑡) = −𝑐𝑠𝑐1(𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) + 𝑐𝑠𝑐2(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡)     … (4.4.8) 
 𝑡نشتل مرة ثانية بالنسبة لاِ  

𝑊′′(𝑠, 𝑡) = −(𝑐𝑠)2𝑐1(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) − (𝑐𝑠)2𝑐2(𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) 
−(𝑐𝑠)𝑐′

1(𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) + (𝑐𝑠)𝑐′
2(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡)                 … (4.4.9) 

 نجد:  (4.4.3)بالمعادلة غير المتجانسة   (4.4.9)و   (4.4.6)نعوض  
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−𝑐′
1 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) + 𝑐′

2 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) =
𝑐

𝑠𝑇
𝑃̃(𝑠, 𝑡)           … (4.4.10) 

, (4.4.10)بحل جملة المعادلتيو    نجد: (4.4.7)

 نجد: (4.4.7)مو  

𝑐′1 = −𝑐′2

𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡)

𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡)
 

 نجد: (4.4.10)نعوض في  

𝑐′
2

𝑠𝑖𝑛2(𝑐𝑠𝑡)

𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡)
+ 𝑐′

2 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) =
𝑐

𝑠𝑇
𝑃̃(𝑠, 𝑡) 

𝑐′
2 =

𝑐

𝑠𝑇
𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) 𝑃̃(𝑠, 𝑡)                                        … (4.4.11) 

 نجد: (4.4.7)أي اً مو  

𝑐′2 = −𝑐′1
𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡)

𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡)
 

 نجد: (4.4.10)نعوض في  

−𝑐′
1 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) − 𝑐′

1

𝑐𝑜𝑠2(𝑐𝑠𝑡)

𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡)
=

𝑐

𝑠𝑇
𝑃̃(𝑠, 𝑡) 

𝑐′
1 = −

𝑐

𝑠𝑇
𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) 𝑃̃(𝑠, 𝑡)                                   … (4.4.12) 

,𝑐2  ابتيونحذل عل  الث (4.4.11) و (4.4.12)بم املة العلاقتيو  𝑐1 : 

𝑐1 = −
𝑐

𝑠𝑇
∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝜏) 𝑃̃(𝑠, 𝜏)

𝑡

0

𝑑𝜏                        … (4.4.13) 

𝑐2 =
𝑐

𝑠𝑇
∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝜏) 𝑃̃(𝑠, 𝜏)

𝑡

0

𝑑𝜏                            … (4.4.14) 

,(4.4.14)نعوض    (4.4.6)في   (4.4.13)
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𝑊(𝑠, 𝑡) = −
𝑐

𝑠𝑇
𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝜏) 𝑃̃(𝑠, 𝜏)

𝑡

0

𝑑𝜏 

+
𝑐

𝑠𝑇
𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝜏) 𝑃̃(𝑠, 𝜏)

𝑡

0

𝑑𝜏    

𝑊(𝑠, 𝑡) =
𝑐

𝑠𝑇
∫ 𝑃̃(𝑠, 𝜏)

𝑡

0

[𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝜏) − 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝜏)]𝑑𝜏 

𝑊(𝑠, 𝑡) =
𝑐

𝑠𝑇
∫ 𝑃̃(𝑠, 𝜏)

𝑡

0

𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠(𝑡 − 𝜏)) 𝑑𝜏          … (4.4.15) 

 ومنه الحل العام يذبح بالش ل:

𝑢̃(𝑠, 𝑡) = 𝑐1 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡)

+
𝑐

𝑠𝑇
∫ 𝑃̃(𝑠, 𝜏)

𝑡

0

𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠(𝑡 − 𝜏)) 𝑑𝜏              … (4.4.16) 

,𝑐2لإيجاد  𝑐1  نجد: (4.4.4)نعوض الشروط الابتدائية   (4.4.16)للمعادلة 

,𝑢̃(𝑠مو الشرط الأوب  0) = 𝑓(𝑠)  نجد: (4.4.16)في 

𝑐1 = 𝑢̃(𝑠, 0) = 𝑓(𝑠)          … (4.4.17) 

,𝑢̃𝑡(𝑠مو الشرط الثاني   0) = 𝑔̃(𝑠)   نجد: (4.4.16)في 

وذلك مو خلاب دستور ليبتز  𝑡بالنسبة لاِ   (4.4.16)معادلة أولًا سنشتل التكامل في ال 
 : لاشتقا  التكامل

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝑃̃(𝑠, 𝜏) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠(𝑡 − 𝜏))

𝑡

0

𝑑𝜏 = 𝑃̃(𝑠, 𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠(𝑡 − 𝑡)) (𝑡)′𝑡 

−𝑃̃(𝑠, 0) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠(𝑡 − 0)) (0)′𝑡 + ∫ (𝑐𝑠)𝑃̃(𝑠, 𝜏) 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠(𝑡 − 𝜏))
𝑡

0

𝑑𝜏 

 ومنه:
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𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝑃̃(𝑠, 𝜏) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠(𝑡 − 𝜏))

𝑡

0

𝑑𝜏 = (𝑐𝑠) ∫ 𝑃̃(𝑠, 𝜏) 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠(𝑡 − 𝜏))
𝑡

0

𝑑𝜏 

,𝑢̃(𝑠  مشتل ومنه 𝑡)  ِبالنسبة لا𝑡 

𝑢̃𝑡(𝑠, 𝑡) = −(𝑐𝑠)𝑐1 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) + (𝑐𝑠)𝑐2 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) 

+
𝑐

𝑠𝑇
(𝑐𝑠) ∫ 𝑃̃(𝑠, 𝜏) 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠(𝑡 − 𝜏))

𝑡

0

𝑑𝜏 

,𝑢̃𝑡(𝑠ومنه مو الشرط الثاني:    0) = 𝑔̃(𝑠) 

𝑔̃(𝑠) = 𝑢̃𝑡(𝑠, 0) = 𝑐𝑠𝑐2    ⇒    𝑐2 =
1

𝑐𝑠
𝑔̃(𝑠)              … (4.4.18) 

, 𝑐2نعوض   𝑐1   فنحذل عل  حل مسةلة القيمة الابتدائية بالش ل :  (4.4.16)في 

𝑢̃(𝑠, 𝑡) = 𝑓(𝑠) 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) +
1

𝑐𝑠
𝑔̃(𝑠) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) 

+
𝑐

𝑠𝑇
∫ 𝑃̃(𝑠, 𝜏)

𝑡

0

𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠(𝑡 − 𝜏)) 𝑑𝜏                … (4.4.19) 

 نحذل عل :  (4.4.19)بتطبيل التحويل الع سي عل  المعادلة  

𝑢(𝑟, 𝑡) = ∫ 𝑠𝑢̃(𝑠, 𝑡)𝐽0(𝑠𝑟)
∞

0

𝑑𝑠 

𝑢(𝑟, 𝑡) = ∫ 𝑠𝑓(𝑠) 𝑐𝑜𝑠(𝑐𝑠𝑡) 𝐽0(𝑠𝑟)
∞

0

𝑑𝑠 +
1

𝑐
∫ 𝑔̃(𝑠) 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠𝑡) 𝐽0(𝑠𝑟)

∞

0

𝑑𝑠 

+
𝑐

𝑇
∫ (∫ 𝑃̃(𝑠, 𝜏)

𝑡

0

𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑠(𝑡 − 𝜏)) 𝑑𝜏) 𝐽0(𝑠𝑟)
∞

0

𝑑𝑠 

 وهو الحل العام.

,𝑃(𝑟وهذا الحل يمثل اهتزاقة قسرية مطبل علي ا قوة خارجية تتمثل بالتابي   𝑡)    هذه الاهتزاقة
1تعاني مو تةثير الوس  المحي  الممثل بالحد  

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑢(𝑟, 𝑡) 
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,𝑃̃(𝑠نلاحظ أنَّ التابي   𝜏)  ي الزمو يتوافل مي  المقدار السعوب فيه متلير مي الزمو والتلير م
 القوة القسرية

 

 

.  الاستنتاجات والتوصيات  𝟓
قمنا بحل مسةلة الاهتزاق القسرب عو طريل تحويل هانكل مو الرتبة الذفرية نوصي بحل  
المسةلة المذكورة السابقة عو طريل تحويل هانكل مو رت  أعل  وحل تطبيل آخر عل  ذلك 

 أم و. إن 
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