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وحدانية حل مسألة حدية في نظرية الإجهاد المزدوج 
 م تكامل ديرخليهاللمرونة باستخد

 
 جامعة البعث  -علوم أستاذ مساعد في كلية ال –  أحمد الجاعورد . 

 ملخص البحث 

ثبات وحدانية حللا المسللالة اليارجيللة ا ساسللية ا وللل  ل    للة تم في هذا البحث إ  
  Uالمتجلل     يجللادية في الحالة الساك ة والتي تهللدا اللل  االإجهاد المزدوج للم ونة ال  اض

 الذي يحقق الش وط الآتية :    −في الم طقة 
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 وذلك باستيدام ط  قة جديدة  تعتمد عل  محدودية تكاما دي خلي  . 
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Unique Solution of  boundary problem of couple-stress theory 

of Elasticity by Dairkhli Integral  
 

        Dr . A . AL JAOUR 
 

 

SUMMARY 

 
 In this research was proofed that the first  essential problem 

of  couple – stress theory of mathematical elasticity in the static 

case has unique solution . 

This problem aim to find the vector U  which belong to the 
−  , and realize the following conditions :   

                                 : ( ) ( ) 0
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  In improving that the Dairkhli integral was used  
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 مقدمة البحث :
  اللازمة لتوضيح محتوى هذا البحث  والتعار فال موز  نستع ض        1   و 2  :   

ملساء جزئياً    ، حدودها  3R  م طقة محدودة من الفضاء الإقليدي    لتكن
؛    3Rداخا الفضاء    متممة الم طقة    −ولتكن    .  3Rمجموعة مغلقة  في  و

−−بحيث   = \3R  .   بل ),(  ن مز  yB   3لك ة فيR  ال قطة ونصف    y  م كزها 
),(حدودها        قط ها  yB    .  ن مز بلO   (  (  باللامت اهي في الكب  ) اللامت اهي

عدد صحيح غي  سالب (  لفضاء الدوال    k)   kC)(  ن مز بل . كما  في الصغ  (  
 kC)(، ون مز بل    مستم ة في    k، والتي  مشتقاتها حت  الم تبة   فة عل   المع   

  والتي مشتقاتها مستم ة في كا نقطة من نقاط الحدود kC)( لصف الدوال من   ،
إل   ت تمي  التي  الدوال  ن مز لصف  Ck  بي ما  ( )  قيم أجا كا  بال مز  k  ، من   ، 

)(C  ،   ال مز اوبالمثا يع  )(C   . 
)  المتج  )1 2 3

, ,     حيث   ؛ 
1 2 3
, ,      سالبة غي   صحيحة  أعداد 

المشتق من الم تبة    ،   نسمي  معاما 
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مسللتم ة عللل  فضللاء اليطيللة الدالللة ) أي ال تحويللف رويي للد للدالللة ال    للةياخللذ          
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 الشكا الآتي :  بون اكورسكي –متراجحة كوشي تاخذ  
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2 2( ). ( ) ( ) . ( ) ; ( , )
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، إذا أمكللن  هللا م ت مللة فللي الم طقللة إن   xf)(نقللول عللن دالللة مللا :  1ت ريلل  
 كا نقطة من نقاط هذه الم طقللة   ارتمثيا هذه الدالة بمتسلسلة قوى متقاربة بانت ام في جو 

 نكتب :  0xفمن أجا ال قطة 
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علللن الوسلللن المللل ا إنللل  متجلللانص ومتسلللاوي اليلللوا  إذا كانللل   نقلللول : 2 ت ريللل 
 اجلكت ونيللة إا  ثوابلل  الم ونللة في كللا اجتجاهللات . أو  الوسنخوا  الم ونة واحدة لهذا  

. وإذا لللم يكللن الوسللن متسللاوي اليللوا  ف ن للا  الإحداثيللةللوسللن ج تتعلللق بتوجيلل  المحللاور 
  . ) أي غي  متجانص ( نسمي  ميتلف اليوا 

فلللة علللل   :  3ت ريللل    نسلللمي مسلللائا القللليم الحديلللة المع  
−   بالمسلللائا الحديلللة
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( إذا كللاا عللدد التبللديلات التللي تقودنللا مللن التبديلللة 1وهللو يسللاوي )   )  تشيفي   -رمز ليف
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 ( , , , 1,2,3)i j l k   ,  C'ثوابللل  هلللذه ال ثوابللل  الم ونلللة . إا   =
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 : تكتب بالشكا المصفوفي الآتي السابقة  ف ا  جملة المعادجت 
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 qومن أجا أي عدد صحيح غي  سالب  ،    وفي جوار أي نقطة جنهائية  ن  ف       
   :يكوا 

 (2  ) ( ) ( )  :   ( ) ( ) ( )j j k jk j

p q

x U x c x d x x   

 

−

 

  = +   +                        

) ،معاملللا اختيلللاري  و   لات المجملللو معلللام و   حيلللث  ) ( ) ( )

1 6
( ,..., )

j
c c c  = 

( ) ( ) ( )

1 6
( ,..., )

k
d d d  =  و    واب ث  ( )

j
x    دالة تحقق ، في جوار ال قطللة=x   ،

     العلاقة : 
                    ( )2

( ) ; 1,...,6
q

j
x O x j

 − − −
  = =                    

 أيضللللاً و 
k

  عبللللارة عللللنk   عمللللود مللللن مصللللفوفة الحلللللول ا ساسللللية
(6)kj

  =   

 : الآتية هذه  المصفوفة تتمتع باليوا   . ( 1للجملة ) 

                         
 ( )  

( ) 6,...,1,   ;   )()(          

:  \  ;  \   )1 33

==

 

jixxA

oRxoRC

ijkjxik

kj


   

                                         261
)(ˆ:),...,(   )2




kj

kj

c
=  

'                                      IiA == )(ˆ)(:),...,(   )3
61

 
ijحيللث 

  وهلللو يسلللاوي الواحللد ع لللدما  رملللز ك ونيكلل (i j=  و سللاوي الصلللف  ع لللدما ،
i j  )  ،)(x  ،  دالللة ديلل ا

kj
̂   تحو للا فور يلل  للمصللفوفة ا ساسلليةkj

  وI  
 .من الم تبة السادسة المصفوفة الواحدية 

الإ اليارجية  المسالة  تكتب   ل    ة  ا ول   للم ونة  ا ساسية  المزدوج  جهاد 
 المتجانسة والمتساو ة اليوا   الم نة من أجا ا وساط  و ،    في الحالة الساك ة   ،   ال  اضية

 بالشكا الآتي : 
المتج   ،    3R  م طقة محدودة من   −لتكن   إيجاد  الم طقة     Uوالمطلوب  في 
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  (5     )                          : ( )
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:6حيث  R→  و علوم ج  ممت p  عدد صحيح غي  سالب .   
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   ، −وهو خارجي بال سبة لل  yفي ال قطة  ناظم السطح =
dx  ، ع ص  الحجمSd
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 هدف البحث :
المسالة  س درس   حا  وحدانية  البحث  هذا  لجملة  اليارجية  في  ا ول   ا ساسية 

للم ونة  ت  معادج المزدوج  الساك ة اججهاد  الحالة  ا وساط  و   في  أجا   الم نة من 
اليوا  والمتساو ة  عل   ،    المتجانسة  اعتماداً  محدودية وذلك  إل   تست د  جديدة  ط  قة 

  تكاما دي خلي  .

 ال ناقشة والنتائج : 
)  Uبف ض  للجملة  م ت م  في 1حا   )−    ،و وجد عدد غي  سالبp  بحيث ؛ 

 :  يكوا 
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0
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 المسالة .جيؤث  عل  عمومية 
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 ثبات المب ه ة الآتية :إ يتم من خلاللهذا البحث ساس ا  الهداتحقيق  إا  

وجد مثا  إذا  ، و    −(  في    1للجملة  )     اً م ت م  لاً ح   Uإذا كاا  مبرهنة :   
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mp     إذا كااأو             و
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عدد موجب اختياري و  حيث  
m
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 :  rالعلاقة الآتية صحيحة في مجال تغي  تكوا ع دئذٍ 
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 أا  :   (  11( و )   10( و )   6من ) ي تج  ع دئذٍ 

( 12 )                                    
0

1
1

1
1 (0, )\ (0, )

4

1
lim ( ) 0

iqr
r

B r B

U x dx
r→

= 

  ( التمهيدية  اجعتبار  بعين  وباخذ  أجا   1الآا  من  أن   نست تج   )U    تتحقق
 ( التي يمكن كتابتها بالشكا :   2العلاقة )  

( 13 )                                    (0)( ) ( )
s s s

q

U x U x c x 


 

= +  

 :    يثح
( 14 )                                             2(0) ( )

m

s
U x c x

 − −
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 -   10معاما اختياري , و −−= mqq  . 
    :(  13في العلاقة )  qل دقق قيمة       

10سوا لن نستعما المساواة   −−= mqq    ما س فت ض أا   وإنU  (  13)  يكتب بالشكا
لل   قيمة  أي  أجا  :    qمن  اجا  العلاقة من  تحقق هذه  ول ثب    ,0=q    : كاا  إذا   ،

mp    1، و
2

p m
q

− 
= + 
 

     

mpإذا كاا :       و
2

mp  ليص عدداً صحيحاً ،    −

و     
2

mp
q

−
mp، إذا كاا :      =       و

2

mp  .عدد صحيح    −

( وكما في  13العلاقة )   4   : تكتب بالشكا 

( 15 )                                 (0) ( )

0

( ) ( ) ( )
q

K

s s S
k

U x U x P x
=

= + 

k)(حيث  

sp   كثي ة حدود متجانسة من الدرجةk   . 
   ( نحصا عل  :  14إل  ه ا وحسب ) 

                             
2

2( 1),
( )

0
, 1 0

( )
( ) ( )

qn m
ks

s j kj

U x
Q x Q x

x

−

= =

 
= +   

      

 تحقق المت اجحة :   0Qو   kكثي ة حدود متجانسة من الدرجة   kQ)(حيث  
( 16 )                                           mq

xcxQ
−

)(0            
            ومن ثم  ، نجد أا  : 

( 17 )                                      
2

,

1,

)(

)1(2 )(
)( 

=

−


















=

mn

js j

q

sq

x

xp
xQ 

                    :            وبالتالي 
2( 1)

( ) ( )

,
0

( , )
q

p k

m n k
k

D U c J J
−

=

 = +  

                                حيث :               
0

( ) 1k k m p

r

J d 


+ − −=  
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                                                   0

0

\ (0, )

( )

(0,1)

( )

( )

m

p

R B r

k

k

B

Q x
J dx

x

c Q d 


=

=




 

2)1(0نميز ه ا حالتين :  =−qc  ،      2)1(0:  أو −qc   
2)1(0إذا كاا :  =−qc  :  ف ا ، 

                  
2

( ),
2( 1)

, 1(0,1) (0,1)

( )
0 ( )

qn m
q s

s jB B j

p
Q d d

x


  −

= 

 
= =    

  

 تي : لآوبا
                        0)()(: )1(2)1(2)1(2 == −−− qqqm QxxQRx 

  ( العلاقة  باستيدام  ه ا  أا      17من  ي تج   ))(xP
s

و       يحقق     Uثاب   
 المجمو  الثاني إل  ثاب  .   يؤول( و جل    15العلاقة  )  

2)1(0  إذا كاا : −qc    ( نحصا عل  التقدي  الآتي :   16، ف ن  وحسب ، ) 

                              
00

1

\ (0, )m

q m p q p

m

rR B r

J c x dx cB d 


− − − − =  

  : أا   )2بما  1) 1 1q m p q p− + − −  − ف ن    − و .   جا   
)تقارب   )

,
( , )p

m n
D U       2)1(، يلزم تقارب التكاما −qJ     . 

2)1(11أي يجب أاْ يكوا :     −−−+− pmq      1أو
2

+
+


pm

q . 

 بهذا الشكا يكوا إثبات المب ه ة قد تم  .
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