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الجذر  التخمين لحداب خوارزمياتوتحليل درادة 
 التربيعي

 د. لما الدروبيالباحثة: 

 جامعة البعث –كمية العموم 

 الممخص

تعتبر عممية الجذر التربيعي من أصعب العمميات الحسابية و أكثرىا تعقيداً , نقدم في 
ىذه المقالة دراسة لبعض خوارزميات ايجاد الجذر التربيعي مع مجموعة من الخوارزميات 

بيان فعالية كل منيا .كما سنورد مقارنة ما بين ىذه الخوارزميات ل ننفذىا برمجياً و المعدلة 
, حيث تم تنفيذ خوارزمية  كل خوارزمية بالإضافة الى دقتيا التكرارات فيعدد  من حيث

رافسون معدلة و أظيرت فعالية أكبر بتقميل عدد التكرارات اللازمة لمحصول عمى  -نيوتن
وستنتيي المقالة بمجموعة من  مساوئ الخوارزمية المعدلة.بعض  تم إظياركما النتيجة ,

عدد محدود من التكرارات و بعمى قيمة الجذر التربيعي التوصيات التي تفيد في الحصول 
 بالدقة المطموبة .

 الكممات المفتاحية

 رافسون , خوارزمية عدم الاستعادة , ماتلاب .-الجذر التربيعي , خوارزمية نيوتن
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Study and Analysis of  the Estimation  
Algorithms to Calculate the Square Root 

Abstract 

The square root of the process is one of the most challenging 
arithmetic operations, and most complex, in this article we offer a 
study of some algorithms to find the square root with a group of 
modified algorithms and implement them programmatically to 
demonstrate the effectiveness of each of them. As we will cite a 
comparison between these algorithms in terms of the number of 
iterations in every algorithm in addition to the accuracy, where 
implementation of Newton-Raphson algorithm modified and 
showed greater efficiency by reducing the number of iterations 
needed to get the result,  as we have shown some disadvantages. 
and will end the article a set of recommendations which are useful 
for obtaining the value of the square root of a limited number of 
iterations and the required precision. 

Key Words : Square Root, Non-restoring algorithm , Newton-
Raphson Method, Matlab . 
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 مقدمة

تعتبر عمميات الجمع والطرح والضرب والقسمة والجذر التربيعي ىي العمميات الحسابية  
الجذر التربيعي ىو احدى أكثر العمميات استخداماً في  الخمس الأساسية في الحاسوب .

المخططات البيانية الحاسوبية و الحسابات العممية كخوارزميات معالجة الاشارة الرقمية 
DSP [3] و التحكم بالبيانات ومعالجتيا وكذلك تطبيقات الوسائط. 

والمستخدمة في تقميدية في نظرية الأرقام الحسابية ال تعتبر ىذه العممية من المسائل
 .أمراً صعباً  يعتبر الحصول عمى نتيجة دقيقة ليذه العمميةحيث ,  مختمف التطبيقات

كتابة الكود الرقمي ليا م ث تطويرىاي و الجذر التربيعدراسة العديد من خوارزميات  تتم
 وىي:

Newton-Raphson method   , SRT redundant method   , SRT non 
redundant method , sequential algorithm (digit-by-digit method)  .  

, [5]تنفيذاً لعممية حساب الجذر التربيعي بأداء عالي وكمفة منخفضة قدم الباحث وانمينغ 
, ولحساب CSA(carry-save Adder)تتضمن البنية المقترحة جامع حفظ الحمل 

مرة واحدة فقط , مما سمح  CSAالبت الحالي من الجذر التربيعي يستخدم جامع 
 باستخدام البنية الأنبوبية في التصميم لمحصول عمى أداءٍ عالي.

مرشحات  [10] كوليكوفاوكذلك  [7] ان وفان دير ميرويكو  استخدم بعض الباحثون
لتخمين البارمترات التي تفضي بالنياية الى حساب الجذر التربيعي. حيث أشار كالمان 

 UKF(Unscented Kalmanالباحث الى تفوق مرشح كالمان الخالي من المشتقات 
Filter)  عمى مرشح كالمان الموسعEKF(Extended Kalman Filter) .  كما نفذ

البعض خوارزميات مختمفة لحساب الجذر التربيعي, مستخدماً بارامتر استيلاك الطاقة 
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بت و  4, وذلك لأطوال مختمفة [8]وكذلك التأخير الزمني لممقارنة بين ىذه الخوارزميات 
 بت. 64بت و  23بت و  66بت و  8

 FPGAلوحات  بعض الباحثون أفضل طريقة لحساب الجذر التربيعي باستخدامناقش  
, مبيناً أن الحصول عمى الدقة الأفضل يتم  [9]لتحقيق أفضل استخدام لمموارد المتاحة 

 عمى حساب استخدام الموارد.

 ضمن فئتين : حساب الجذور التربيعية تصنف خوارزميات بشكلٍ عام,

  الفئة الأولى تدعى مناىج التخمين مثلNewton-Raphson  وRough 
estimation . 

 رقم -الفئة الثانية تدعى مناىج الحساب رقمdigit-by-digit method . 

إلى صنفين ىما خوارزميات الاستعادة رقم -من الضروري تصنيف منيج الحساب رقم
restoring  وعدم الاستعادةnon-restoring . 

 

 : هدف البحث

ما , وذلك يتركز اليدف الأساسي لمبحث في كيفية ايجاد قيمة الجذر التربيعي لعدد 
وتحديد متطمبات كل خوارزمية من حيث عدد التكرارات و تسمسل  -بخوارزميات مختمفة 

ول الى النتيجة وبالدقة التنفيذ متضمناً العمميات الحسابية اللازمة لكل خوارزمية لموص
 . المطموبة
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 : المواد وطرائق البحث

عمى الخوارزميات المعتمدة عمى التخمين حيث تم تنفيذىا عمى  في البحث التركيز الأكبر
 برنامج ماتلاب ومنو تم استخلاص النتائج .

 سنبين فيما يمي مجموعة الخوارزميات التي تمت دراستيا في المقالة وخطوات كل منيا.

 Rough Estimationالتخمين التقريبي   -1
, اذا كانت ىذه القيمة بعيدة ابتدائيةتتطمب العديد من خوارزميات الجذر التربيعي قيمة 

عن القيمة الحقيقة لمجذر التربيعي عندىا سوف تتباطأ الخوارزمية , لذلك سيكون من 
المفيد أن يكون ىناك تقدير تقريبي والذي قد لا يكون دقيق بما فيو الكفاية ولكن يسيل 

 من عممية الحساب.
حيث        معبر عنيا بالعلاقة الرياضية )العدد المطموب جذره(   بفرض 

يمكن       √  √عدد صحيح يكون الجذر التربيعي   و         
 تخمينو كالتالي:

 

√  {
                  
                    

 

لأنيا تقرب المتوسط اليندسي لمقيم العميا والدنيا لمعدد تم اختيارىا  6و  2المعاملات 
 كما يمي:المعطى 

√√   √   √  
 

   

√√    √    √    
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 فمن أجل :

                                √            

 ىذا التقريب ميم جداً في الخوارزميات التكرارية من أجل الحصول عمى نتيجة أسرع.

  Newton-Raphson methodرافسون -طريقة نيوتن -2

 BABYLONIAN الطريقة البابميةاقترح إسحاق نيوتن أول تفسير طبيعي لكفاءة 
METHOD أظير نيوتن أن ىذه الطريقة ىي حالة خاصة لطريقة عامة لحل المعادلة .
 .[4] غير الخطية

وىذا المنيج يعتمد عمى فكرة  رافسون ىو تقنية لحل المعادلات عددياً,-منيج نيوتن
, نبدأ         جذر المعادلة   تابع وليكن      بسيطة لمتقريب الخطي. ليكن 

   نوجد    ومن    نوجد القيمة المخمنة الأفضل    , ومن   لـ     بتخمين القيمة 
ونطمق عمى ىذه العممية "التكرار"   وىكذا حتى نحصل عمى القيمة الأقرب لقيمة 

iterative . 

يكون منيج نيوتن جيداً في حيث  guessفي بعض الأحيان نطمق عمى القيمة المخمنة 
   لذلك عممية تخمين القيمة  والعكس صحيح.  قريبة من المخمنة    حال كانت 

 يجب أن تتم بعناية .

 Newton-Raphson Iterationرافسون -التكرار في منهج نيوتن -3

حيث ىو الجذر الحقيقي و        ولتكن   القيمة المخمنة لـ     لتكن 
 .   الفرق ما بين القيمة الحقيقية والقيمة المخمنة    , يبين الرقم         

 باستخدام التقريب الخطي نقول:



 د.م هحود الونوس هاشن الحوراني   2021عام  4العدد   43هجلة جاهعة البعث   الوجلد 

11 
 

                        ́     

   
     

 ́    
 

          
     

 ́    
 

 وتعطى بالعلاقة :   ىي   وتكون القيمة المحسنة لـ 

      
     

 ́    
               

     

 ́    
   

عندىا تكون القيمة     فإذا كانت القيمة المخمنة الحالية ىي  ,ونستمر بيذه الطريقة
 المخمنة التالية :

        
     

 ́    
 

 

 Newton-Raphson Method رافسون لإيجاد الجذر التربيعي طريقة نيوتن -4

, الفكرة الرئيسية ىي أنو اذا كانت   √وىي الخوارزمية الأولى التي استخدمت لحساب 
 عندىا سوف تكون   القيمة التقريبية لمجذر التربيعي لعدد حقيقي غير سالب   

 
أقل  

 من القيمة التقريبية لمجذر.

ىو الخطأ في القيمة  eو    √ىي القيمة المخمنة البدائية لـ    بكلام آخر , اذا كانت 
 ل :عندىا نقو           المخمنة 
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 وبالتالي نستطيع تعويض الخطأ وتعديل القيمة المخمنة .

      
    

  
 

  
 
 

 
 

مع كل عممية تكرار نحصل عمى تخمين أفضل , وتستمر عممية التحديث حتى الحصول 
 عمى الدقة المطموبة  , أي تكون الخطوات كالتالي :

    (    )القيمة الأقرب لمجذر التربيعي لـ    ة موجبة لـ نبدأ بقيمة بدائي -6

 √  . 
     من العلاقة :             نحسب قيمة  -3

 

 
    

 

  
   . 

  √نكرر الخطوة الثانية حتى يتم الحصول عمى الدقة المطموبة  -2

         . 

 وباستخدام منيج التقدير التقريبي:         حيث    √لحساب 
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√               

      حيث    √لحساب 

                     √           
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 Modified Newton-Raphsonرافسون المعدلة -خوارزمية نيوتن -5
Method 

كما تبين لنا أن التخمين الأولي يؤثر وبشكل كبير عمى سرعة الحصول عمى النتيجة 
نخزن فيو مجموعة من القيم ,   [6]ح حيز من الذاكرةاقتر تم االدقيقة , ولحل ىذه المشكمة 

. عندىا نقارن العدد المطموب الحصول عمى الجذر                     
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عندىا تكون القيمة        بين   , مع القيم السابقة , فإذا كان   التربيعي لو وليكن 
   المخمنة 

 

 
عندىا تكون القيمة المخمنة       بين القيمتين   , واذا كانت    
   

 

 
 وىكذا .   

 

 الذاكرة المستخدمة لاختيار القيمة المخمنة -6-الجدول 

   القيمة المخمنة  الحد الأعمى الحد الأدنى رقم المجال
1           
2           
3           
4            
5             
6              
7               
8               
9               
10               
11               
12               
13               
14               
15               
16               
17            

 

 restoring andخوارزمية حساب الجذر التربيعي بالاستعادة وبدون استعادة  -6
non-restoring square root algorithm 
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( , وفييا يتم digit by digitرقم )-تعتبر ىاتين الخوارزميتين من طرق الحساب رقم
توليد رقم واحد في الجذر التربيعي في كل تكرار وبشكل متسمسل , ومن مميزات ىذه 

 الطرق أن كل رقم يتم إيجاده في الجذر التربيعي لا يتغير فيما بعد .

التربيعي الجزئي  , الجذر          لنعرف  restoringفي خوارزمية الاستعادة 
(partial square root )                لتحديد بت الجذر      مع ,

             ( يحسب الباقي المؤقت                ,)     التربيعي 
( الذي تم الحصول عميو في التكرار partial remainderىو الباقي الجزئي )   حيث 

 . إذا كان الباقي المؤقت غير سالب عندىا :  

           
                 

                        

 في حالات أخرى:

           
             
             

لمدلالة عمى   الحالي( و )حتى التكرار لمدلالة عمى الجذر التربيعي الجزئي  حيث 
 الجذر التربيعي النيائي.

ىو أنو عندما يكون الباقي المؤقت سالباً , نحن نستعيد  restoringمعنى الاستعادة 
إلى الباقي المؤقت أو اختيار الباقي         الباقي الجزئي عن طريق إضافة  

 .    الجزئي القديم 

 :من أجل
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                    √     و

, حيث يوجد أربع قيم   ( من       نبدأ الحساب مع الخانتين الأكثر أىمية )
. اذا كانت        من  01بطرح     . يمكن تحديد قيمة  00,01,10,11محتممة 

ونستعيد القيمة       اذا كانت النتيجة سالبة , عندىا , و       النتيجة موجبة 
 التي تم طرحيا .

      ………                 
 

   ………             

 
 مثال عمى خوارزمية الاستعادة -3-الشكل 

 1ناتج الطرح موجب اذاً البت الأول في النتيجة 

 0ناتج الطرح سالب اذاً البت الثاني في النتيجة 

 نضيف اخر قيمة تم طرحها )استعادة(

 0ناتج الطرح سالب اذاً البت الثالث في النتيجة 

 نضيف اخر قيمة تم طرحها )استعادة(

 1ناتج الطرح موجب اذاً البت الأخير في النتيجة 

 Q والجذر التربيعي D صيغة المعامل )المجذور( -1-الشكل 
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مرة واحدة  Qنعدل كل بت في النتيجة  non-restoringفي خوارزمية عدم الاستعادة 
                   وليس مرتين , حيث نبدأ بتخمين أولي 

, وفي كل تكرار ننفذ العممية            ومن ثم نكرر من           
 .  في البت الموافق في  1, وبناءً عمى اشارة النتيجة نضيف أو نطرح       

 

, فيي تتطمب عممية جمع أو طرح يتضح لنا مما سبق أن الخوارزمية ليا عدة مساوئ 
لمحصول عمى كل بت في النتيجة , كما أنو من المحتمل حدوث خطأ في البت الأخير , 

في كل تكرار , وعمى الرغم من امكانية       وتتطمب الخوارزمية اجراء العممية 
 الا أنيا ستبقى معقدة .    تبديل العممية 

,  [1] خوارزمية عدم استعادة جديدةWanming Chu و     Yamin Liقدم كل من 
ركزت ىذه الخوارزمية عمى الباقي الجزئي في كل تكرار , بعكس خوارزميتي الاستعادة 

 زت عمى كل بت من الجذر التربيعي في كل تكرار .وعدم الاستعادة السابقة التي رك

الخوارزمية الجديدة تولد بت صحيح في النتيجة عند كل تكرار , بما فييا التكرار الأخير 
, وتكون العممية في كل تكرار بسيطة جداً , نجمع أو نطرح بناءً عمى اشارة النتيجة في 

تكرار يتم استخدامو في التكرار التالي التكرار السابق , الباقي الجزئي الذي يولد في كل 
في التكرار الأخير ,  .مية(حتى اذا كان سالباً )ىذا ىو معنى عدم الاستعادة في الخوارز 

 على خوارزمية عدم الاستعادةمثال   -1-الشكل 
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اذا كان الباقي الجزئي ليس سالباً , فيكون ىذا الباقي دقيق , وفي حالات أخرى يمكن 
 ي.الحصول عمى الباقي الدقيق من خلال عممية جمع مع الباقي الجزئ

 
 مثال عمى خوارزمية عدم الاستعادة الجديدة -4-الشكل 

 

 : النتائج والمناقشة

تعتمد فعالية الخوارزمية عمى عاممين أساسين , عدد المتحولات المستخدمة ضمن 
الموجودة ضمن الخوارزمية , فكمما  الخوارزمية , وعدد العمميات الحسابية والمنطقية

 كانت العمميات أقل كمما كانت الخوارزمية أكثر فعالية , والعكس صحيح.

رقم يتم توليد بت صحيح في النتيجة -في خوارزميات حساب الجذر التربيعي رقم أولًا :
في كل تكرار , وبالتالي لا حاجة لتغيير ىذا البت فيما بعد . حيث في خوارزمية 

من المجذور , وفي حال كانت النتيجة )الباقي(  01يتم طرح  restoringعادة الاست
سالبة يجب استعادة القيمة السابقة و ذلك عن طريق جمع القيمة التي طرحت. بينما في 

وبالتالي تم تقميل عدد لا يوجد استعادة ,  non-restoringخوارزمية عدم الاستعادة 
 العمميات الحسابية .



 د.م هحود الونوس هاشن الحوراني   2021عام  4العدد   43هجلة جاهعة البعث   الوجلد 

11 
 

عدم الاستعادة الجديدة , لا يتم التركيز عمى كل بت من الجذر التربيعي , في خوارزمية 
نما تم التركيز عمى الباقي الجزئي في كل تكرار .  وا 

ما يميز الخوارزميات السابقة , أنو وبما أنيا تتعامل مع بتات المجذور يمكن تنفيذ الدارة 
لاستفادة من مزايا المعالجة وبالتالي ا ,التي تقوم بعممية الجذر التربيعي بشكل أنبوبي

, ما يؤدي الى تسريع عممية المعالجة وخصوصاً اذا تم تنفيذ الدارة بشكل  عيةالتفر 
 .[2][3]أمثل

في الخوارزميات المعتمدة عمى التخمين , نجد أنو كمما كانت القيمة المخمنة  ثانياً :
ففي ع , وكان عدد التكرارات أقل .أقرب الى القيمة الحقيقية كمما كانت الخوارزمية أسر 

العلاقة ما بين المجذور وعدد التكرارات  نجد ومنخوارزمية نيوتن رافسون التقميدية 
كمما كانت نسبة الخطأ أقل )الدقة  , أنواللازمة لمحصول عمى النتيجة بنسبة خطأ محددة

العمميات الحسابية أكبر( كمما ازداد عدد التكرارات , أي ازداد زمن التنفيذ نتيجة زيادة 
 المتطمبة في كل تكرار.

 
 التكرارات اللازمة لمحصول عمى النتيجة باستخدام خوارزمية نيوتن التقميدية -5-الشكل 
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في خوارزمية نيوتن رافسون المعدلة أصبحت القيمة المخمنة أقرب الى القيمة الحقيقية 
التكرارات بشكلٍ واضح . وكما في وذلك بسبب استخدام الذاكرة , مما أدى الى تقميل عدد 

 الخوارزمية التقميدية فإن عدد التكرارات يزداد مع زيادة الدقة المطموبة في النتيجة.

 

 

 : الاستنتاجات والتوصيات

مما سبق تبين لنا أنو وكمما كانت العمميات الحسابية في كل تكرار أبسط , كمما أولًا : 
تكون الدارة التي تنجز العممية أبسط)التكمفة كانت الخوارزمية أقل تعقيداً و أسيل وبالتالي 

 . أقل(

مع أنظمة ذات فعالية أكبر رقم  -خوارزميات حساب الجذر التربيعي رقم تعتبر ثانياً :
 التفرعية التي تقمل من زمن التنفيذ.المعالجة 

بالمقارنة مع الخوارزمية  قدمت خوارزمية نيوتن رافسون المعدلة نتائجاً جيدة ثالثاً :
, حيث عدد التكرارات أصبح أقل بشكلٍ واضح , ولكنيا تتطمب عمميات مقارنة  التقميدية
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 التكرارات اللازمة للحصول على النتيجة باستخدام خوارزمية نيوتن المعدلة -1-الشكل 
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,  وتعقيد أكبر بالإضافة الى حيز من الذاكرة , ما يجعل ىذه الخوارزمية ذات كمفة
يجة وبالتالي تستخدم ىذه الخوارزمية عندما يراد تقميل عدد التكرارات التي تعطينا النت

 .بغض النظر عن الكمفة المادية

مه غير العملي تطبيق الاصدار الأوبوبي على طريقة ويوته )حتى ولو كان  رابعاً :

 عملياً فإوه مكلف للغاية(.

تؤدي الى زيادة فعالية والتي , مما سبق يمكن طرح المواضيع التالية لمدراسة  خامساً :
 : الخوارزميات

في الخوارزميات المعتمدة عمى التخمين يكون توجو الباحث الى تحسين القيمة  -6
بالنياية الى تقميل عدد التكرارات , وبالتالي تقميل عدد التي تفضي و , المخمنة

 الزمن. العمميات الحسابية و تقميل
يجب التركيز عمى محددات مثل ىذه الخوارزميات )التكمفة , تعقيد الخوارزمية(  -3

 وبالتالي يتم مراعاة ىذه العوامل بحسب متطمبات المسألة.
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